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Die Verbhiegung von geschlossenen und offenen
Fldachen positiver Kriimmung.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt in der Sitzung am 21, Juni 1919,

Die Frage nach der Moglichkeit der Verbiegung geschlos-
sener analytischer Flichen durchweg positiven Kriimmungs-
mafies, kurz gesagt, analytischer Hiflichen, hat ihre Geschichte,
deren Einzelheiten im KEnzyklopidie-Artikel III D 6 (A. Voss,
Abbildung und Abwickelung zweier Flichen aufeinander) Nr. 19
und 32 und in W. Blaschkes Buch: Kreis und Kugel, Leipzig
1916, 5. 163-—164 mit groier Vollstindigkeit angegeben sind.

Um das Notwendigste daraus hervorzuheben, seien drei
Stufen der Entwickelung genannt, die an die Namen Minding
(1838), Jellett (1854) und Wey!l (1916) kniipfen. Minding
behauptete schlechtweg, dat eine Eifliche als geschlossenes
(zanzes unverbiegbar sei, Jellett versuchte die sogenannte ,in-
finitesimale® Unverbiegbharkeit zu beweisen — beide Sitze sind
erst viel spiter, 1903 und 1899 bewiesen worden, Weyl end-
lich erbrachte den Beweis fiir den viel allgemeineren Existenzial-
satz, ,daB jede in abstracto — (durch die quadratische Dif-
ferentialform fiir das Linienelement) gegebene geschlossene,
konvexe Fliche eine einzige Realisierung im dreidimensionalen
euklidischen Raum besitzt.“

Neuerdings hat K. Rembs in seiner Bonner Dissertation
(Zur Verbiegung konvexer Flichen mit geschlossenem sphii-
rischen Bild) den Jellettschen Satz wieder aufgegriffen, zu-
gleich aber den Beweis fiir die Unmdglichkeit der Verbiegung
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gewisser oftener Ilichenstiicke hinzugefiigt. Rembs beniitat,
ohne dal dies hervortritt und zur Geltung kommt, die asso-
ziterte Fliiche, die Blasehke als , Drehrifi® bezeichnet hat wegen
ihrer kinematischen Bedeutung fiir den Verbiegungsvorgang.

Diesen ,Drehrili* mit ganz elementarer RRechnung abzu-
leiten und dabei alle Vorteile zu verwenden, die eben die kine-
matische Bedeutung mit sich bringt, ist die Aufgabe von § 1,
dabei ist von dem Rechte Gebrauch gemacht, Verweise durch
Beweise zu ersetzen, damit die Darstellung in sich geschlossen
bleibt. Als lirgebnis neu in diesem Paragraphen ist vielleicht
nar der zweite Teil von Nr. 4 und .

Im zweiten Paragraphen werden die Siitze von infinite-
simalen auf stetige Verbiegungen iibertragen, die bisher fir
diesen Zweck noch nicht herangezogene Weingartensche
Mittelfliiche erlaubt, diese Ubertragung fast ohne Rechnung
durchzufithren.

Der dritte Paragraph, der sich iibrigens auf kein Ergebnis
der ersten beiden Paragraphen stiitzt, gibt die iiberraschende
Lisung der recht lebhaft besprochenen Frage (Jahresher. d.
D. Math. Ver. 24 (1915). S. 207 —209), innerhalh welcher
Grenzen die Kugelfliche verbogen werden kann,

$ 1. Die infinitesimale Verbiegung konvexer Flichen.

1. Infinitesimale Verbiegung und Drehrili. Der von
Jellet eingefithrte Begriff der ,infinitesimalen Verbiegung*
kniipft an folgenden Ansatz: Man denke sich zu einer Fliche

T=f(x, )
cine vom Parameter 7 abhingige Schar isometrischer Flichen
gegeben, wobei fiir = 0 die Ausgangsfliche entstehen soll,
und man beriicksichtigt in allen weiteren Ausfithrangen nur
die Glieder erster Ordnung in der vorausgesetzten Entwicke-
lung nach Potenzen von £ Um dies anzndeuten, setzt man
f =+ und verlangt dann, der Forderung der I[sometrie oder
Abwickelbarkeit entsprechend, dali in
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dat -+ dy; + dzt = da? + dy* + dz?,
wohei o, =468, yy=y Ay, & =&+ L
aesetzt ist, das linkerhand mit dem Faktor « verschene Glied
identiseh gleich Null ist.  Dies fiihrt auf die Forderung
dedé 4-dydy + dedl =0,

die ihrerseits in drei partielle Differentialgleichungen zerfillt.
Nimmt man in der Darstellung der Ausgangsfliche z und y
als unabhiingige Veriinderliche und bezeichnet man in tiblicher
Weise die ersten partiellen Differentialquotienten von 2z nach
2 und y mit p und ¢, deutet man im iibrigen die Differen-
tiation nach « und y durch die FuBmarken 1 und 2 an, so
erhiilt. man durch Nullsetzen der Koeffizienten von da?, dy?
und dxdy in der geforderten Identitit die drei Gleichungen
in der Gestalt:

&+ pf, =0,

1y + (1:2 =0,

i+ ply=—§& gl =1y

Durch Differentiation und Elimination von &, und 7,
folgt hieraus
Py = 450 = 0y,
Plys — Q50 = 1y,
und durch weitere Differentiation die partielle Differential-
vleichung fiir -
Pig— 280, + 85, = 0,

wobel r, s, ¢ die zweiten Differentialquotienten von z bedeuten.
Um eine ,infinitesimale Verbiegung“ der gegebenen Fliche zu
bestimmen, hat man diese Gleichung zu integrieren, findet dann
aus den vorhergehenden Gleichungen

o= Jpde,—qdz)
und schlieBilich auch £ und 5 dureh Quadraturen.
Fiir den Nachweis der Nichtverbiegbarkeit geschlossener
konvexer Flichen eignet sich nun die Fliche, deren recht-
winklige Koordinatenebene &, ;) und £ sind, viel weniger, als eine
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zweite daraus abgeleitete, die sogenannte ,assoziierte Fliche®,
oder, wie sie Blaschke genannt hat, der ,Drehri3®.

Wir fiithren diese Fliche jetzt ein.

Bei der infinitesimalen Verbiegung erleidet jedes Flichen-
element eine infinitesimale starre Bewegung, es ist das Biischel
der Liunienelemente der Ausgangsfliche kongruent zum Biischel
der Linienelemente im entsprechenden Punkt der durch infini-
tesimale Verbiegung aus ihr hervorgehenden. Wir wollen nun-
mehr den Drehvektor X, Y, Z dieser Bewegung bestimmen.

Das Linienelement, dessen Richtung durch die Richtungs-

cosinus 1 :
= , m=0, n= !
11+ Vi+p?
gegeben ist, geht iiber in das Linienelement mit den Rich-
tungscosinus
l + £ s &9 3 e
L. omy = h =

/1=>' 9 ! 1 A 7R 1 , =
171+ p? 171+ p? 171 4 p?

und das Linienelement, dessen Richtung durch

x 1 ‘
=0, m=-— , B = — 4
11 g2 1 g
gegeben ist, geht tiber in das Linienelement
ly=— o o My = 1'+ H/Z‘, y N, = ,1( : “Z\ .
P1+4° Vit ¢ V144

Um nun die Komponenten des Drehvektors zu finden, hat
man die bekannten drei Gleichungen
M =Y —mnsd),
om=¢e(lZ —nX),
dn=e¢mX—1Y)
heranzuziehen, wobel o1, om, on die Zuwachsgroten von /

m und n sind, Die beiden gewonnenen Grofiensysteme er-
geben dann

|

4L—pX, [ =—Y,
=qY—Z »,=—qX, { = X.

=p ¥, 7

ALY

8o
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Diese sechs Gleichungen fiir X, ¥, Z stehen in keinem
Widerspruch, weil eben das einzelne Flichenelement bei der
infinitesimalen Verbiegung einer starren Bewegung unterliegt.
Man findet durch Auflgsung

X=1¢, Y=—¢, Z=uy.

Dies sind die Gleichungen fiir die rechtwinkligen Koor-
dinaten des Drehrisses, wobel selbstverstiindlich die fiir £ und »
gewonnenen Formeln zu beachten sind.

2. DieEigenschaften des Drehrisses. Wir wollen uns
jetzt vor allem dariiber klar werden, welche Vorteile die Fin-
fiihrung des Drelrisses gewdhrt.

Wenn man zu einer infinitesimalen Verbiegung eine in-
finitesimale starre, d. h. fiir alle Punkte der Fliche gleiche
Bewegung hinzufiigt, die durch

E= A+ FE:— Iy,
=0+ I'e— Dz,
b C+ Dy—Ex
mit den Kounstanten A, B, €, D, I, I' gegeben ist, so gehen
X, Y, Z iiber in
X+o,=X+4+D, Y—0( = Y- I,
At A pl=24+1F—Dp+pD =2+ 1,
es wird also der Drehrifs einfach verschoben, und zwar ist der
Vektor dieser Verschiebung der Drehvektor (D, K, ') der infinite-
simalen Bewegung, die zur infinitesimalen Biegung gefiigt wurde.

Hieraus folgt leicht: Der Drehrip ist nwr dann ein Punkt,
wenn die inf. Verbiegung ecine inf. Bewegung ist.

In der Tat kionnen wir in diesem Fall durch Hinzufiigen
einer Rotation (D, JI¢, FI) erreichen, dab X, Y und Z alle
dret gleich Null sind. Dann ist aber ¢ konstant und v gleich
Null, woraus folgt, dal & und 5 ebenfalls beide konstant sind.
Die betrachtete Verbiegung besteht also aus einer Folge von

infinitesimaler Rotation und Translation, ist also eine infini-
tesimale Bewegung.

I
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Wir leiten noch eimge Eigenschaften des Drehrisses ab.

Aus

N=2¢,, Y=—0. Z=[(pds,—qdz)
folgt sofort 24 3/

== > == ¢,
¥ SR LI At
d. h.: Die Normalen von Iliche wud Drehriff sind in ent-
sprechenden. Punkten x, y, = — X, Y, Z einander parallel.
Mau findet dann auch leicht das Krimmungsmaff des

Drehrisses ‘
N - a(p,q) . 1 - alpg) 1 3, )
XYY (I pEgE T 3@y (1 prgir 3(X,Y)

y b — 52 |
IIRUE o (ol A LT
Der erste Faktor ist das Kriimmungsmat: der Fliche, der
Nenuer des zweiten ist wegen

- Do
4 =92 “‘Q*l

p T I, =0
= s( {

12 =il

R RRAST

oder ) )

leicht in die Form zu bringen
(=)
rt ’

Hieraus folgt: fst das Nritmmungsmafp I der Fliche po-
sitiv, dann ist im Lorrespondicyendern Punkt des Dyelirisses das
Kritmmungsmaf negativ, :

Das Verhalten des Drehrifies i singuliiren Stellen, das
fiir die zu ziehenden Folgerungen von grundlegender Beden-
tung ist, wird noch zu untersuchen sein.

3. Das Reziprozititsgesetz. Wir kinnen aus unseren
Jeziehungen noch leicht den Satz ableiten:

Jede Fliche ist zugleich Drehrifp fiir jeden ilirer Diyelirisse.

Um diese Reziprozitiit nachzuweisen, bezeichnen wir die
zweiten partiellen Differentialquotienten von I nach x und y
mit 0. 6 und 7, so daf die Gleichung fiir 7 die Gestalt erhitlt

Lit—2§ﬂ+T7'—_:‘)



O g e . [x )
Die Verbiegung von geschlossenen u. offenen Flichen ete. 273

Wir miissen sodann die infinitesimalen Verbiegungen des
Drehrisses bestimmen, wobei die Gleichungen
AL 34
L = ')‘ . ==
aX = 5y
zu beachten sind.  Die zweiten particllen Differentialquotienten
von Z nach X und Y bezeichnen wir noch mit », s, und ¢,
und erhalten aus

—l1s y — - ad
-1 - ar
A/ =pdX + qd Y
leicht
‘l~)‘l=—)"f7—%—.s‘-g,
s, =—r1 f-s6= —so-+41{o,
Aty =—s-1+ 10,
wobel ist
A= o1 —0

Jezeichnen wir jetzt die zweiten partiellen Differential-
quotienten der :-Komponente (£) der infinitesimalen Verbiegung
des Drehrisses nach z, und y, mit o,, 4,. 7,, so erhalten wir
die Differentialgleichung

-

—9 =
i 28,0, + 0, =0

oder
(8o —rs)—~o (lo—rr)F o, (fc —s7) = 0.
In dieser Difterentialgleichung liegt der Reziprozititssatz
begriindet, man kann, weil sie besteht,

0, = /L0. 6,= /06, T = /T

withlen und erhiilt {ir die partiellen Ditferentialquotienten von
< nach X und ¥, die mit £, und &, bezeichnet werden migen

diy=0,dX 4+ 0, dY=7(0dX + 6dY)=1(or — ) dy

A, =a dN 4 1,dY =i(6dX 4+ 1d¥Y)=1i(a> —on)dzx.

Da beide Grifien vollstindige Differentiale sind, so ist
i(or — a%)

von 2 und y frei, also cine Konstante e.
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Man hat also
df, =cdy, di,= —cdx
und weiter filr die s~Koordinaten (Z) dieses speziellen Dreh-
risses des Drehrisses der Ausgangsfliche
AZ = pdX +qdY = pdl, —qdl, = — c(pdx + qdy)
= —cdez.

Damut ist der Reziprozitiitssatz begriindet, denn man hat
als einen moglichen Drehris (X, Y, Z) des Drehrisses (X, Y, Z)
der Ausgangsfliiche erhalten

X=(=—c¢x, Y= —( =—cy, £=—cuz,

und braucht die Konstante ¢ unur gleich — 1 zu setzen, 1w
den Ausdruck fiir den Reziprozitiitssatz zu haben,

Um noch eine Anwendung zu geben, betrachten wir den
Drehris der Kugel und iiberlegen uns, was hier der Rezipro-
zitiitssatz ergibt.

[St £ = } (.’I?“', + ‘)/‘3‘) -ft- 56 0y
so erfiillt I die Differentialgleichung
2 2 -
] g.‘ | 3 .,.) — 0.
0.18% dy*

daher wird
. 2 (2 —y? 24z
Mot Sl i AL

a 2
\,__3:_.‘ ) Y — A o .
2 _3!/_/..1—,43/—{—~- ) — 2 — ke
I X—2zY 2 e =) Y
S Z o
e A A T = L
X -2} - d XN+ 2 X —1Y-)dY
07 = pd X + qd ¥ = (X =Y+ )(1;2 - ( : # / )¢
G o

(X2 —Y%) — 22 XY+ -
o A2 - =®

s ist also im Nullpunkt

3z EA
2

axt Tay: =%
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d. h. die mittlere Kriitmmung des Drehrisses ist Null; d. h.
also: Der Drehrifp einer Kugel ist eine Minimalfliche, denn in
jedem Punkt des Drehrisses, der einem Nabelpunkt der Fliche
entspricht, ist die mittlere Kriimmung gleich Null.

Auf Grund des Reziprozitiitssatzes kann dann jede Minimal-
fliche einer infinitesimalen Verbiegung unterworfen werden,
deren Drehrifs eine Kugel ist. Wir wollen feststellen, was dies
fiir eine infinitesimale Verbiegung ist.

Ist B T
die Minimalfliche, so wird

_#@ ) 2iay
¢ = %k “2hayt

und hieraus folgt fir den Dyehrifs
(X2 Yy 4 2zX);’+ .

A
22— x?

Soll der Drehrifi eine Kugel sein, so mufi man s gleich

Null nehmen und man erhilt, wenn man die Glieder bis zur

zweiten Ordnung in # und y und bis zur ersten Ordnung in ¢

beriicksichtigt, fitr die Nachbarfliche die Entwickelung

H=3@ ) +exy A -

r, =z 4.
Y=yt
oder G = 3@ —y) + exyy,.
Es ist also die mittlere Kriimmung im Koordinatenanfang
%z, 3%z
: T (e

d. h. die unendlich benachbarte Fliiche ist, wenn man die
Glieder erster Ordnung in & beriicksichtigt, wieder Minimal-
fliche und man sieht, daf unter allen infinitesimalen Ver-
biegungen ciner Minimalfliiche dicjenigen cine Kugel als Drehrif
besitzen, die die Minimalfliiche in eine wunendlich benachbarte
Minimalfliche iiberfiilren.

Sitzungsb. d. math.-phys. KI. Jahrg. 1919. 19
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4. Der Jellettsche Satz. Wir gehen nunmehr zu dem
Beweis des Jellettschen Satzes iiber, der besagt, dak' eine
geschlossene analytische Fliche positiver Krimmung keine in-
finitesimale Verbiegung zulift, abgesehen von der Bewegung.
Wesentlich fiir den Nachweis 1st die oben (Nr. 2) bewiesene
Eigenschaft des Drehrisses, dati er entweder in einen Punkt
ausartet — wenn niimlich die Verbiegung eine Bewegung ist —
oder iiberall negative Kriimmung besitzt. Man entnimmt dar-
aus, dafi er Im zweiten ¥all eine geschlossene, ganz im Iind-
lichen verlaufende Iliche wnegativer IKriimmung sein miifite, einen
Widerspruch und folgert, dafz er nur ein isolierter Punkt sein
kann, womit dann der Jellettsche Satz bewiesen wiire. —
Allein, dieser Schluf hat doch noch eine Liicke, es fehlt die
Betrachtung der singuliiren Punkte des Drehrisses! Kin Flichen-
stiick negativer Kriimmung hat in reguliren Punkten sicher
kein Extrem einer der drel Koordinaten, wohl aber kann dies
in singuliiren Punkten eintreten, wie z. B. auf dem scharfen
Rand der Riickkehrkante der Pseudosphiire. Der Drehrili aber
hat, das werden wir sehen, keine derartigen Singularitiiten; er
besitzt nirgends eine Stiitzebene, das heifit also, jede Ebene,
die einen Punkt des Drehrisses enthiilt, zerlegt den Gesamt-
raum in zwel Teile, die beide nicht frei von Punkten des Dreh-
risses sind. Oder: Jede Ebene, die mit dem Drehrif einen
Punkt gemein hat, schneidet ihn. (Damit ist dann auch aus-
geschlossen, dafi der Drehrif etwa in eine Kurve ausartet,
denn eine Kurve besitzt Stiitzebenen. Um noch ein anderes
Bedenken gleich von vorneherein abzuschneiden, betonen wir,
dafs die Punkte des Drehrisses auf Grund der in jedem Bereich
analytischen Zuordnung zur Fliche eine perfekte Menge bilden,
dat also jeder Hiufungspunkt von Punkten des Drehrisses
selbst dem Drehriff angehért. Aus isolierten Punkten kann
der Drehrily gemib seiner Natur als stetige Fliche auch nicht
bestehen!)

Bei der Untersuchung des Drehrisses konnen wir die
Rethenentwickelung der Fliche in der Umgebung des zu unter-
suchenden Punktes in der Gestalt
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s=adt by (>0, 5> 0)
annehmen, aufierdem aber, da infinitesimale Bewegungen an
der Gestalt des Drehrisses nichts #ndern (Nr. 2), annehmen,
daf ¢ mit Gliedern von mindestens zweiter Ordnung heginnt.

Im folgenden brauchen wir durchweg nur die Glieder
niedrigster Ordnung und bezeichnen diese Ordnung bei { mit
m (> 2). Fir die Glieder niedrigster Ordnung behalten wir
durchweg die bisherigen Funktionszeichen bet, erhalten daher
fiir £ jetzt die Differentialgleichung

aly + 08y = 0,
aus der bekanntlich folgt, daB ( nebst seinen Differential-
quotienten eine indefinite Funktion ist. Das gleiche gilt also fiir

X =¢,. Y=—C (Ordnung: m —1).
Endlich ist

Zy=axly —byl,, =a(xl, + yi) = (m—1)al,,

Zy=axlyy —byl,=—b@@l, +yl,)=—m— 1),
also bz, +azy =0,

d. h. Z ist wieder eine indefinite Funktion (von der Ordnung m).
Da nun die Funktion

AX+BY+ CZ,
wie man auch die Konstanten A, B, ¢ wiihlt, immer mit
Gliedern beginnt, die indefinit sind, so hat der Drehril keine
Stiitzebene — weder in reguliren Punkten, wo ja, wie wir schon
wissen, sein KriimmungsmaB negativ ist, noch in singuliiren.
(Wie eine derartige Singularitit aussehen kann, mige

am Beispiel c=1@+y?) -

erliutert werden. Man erhilt hier, wenn ¢ mit Gliedern dritter
Ordnung beginnt

-

C=a(@® —3z2y®) + b —Bya?) + - - -
X=0Byr—32)—6azxy .-,

Y = GI'T_I/- - (3.)7‘-’ -—J/‘-’) + .-

Z=2a(y —32%y) + 2b(—a® + Jay) | - - -,
19*
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und die Normalschnitte des Drehrisses sind in dritter Annihe-
rung teils Neilsche Parabeln, deren Spitzentangente in der
zy-Ebene liegt, teils Geraden in der zy-Ebene.)

Damit sind alle notwendigen Krgiinzungen zum Gedanken-
gang des Beweises des Jellettschen Satzes erbracht.

Er LaBt fir geschlossene konvexe Flichen noch eine for-
weiterung zu.

Eine geschlossene Fliiche negativer Kriimmung (mit Punkten,
die singulir sind, in denen aber keine Stiitzebenen existieren),
ist unmoglich. Es ist aber auch eine Fliche unmiglich, die
diese Eigenschaften in allen Punkten bis auf drei besitzt. Denn
wenn man durch diese drei Punkte eine Ebene legt, so muls
es doch Punkte der Fliche geben, die von dieser Ebene einen
Maximalabstand haben — und das stiinde 1im Widerspruch
damit, da die Fliche in allen iibrigen Punkten den Charakter
negativer Kriimmung besitzt.

Hieraus folgt: Fine geschlossene lkonvexe I'liche, die in
allen ihren Punkten positive Kritmmung besitzt, mit Ausnahme
von drei Punllen, it chenfalls aufer der infinitesimalen De-
wegung Leine infinitesimale Verbiequng zu.

Es sind alse noch einige Fille, die frither als Ausnahmen
hervorgehoben werden muliten, mit einbezogen kraft der Wir-
kung, die die Binfithrung des Drehrisses mit sich bringt. Er
ist das richtige Werkzeug fiir derartige Betrachtungen.

5 Der Satz von Rembs. Wir betrachten jetzt mit
Rembs noch offene Flichen positiven KriimmungsmaBes mit
einem ebenen Rand parabolischer Kriimmung, einem Rand also,
lings dessen die Fliche eine in allen Randpunkten beriithrende
Tangentialebene besitzt. Da nach Nr. 2 der Drehrif und die
Grundfliiche tiberall in entsprechenden Punkten parallele Tan-
gentiulebenen haben, so folgt sofort, dali diesem ebenen Rand
auf dem Drehrii ebenfalls ein ebener Rand entspricht. In der
Tat ergibt die oben abgeleitete Gleichung

A7 =pdX + qd Y,

daf fiir p == ¢ = 0 (Tangentialebene parallel zur zy-Ebene)
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dz =20

wird. Also ist lings des Randes die Drehkomponente senk-
recht zur gemeinsamen Normale konstant, dem Rand der Fliche
entspricht eine geschlossene ebene Kurve des Drehrisses.

Eine geschlossene ebene Kurve ist aber auf einer Fliche
negativen Krilmmungsmales als Berandung eines einfach zu-
sammenhiingenden Stiickes unmdglich, weil es keinen Punkt
der Fliche gibt, der von dieser Ebene einen maximalen Ab-
stand besitzt.

Also liBit auch ein offenes Flichenstiick der von Rembs
aufgegriffenen Gestalt keine infinitesimale Verbiegung zu.

GewiB entsteht im Zusammenhang mit diesem Satz die
Frage, welche Bewandtnis es mit der Verbiegung einer durch-
weg positiv gekriimmten Flichenkalotte iiberhaupt hat. Die
Flichenkalotte soll von einer ebenen Randkurve begrenzt sein
und die ,infinitesimale“ Verbiegung soll in der Weise statt-
finden, daf die Randkurve eben Dleibt; auch soll die Kalotte
entweder an keiner Stelle oder iiberall ,iberhiingen“, das heifit,
der Neigungswinkel ihres Randstreifens gegen die Ebene der
Randkurve soll entweder iiberall oder an keiner Stelle kleiner
als ein rechter Winkel sein. Dali die Kalotte die Ebene der
Randkurve nirgends berithren kann, folgt aus der Voraus-
setzung durchweg positiver Kriimmung.

Wir verlegen die Randkurve in die 2 y-Ebene und konnen
dann ohne Einschriinkung der Allgemeinheit fiir z die Reihen-
entwickelung

s=by+(a,x*+2a,xy+ a,y?) 4 - - - b=F0)
voraussetzen, so dafi die Gleichung der ebenen Randkurve lautet

a

n .2

2 = Y = -

Liings der Randkurve soll aber

C=cz+ey+ 30,22+ 20,2y + by + - - -

zu Null werden, d. h. die Koeffizienten in
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Cy

I S IR EE

miissen verschwinden, woraus folgt

Die Drehkomponenten X, Y, Z sind am Rand dann ge-

geben durch
N=,=c¢+bye+byy4---.
Y=—,,=04byx+by+ -

Hieraus sieht man, dafi die horizontale Komponente der
Drehung die Richtung der Randkurve hat, oder vielmehr, man
hat dieses kinematisch selbstverstindliche Ergebnis auch ana-
lytisch bestiitigt. Lings der Randkurve ist ferner

2= pli—ql
und im Koordinatenanfang

L=—bb,=—c,-u

2 11

¥s ist aber ¢,; > 0, wenn die Kalotte ,iiberhingt®, a,, <0,
wenn sie nicht iiberhiingt; nach unserer Voraussetzung ist also a,, |
d. h. der zweite Differentialquotient von z in der Richtung der
Tangente der ebenen Randkurve, von einerlei Vorzeichen lings
der ganzen Randkurve.

Da Z eine periodische Funktion ist, d. h. bei einmaligem
Umlauf um die Randkurve seinen Wert wieder annimmt, so
mub ¢,, d. h. die horizontale Drehkomponente, entweder einen
mindestens zweimaligen Zeichenwechsel erleiden, oder bestindig
gleich Null sein. In diesem letzteren Falle wiirde also Z
lingst des Randes konstant sein, und das ist, wie wir wissen,
nur miglich, wenn die infinitesimale Verbiegung in eine Be-
wegung ausartet. Also miissen die Zeichenwechsel eintreten.
Demnach lautet das Krgebnis:

Kine nirgends iiberhiingende, von einer ebenen Randkurve
begrenzte Flichenkalotte positiver Kritmmung liit (von der
Bewegung abgesehen), nur solche infinitesimale, die Randkurve
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als ebene Kurve erhaltenden Verbiegungen zu, bei denen die
Randelemente der Fliiche ihren Neigungswinkel gegen die Ebene
der Kurve zum Teil vergriofiern, zum Teil verkleinern. —

(Man gewinnt an Flichenkalotten aus Blech den Eindruck,
als ob eine Verbiegung mit Erhaltung der ebenen Randkurve
als ebene Kurve nicht moglich sei; die analytische Behandlung
aibt bisher keinen Anhaltspunkt dafiir, scheint vielmehr nichts
itber den soeben bewiesenen, mit mancherlei Bedingungen be-
lasteten Satz Hinausgehendes zu liefern.)

N 2 Stetige Verbiegung konvexer Flichen.

1. Kinematische Vorbetrachtungen. Aus der Unmog-
lichkeit der énfinitesimalen Verbiegung geschlossener konvexer
Flichen kann durch eine einfache kinematische Betrachtung
die Unmoglichkeit der stefigen Verbiegung erschlossen werden.
Wir werden daran erinnern, dafi mit jedem Paar isometrischer
Flichen die infinitesimale Verbiegung einer dritten Fliche ge-
veben ist, und wir werden dann weiter sehen, daB, wenn die
beiden Flichen tiberall positives KriimmungsmaB besitzen, und
dem angenommenen stetigen Verbiegungsvorgang entsprechend,
einander hinreichend nahe liegen, die dritte Fliche, die soge-
nannte JMittelfliche, ebenfalls iiberall positive Kriimmung be-
sitzt, also wegen des Jellettschen Satzes keine infinitesimale
Verbiegung, nur Bewegung zuliifit. Endlich ist zu zeigen, dab
in diesem Falle die isometrischen Flichen kongruent sind.

Die Betrachtungen kinematischer Natur sollen voran-
geschickt werden. Die Bedingung der Isometrie oder Abwickel-
barkeit zweier Flichen I'(x, y, 2) und I, (z,, y,, 2,). also

dxi +dyi + d:d = da* + dy* + d 22

LiBt sich schreiben

d ("” s JI) d(r, — ) - d (% - !/> d(y —9)
e PR
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und dies bedeutet, nach § 1, Nr. 1, daB

& e — A Fo— 2.
§=X —&, =Y —Y, =2

[

1

also der Vektor, der korrespondierende Punkte P und P, von
F und F, verbindet, gleichzeitig eine infinitesimale Verbiegung
der ,Mittelfliche* I,

vt _yty ezt
xz—"'z_r !/2_ 9 Yy — 2

des Ortes der Mittelpunkte P, der Strecken I P, angibt.
Es ist jedem Punkt P, die infinitesimale Verbiegung

ek, eny, el
zugeordnet.

Dat die Transtormation P — P, eine endliche Bewegung
darstellt, wenn ¢&, ¢n, ¢ eine infinitesimale Bewegung be-
deutet, ist ein altbekannter kinematischer Satz und so abzu-
leiten: Ohne BEinschrinkung der Allgemeinheit kann ange-
nommen werden

S=a— 7y,
)y =0b-+ya,
::C

und es wird dann

xl'_'l":a_‘V(]/—*_;yl):

o

-+ x
)]

=

g, — 7 = (.
diese Formeln stellen aber cine endliche Bewegung dar.

2. Der Mindingsche Satz. Nach diesen vorbereitenden
Erinnerungen kommen wir auf die stetige Verbiegung zuriick.
Die vorausgesetzte stefige Folge von Flichen, welche aus der
Grundfliche I” hervorgehen sollen, setzt eine Fliche F| vor-
aus, die von [ in Gestalt und Lage beliebig wenig abweicht.
Dak dann auch die Mittelfliiche I7, von J7 in Gestalt (und
Lage) beliebig wenig abweicht, ist fiir die Anschauung gewiti
selbstverstiindlich und bedarf nur der etwas umstiindlichen Nach-
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rechnung; es leuchtet demnach ein, daf F, dann auch iberall
positives Kriilmmungsmak besitzen muf.

Die (endliche) Biegung kann in zwei Komponenten zer-
legt werden, eine Biegung, bei der Punkt P, in dessen Um-
gebung die Fliche I durch

1 1
— 2 2 . J——
= 1@t +0y9- ( 7o 0= 1:2)

dargestellt werden moge, und dieser Punkt nebst den Linien-
elementen fest bleibt, so dafi die entstehende Iliche die Dar-
stellung

=71.f(611x —*—2012%:1/—*—692])—*—
hat, wobel
¢, = ab

Cyy Cog —

ist; dazu kommt eine endliche Bewegung, die die Zwischen-
form I in die Fliche /7| iiberfiihrt.

Die GroBen ¢ und die Bewegungen sind im allgemeinen
in den Punkten P von ' verschieden. Jede Bewegung zer-
legen wir wieder in Rotation um P und Translation PP,
wobei klar ist, daB diese Translation das Kriimmungsmaf der
Mittelfliche in P, nicht beeinflufit.

Man erhilt dann fiir das Krimmungsmaf K, der Mittel-
fliche F, im Punkte P, den Ausdruck

K, = G
(Ld + Jl[z ::\7'2)2 :
Daber 1st
L= a, + ay
M = agy + gy,
N =14 a, + uy + ay,
GG = abN(a, + ay, + a4 + i)

F ey (N2 A (g — ayg) (2atyg — 20y, agy + agy N))
00 (VP (ay — y5) (235 — 2 g gg + 115y N))
2wy, (ayy — agy) (g, tgg — ty)

T 20 ey (g — agy) (g, gy — ).

Die a sind die Klemente eines (von Ort zu Ort wechseln-
den) orthogonalen Koeffizienten-Schemas, entsprechend den
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Drehungen um Normale und zwel zueinander konjugierte ortho-
gonale Richtungen in P

Wir haben den Ausdruck vollstindig angegeben; was uns
daran interessiert, ist der eine Umstand, daf fiir

=a, ¢,=2"b, c¢,=70,
i == 0 (l 7#— /17), Uy == 1
sich ergibt

K, =ab=K

und daf, wenn nahezu der Spezialfall der volligen Identitiit
von 17 und I vorliegt, K, von K sehr wenig abweicht.

Es ist anzunehmen, daf durch den fiir endliche Ver-
biegungen schon mehrfach herangezogenen Quaternionenkalkiil
die Formel fiir K, eine elegantere Gestalt bekommt — fiir
unsere Zwecke erscheint es vielleicht schon itberfliissig, daft
wir iiberhaupt die fertige Formel angegeben haben. Denn,
um dies nochmals zu sagen, bei villigem Zusammenfallen von
I' und F| fillt auch I, mit I’ zusammen, also wird bel ge-
ringer Abweichung 77, von I’ sehr wenig verschieden sein. —

Danit ist dann das Schlufiverfahren beendet, es ist nach-
gewiesen, dafi die Moglichkeit einer stefigen Verbiegung die
Moglichkeit einer infinitesimalen Verbiegung der Mittelfliche im
Widerspruch zum Jelletfschen Satz mit sich bringen wiirde. —

Im AnschluB an die Schlufibemerkung in § 1, Nr. 4 ist
auch leicht zu zeigen, dafi eine geschlossene konvexe Fliche
mit nicht mehr als drei Punkten, in denen K keinen endlichen
positiven Wert hat, keine stetige Verblegung zulifit.

3. Erweiterung des Rembsschen Satzes. Will man
eine Fliche der Art, wie sie Rembs betrachtet hat, stetig’
verbiegen unter Erhaltung der Kigenschaft, dak der parabo-
lische Randstreifen ein ebener parabolischer Streifen bleibt, so
kann man voraussetzen, dali bei diesem Verbiegungsvorgang
die Tangentialebene des parabolischen Streifens parallel zur
urspriinglichen Lage bleibt. Die Mittelfliiche als Ort der Mittel-
punkte der Strecken, die korrespondierende Punkte PP, ver-
binden, hat dann auch einen ebenen Rand mit fester Tangential-
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ebene, also lifit sie keine infinitesimale Verbiegung zu und
daher die Fliche I' keine stetige Verbiegung der vorgeschrie-
benen Art. Hs bleibt dahingestellt, ob sie allgemeinere Ver-
biegungen zulifit, bei denen der Randstreifen nicht mehr eben
bleibt. —

SchlieBlich ist noch zu bemerken, dafi der im zweiten Teil
von § 1, Nr.5 bewiesene Satz in derselben Weise, wie der
Rembssche die Erweiterung von infinitesimale auf stetige Ver-
biegungen zulifit; der Bewels ist ebenfalls durch Einschaltung
der Mittelfliche zu fithren.

§ 3. Die Verbiegung der offenen Kugelfidche.

1. Die Enneperfliche vom cyklischen Typus.
Wiihrend die geschlossene Kugelfliche unverbiegbar ist, likt
sich dagegen eine Kugelfliche mit noch so klemer Offnung
stets verbiegen. Der erste Teil dieses Satzes ist im Jahre 1899
bewiesen worden, der zweite soll hier bewiesen werden.

Um die Richtigkeit der Behauptung zu erkennen, mubk
man nur nachweisen, dali es nahezu geschlossene Fliichenstiicke
konstanten positiven Kriimmungsmaties gibt, wobei die analy-
tische Darstellung der Fliche einen Parameter enthilt, und
wobei durch bestimmte Wahl dieses Parameters die Fliche in
eine Kugel iibergeht.

Dazu eignen sich die Enneperschen Flichen und zwar
im besondern die von H. Sievert angefertigte, im Verlag von
L. Brill erschienene Fliche, 17. Serie, Nr. 3b, die als ,cy-
klischer Typus“ bezeichnet ist. Wir geben eine kurze Be-
schreibung und bringen sodann den analytischen Nachweis,
dafi die Fliche stetig in eine (oder genauer zwei einander be-
rithrende) Kugel iibergefithrt werden kann.

Das Modell zeigt vier kongruente mit je zwei Ldchern
versehene Kiflichen, die einen Zyklus bilden, jede dieser Ei-
flichen hat mit der folgenden eine ebene Riickkehrkante ge-
mein, eine geschlossene Kurve, die in einer Ebene durch die
Achse der Fliche gelegen ist. Die beigefiigte Skizze (Fig. 1)
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Fig. 1

gibt den Symmetrieschnitt der Fliche an, der in einer Ebene
senkrecht zur Figurenachse gelegen ist. Das Modell gibt aber
noch kein vollstindiges DBild. Will man ein solches erhalten,
so mufi man auf die Dissertation von Sievert?!) zuriickgreifen.
Der Schnitt der Fliche mit der Symmetrieebene besteht aus
zwel getrennten Kurven, von denen die iiuiere etwa die Ge-
stalt einer vierspitzigen Epicykloide, die innere die einer vier-
spitzigen Hypocykloide hat. Liings der iufzeren Kurve schneidet
die Fliiche die Ebene senkrecht, withrend die innere Kurve eine
Doppelkurve der Fliche ist. Lings der Doppelkurve setzen
zwel symmetrisch zur Grundebene gelegene, gegen die Haupt-
achse asymptotisch verlaufende Zweige ein, und diese Zweige
bestehen aus vier Paaren von Hohlrinnen, die sich asymp-
totisch gegen die Hauptachse verjiingen; jede Rinne hat mit
der folgenden eine Riickkehrkante gemein. Die Schnitte der
Fliche mit einer beliebigen, durch die Hauptachse begrenzten
Halbebene haben daher die Gestalt einer Schleifenkurve, die
asymptotisch zur Achse verliuft. Die weitesten Schlingen
liegen in vier Kbenen, die die Fliche senkrecht schneiden,

) H. Sievert, Uber die Zentralfliichen der Enneperschen PFlichen
konstanten Kriimmungsmafes, Diss,, Tibingen 1886, Kup. VI.
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wihrend die engsten fiir die Fliche Riickkehrkanten sind (vgl.
Fig. 2).

Die Formeln, die die Fliche darstellen, und die wir so-
gleich angeben werden, enthalten einen Parameter C, der gleich
3 gewilhlt werden mufi, um das Modell zu erhalten.

Die Gestalt der Fliche legt
nun den Gedanken nahe, man kinne

den Parameter (' so wiklen, daf
der viergliedrige Zyklus zweiglied-

rig wird und die Fliche dann in
cwei einander beriivende Kugel-
flichen ausartet.

Die analytische Darstellung?)
der Fliche mit dem Kriimmungs-
maB a? ist in Zylinderkoordinaten
(0, 2, w) gegeben durch

- ]/(Jﬁu—'f-’l /1 + Csin*w
e C C4+1—Csin?epcostu

sin ¢,

. a @ 2(C 4 1)cos g

T /€ {lg b 2 T C 41— Csin?qpcos?uf’

Y= — — L w -+ arcty (Ve +1 bg o).
Vo+1

Die zy-Ebene ist hier die Symmetrie-Ebene, die z-Achse
die Hauptachse der Figur. Man erhilt die Riickkehrschnitte,

) H.Sievert, Uber Flichen von konstantem positiven Kriimmungs-
maB (Abhandlungen zu den durch die Verlagshandlung von L. Brill
verdffentlichten Modellen, 17. Serie, Nr. 3). — Eine Unstimmigkeit zwischen
der Dissertation und dem Modell hat Herr Konrektor Dr. Sievert brief-
lich aufgeklirt. Das Modell stellt die vier Eifliichen der bis zur hypo-
cykloiden-artigen Doppelkurve und ist aus einer Anzahl von berechneten
ebenen Kriimmungslinien durch Ausfiillen mit Modellierwachs gewonnen.
Bei der Ausfithrung in Gips sind die Eiflichen auch lings der Doppel-
kurve abgerundet worden, wodurch leicht eine falsche Vorstellung ent-
steht; es wird statt der als Ansatz zu betrachtenden Doppelkurve eine
Kurve vorgetiiuscht, die fir die Fliche keine Singularitiit bedeutet, son-
dern liings deren die Fliiche die @y-Ebene senkrecht schneidet.
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JT . e . .
wenn man w = (2n 4+ 1)- , setzt und die Maximalschleifen
=1

werden durch die Meridianebenen w = nx geliefert. Zur Er-
giinzung sei noch erwihnt, daB die Meridianschnitte ebene
Kriimmungslinien sind, lings deren die Fliche die Meridian-
ebene unter dem konstanten, durch
. cos 1

SintT = — - -

1714 Csin®uw

gegebenen Winkel 7 schneidet, wihrend die zweite Schar von
Kriimmungslinien ¢ = konst. auf Kugeln liegen, welche die
Fliiche senkrecht schneiden. Die 2-Achse ist der Ort der Mittel-
punkte dieser Kugeln.

Der iiugere, epicykloidische Ast der Spur auf der x y-Ebene

st durch ¢ = 7

gegeben, der innere, also die hypocykloiden-

artige Doppelkurve wird durch die Beziehung zwischen ¢ und
w gegeben, die man durch Nullsetzen des Ausdrucks fiir =
erhiillt. Der Charakter dieses Schnittes als Doppelkurve der
Fliche ergibt sich daraus, da mit

=100
g=7—f

eine Lésung von 2 = 0 ist.

auch

2. Die Kugel als Grenzfall. Wir fithren jetzt an Stelle
von  und ¢ die Parameter v und w« ein (wobei wir im Auge
behalten, daB dann konstantes » bzw. « die ebenen und die
sphiirischen Kriimmungslinien bedeutet), und zwar setzen wir

to v
tow = —°
° 1V/'C+1
'llSO ﬁin U = —ﬂg I COS U1 — cosv I",Ly :f" 1
VCeostv +1° 1/ cos?v + 1
e+

V14 Csin?w = - : :
V Cecos?v +1
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tgu
und cobt p = ? :
VO +1
. 7
sin u . cosu I/ C+1
also cosp = - ————, sl = -

lf/(:'.cos2 w4+ 1 Vs coszzi—}— 1

Es wird dann

) ((C cos?u+1) (C cos*v+1)— C(C+1) cos®u cos?v)

T Oein? (Ceosi = (() : i
RIS CenaCiccsig(Cial (Ccostu+1) (Ucos?v+1)

(C(cos®u+cos*v - cos?u cos?v) + 1)

=(C+1) (€ cosPu+1) (Ccos*o+1)

Wenn man jetzt (' unbegrenzl wachsen 1liBit, so erhilt
man asymptotisch:

7 1 . 1
/14 Csin®w X . osimg X1, cosgp R te
LEaRY cosv’ 7 ; Vo °
f Ties T 2 N
und C 41— Csin?Ccos?w X

cos? u cos? v’
wobel gesetzt ist

N = cos?u + cos? v sin® u.
Diese asymptotischen Formeln liefern weiter

2a cosu - cos v
D N )

g

2 @ sin i cos it cos® v
N .

8]

1%

Yy .
Dies gibt in rechtwinkligen Koordinaten die Fliche

2 a cos®u cosPv

T = 0 COSV = ~—————
- N
y Gin o 2 cos?u cosvsinv
= o sinv = ———
! 0 N :

__2asinu cosu cos®v

N
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Hieraus folgt
R e | o 4 a* (cos®u cos® v 4 sin®u cos® i costv)
T + Y- + -0 = N2 ) -
s
4 a® cos®u cos® v
pr— \r .
Anderseits st
4 a? cos® u cos?v
2axr =
N !
<0 daB man erhiilt:

22+ 2 —2ax = 0.
Lift man also C unbegren:t wachsen, so geht der von den

Meridianebenen p = T begrenzte Teil iiber in eine Kugel vom

Radius a, die diec z-Achse im Nullpunkt beriithrt wnd die iloen
Blittelpunkt auf der z-Achse hat.

Es mag der Vollstindigkeit halber noch bemerkt werden,
daf im Grenzfall die ebenen Kriimmungslinien in die Kreise
der Kugel iibergehen, die die z-Achse beriihren, wiihrend die
sphiirischen (# = konst.) wegen

cos®u cos*v , cos?iccos?y

w4y 22— 2azcotgu = 4a? . —4u

= ()
N N

auf Kugeln liegen, deren Mittelpunktsort die z-Achse ist und
die die Kugel
Py P — 202 =0,

die ausgeartete cyklische Ennepersche Fliche senkrecht schnei-
den, genau, wie dies eben fiir die Enneperschen Flichen ,mit
ebenen und sphiirischen Kriimmungslinien® charakteristisch ist.

Vielleicht ist zum Schlub noch ein erliuterndes Wort an-
gebracht iiber den Verbiegungsvorgang, der eine Kugel mit be-
liebig kleinem Loch in eine cyklische Enneperfliche verwandelt.

Die Kugel vom Radius ¢ wird in die Lage gebracht, dak
der Mittelpunkt des Loches, das wir ohne Einschriinkung der
Allgemeinheit als Kreis mit dem sphirischen Radius ¢ wiihlen
diirfen, der Koordinatenanfang ist und die ergiinzte Kugel
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daselbst die z-Achse beriihvt, thre Mittelpunkt auf der z-Achse
liegt. Sodann nimmt man den Parameter ¢ der cyklischen
Enneperfliche mit dem Kriimmungsma8 2 so grof an (€' = C)),
daly die bei der isometrischen Zuordnung von Kugel und Xn-
neperfliche dem Lochraund entsprechende Kurve die innere, der
z-Achse zugewandte Grenze eines singularititenfreien Stiickes
der Enneperfliche ist, daf also aufierhalb kein Stiick der Riick-
kehrkante oder der Doppelkurve liegt.

Lift man jetzt 1:C von 0 bis 1: () wachsen, so geben
die Sievertschen Formeln fiir o, y und z den Verbiegungsvor-
gang an, der die mit Loch versehene Kugelfliiche in ein anderes,
nicht mit ihr kongruentes Flichenstiick iiberfithrt.

Zum Schlufi darf die Vermutung ausgesprochen werden,
dafy der Satz von der Nichtverbiegbarkeit geschlossener Ki-
fliichen in ganz entsprechender Weise zu ergiinzen ist, dal also
eine Kifliche mit beliebig kleinem Loch verbogen werden kann.
Bis zum Beweis dieses Satzes diirfte aber noch ein weiter Weg
seiny liefy sich doch der hier behandelte einfachste Spezialfall,
die Nugel, nur erledigen durch die Heranziehung der Enneper-
schen Flichen in der Form, wie sie fiir Rechnung und rium-
liche Vorstellung gefordert worden ist durch die Arbeiten von
Sievert,

Sitzungsh. d. math.-phys K1, Jahrgz, 1919, 20



