Sitzungsberichte

mathematisch-physikalischen Klasse

der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

zu Miinchen

1919, Heft 11

Mai- bis Julisitzung

Minchen 1919

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des (. Franz'schen Verlags (J. Roth)



163

Isoplanatische Korrektion und Proportionalitits-
Bedingung.

(Zur Bedeutung der Abbeschen Sinusbedingung bei sphirisch
nicht korrigierten Systemen endlicher Offnung.)

Von F. Staeble.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 17. Mai 1919.

Die von einem beliebigen Objektpunkt ausgehenden kugel-
formigen Wellenflichen werden nach dem Durchgang durch ein
heliebig zusammengesetztes, endlich gedifnetes optisches System
in Wellenfliichen deformiert, die im allgemeinen keine Kugel-
fliichen mehr sind. Die Normalen zu dieser Wellenflichen-
schar erzeugen die heiden Schalen der Krimmungsmittelpunkts-
fliiche; die Normalen sind die in den Bildraum austretenden
Lichtstrahlen, die beiden Schalen der Kriimmungsmittelpunkts-
fliche bilden die zum urspriinglichen Objektpunkt gehorende
Brennfliiche, die als sein optisches Bild zu betrachten ist.

Ist das optische System ein zu einer gemeinsamen opti-
schen Achse zentriertes System von Rotationsflichen, so pflegt
man die beiden Schalen der Kriimmungsmittelpunktsfliiche als
die tangentiale (meridionale) und die sagittale (dquatoreale) Schale
der Brennfliche zu hezeichnen,

Liegt ferner der Objektpunkt auf der optischen Achse, so
degeneriert die sagittale Schale in ein Stiick der optischen
Achse, withrend die tangentiale Schale eine Rotationsfliiche wird.

Im allgemeinen werden die beiden Schalen der bildseitigen
Brennfliiche ihre Form iindern, wenn man von einem axialen
Objektpunkt zu einem unendlich benachbarten tibergeht.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1919, 12
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Unter isoplanatischer Korrektion® oder , Isoplanasic®  sei
derjenige Korrektionszustand verstanden, bei welchem sich die
Form der bildseitigen Brenntliiche beim Ubergang von einem
axialen Objektpunkt zu einem unendlich benachbarten der nim-
lichen achsensenkrechten Objektebene nicht iindert, sondern
wobel nur eine Lagen-Anderung eintritt; diese kann wegen
der allseitigen Symmetrie nur in einer (unendlich kleinen)
Drehung der Brennfliiche um einen im FEndlichen oder im Un-
endlichen gelegenen Punkt der optischen Achse (, Dreh-Zen-
trum“) bestehen. Bei der isoplanatischen Korrektion ist also
eine endliche Offnung, aber eine wunendlich Kleine Hauptstrahl-
neigung vorausgesetzt?).

1) Die Moglichkeit der oben definierten Isoplanasie ist von Herrn
S.Finsterwalder schon im Jahre 1891 erkannt worden, wenigstens inner-
halb des Bereiches der Niherung 3. Ordnung, wie sie durch die Seidel-
schen Formeln dargestellt wird. Sie tritt dann ein, wenn zwischen den
5 Ausdriicken, welche die Bildfehler innerhalb dieser Niherung darstellen,
die Beziehung S (1) S(3) — (S(2))2 =0 bel S(1)=-0 Dbesteht. Letztere
Ungleichung sagt aus, dafi der Kugelgestaltfehler in der Achse nicht
gehoben ist. s gilt dann der Satz, da die Brennflichen, die zu leuch-
tenden Punkten einer zur optischen Achse senkrechten Objektebene ge-
héren, kongruente Drehflichen mit einer Neilschen Parabel als Meridian
sind, deren Spitzen auf einer Kugel mit dem Mittelpunkt auf der op-
tischen Achse liegen und deren Drehachsen nach einem hestimmten
Punkt dieser Achse konvergieren, der der giinstigste Blendenort (Austritts-
pupille) ist. Unter Voraussetzung einer kreisformigen Blende an dieser
Stelle sind die Brennflichen der verschiedenen leuchtenden Punkte der
Objektebene auch in Bezug aunf die Begrenzung kongrnent. Kommen
noch die Bedingungen S(2) = 0 (Sinusbedingung) und S(4) = 0 hinzn,
so liegen die Spitzen der Brennflichen in einer Ebene. Mit S(1) =0
arten die kongruenten Brennfliichen in Punkte aus; es tritt dann eine
scharfe, aber noch verzeichnete Abhildung der Objektebene auf. Ver-
gleiche die Abhandlung von S. Finsterwalder ,Die von optischen Sy-
stemen groBerer Offnung und groferen Gesichisfeldes erzeugten Bilder*.
Abhandlungen der K. B. Akad. der Wiss,, TI. K., 17. Bd., 3. Abt., § 3.
Der Unterschied in der Voraussetzung der soeben genannten und der
vorliegenden Abhandlung besteht iin Wesentlichen davin, daBl in der
ersten Offnung und Gesichtsfeld von gleicher Grofenordnung innerhall)
der vernachlissigten Fehler 5. Ordnung vorausgesetzt werden, wiihrend
in der andern die Offnung endlich, dus Gesichtsfeld unendlich klein ge-
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Abgesehen von einigen wenigen Sonderfillen, die wegen
der Unmiglichkeit, wichtige andere Bildfehler zu heheben, fast
durchweg praktisch eine untergeordnete Bedeutung haben (z. B.
Reflexion eines fernen Achsenpunktes an einem Rotationspara-
boloid, Stellung des Objekts im Mittelpunkt oder aplanatischen
Punkt einer brechenden Kugel u. dgl) wird die sphirische
Korrektion eines Achsenpunkts niemals eine mathematisch voll-
kommene sein, d. h. es wird fast allgemein eine Brennfliche
entstehen. Eine Untersuchung, unter welchen Umstinden beim
Herausgehen aus der optischen Achse keine Formiinderung der
Brennfliche eintritt (die nur eine Bildverschlechterung gegen-
iiber der Bildmitte mit sich bringen kann), wird daher prak-
tisch von Wichtigkeit sein.

Das Objekt wird gewdshnlich als aberrationsfrei angenom-
men; da die Aberrationsfreiheit nur als ein spezieller Fall der
isoplanatischen Korrektion, mit der Eintrittspupille als Dreh-
Zentrum, zu betrachten ist, sei allgemein auch fiir das Objekt
nicht Aberrationsfreiheit, sondern nur isoplanatische Korrektion
vorausgesetzt, weil dies eine Vereinheitlichung der mathe-
matiselien Behandlune erlaubt,

Die vorlicgende Arbeit untersucht die Bedingung dafiir, daf
auch die Korrektion des Bildraums isoplanatisch wird.

Zur optischen Abbildung (d. h. zur Abbildung auf Grund
des Snelliusschen Brechungsgesetzes) des Objektraums in
den Bildraum dient hichei der fiir ein zentriertes System von
Rotationsfliichen giltige Satz von Lippich?):

Gegeben sel ein die optische Achse schuneidender
Strahl des Objektraums und ein zu diesem wind-
schiefer, unendlich benachbarter Strahl. Projiziert
man den letzteren auf den Tangential- und Sagittal-

dacht wird. In Bezug auf das Gesichtsfeld kommt nur die Gaubsche
Nitherung mit Vernachliissigung der Grofien 3. Ordnung in Betracht.
1) F. Lippieh, Uber Brechung und Reflexion unendlich dinner
Strahlensysteme an Kugelfliichen, Wiener Denkschr. 1878, 38, 163—192,
12*
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schnitt desersteren und bestimmt man die optischen
Bilder dieser Projektionen im Tangential- bzw.
Sagittalschnitt des Bildraums, so sind diese Bil-
der die Projektionen des optischen Bildes des wind-
schiefen Strahls.

Die optischen Bilder der Projektionen des windschiefen
Strahls werden dabei durch Anwendung des Helmholtzschen
Satzes auf den Tangential- und Sagittalschnitt bestimmt.

il &
o

In Fig. 1 sind die hiedurch eintretenden Verhiltnisse dar-
gestellt. Der die optische Achse M Z unter dem endlichen
Offnungswinkel « schneidende Strahl 7'S ist zuniichst mit
seinem ,Tangentialschnitt M TS in die Zeichenebene gelegt.
der ,Sagittalsehnitt® R TS ist hiezu senkrecht zu denken.
T sei der ,tangentiale Bildpunkt* auf dem Strahl 7'S, d. h. der
Punkt, in welchem die Gerade T'S die Meridiankurve der tan-
gentialen Schale der Brennfliche bertihit. S sei der ,sagif-
tale Bildpunkt® auf dem Strahl T7'S, d. h. der Punkt, in welchem
die Gerade 7I'S die degenerierte sagittale Schale der Brenn-
fliche (optische Achse) schneidet.
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Der unendlich benachbarte windschiefe Strahl £ & sei
durch die Punkte 8 und L gegeben, in welchen er den Tan-
vential- und Sagittalsehnitt  durchsetzt.  Projiziert man diese
Punkte nach P, und 2, auf den urspriinglichen Strahl 7'S,
so erhiilt man die tangentiale Projektion P, und die sagit-
tale Projektion 3,2 des windschiefen Strahls.

In den Punkten 7'und S sind auf dem urspriinglichen Strahl
senkrechte Ebenen errichtet und mit dem windschiefen Strahl
und seinen Projektionen zum Schnitt gebracht. Es liegen also

die Punkte 3,0, 7'S auf dem urspriinglichen Strahl

,, 2 PR ACTI. , windschiefen "

. . P, Z, S, auf der Tangentialprojektion des wind-
schiefen Strahls

c . B,Q7T,S, auf der Sagittalprojektion des wind-

schiefen Strahls.
Ferner sei bezeichnet

T% =67, 8 = do,
LB, TP =du, LQ,82=dv,
SETE, =y, <JLE86 =g

Dabei sind w und ¢ diejenigen endlichen Winkel, welche
die windschiefen Lote 7'% und S& mit den im Tangential-
schnitt (Meridianebene) der Brennfliche gelegenen Loten I'%,
und S&, bilden.

Die Verhiiltnisse im Bildraum (nach einer beliebigen Zahl
von Brechungen an zentrierten Rotationsflichen) seien in glei-
cher Weise, nur mit gestrichenen Buchstaben dargestellt. Die
Brechungsindizes des Objekt- und Bildraums seien n bzw. #'.

Dann ist nach dem Helmholtzschen Satz fiir den Tan-
gentialschnitt

n-arc(P, TP)- I'Y, = »' - arc (P, I"P) - T"E,
oder n-du-(dr-cosy) =mn'du' (5t cosy’) 1

Hiebei sei bemerkt, dak der gesamte Tangentialschnitt
in einer ungebrochen dureh das ganze System verlaufenden
Kbene liegt.
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Fiir den Sagittalschnitt hat man nach dem gleichen Satx
n-are(Q,8Q)-SG, = n'-arc(QIS'Q) 'S,
oder n-dv-(do-sing) =n'-dv' (0o sing).

Da man die Anderungen dv bzw. dv' des sagittalen
Offnungswinkels als eine kleine Drehung um die optische
Achse um einen fiir das ganze System gleichen Winkel dy
auffassen kann, so muli sein

Q,8 -dv =2 Q,=2,8 sinu-dy
QS dv' = Q0 = Qi -sinu - dy

und hieraus
dv:dv' = sinu:sinu',
Dann ergibt sich als Helmholtzsche Gleichung fiir den
Sagittalschnitt

nesinw-(do-sing) =n' sinu'(dc' - sing’) @)

Sind die Projektionen des Bildraums nach diesen Glei-
chungen (1) und (2) bestimmt, so ist nach dem Liippichschen
Satz der windschiefe Strahl €'&’ des Bildraums das optische
Bild des windschiefen Strahls €& des Objektraums.

Es soll nun dem Tangentialschnitt M 1'S, der in Fig. 1
einer bequemeren Anschanung zuliebe in die Zeichenebene ge-
dreht war, eine allgemeinere Lage gegeben werden. In Fig, 2
ist demgemiify als Zeichenebene die durch das ganze System
ungebrochen verlautende Schnittebene gewiihlt, in welcher die
Drehung der Brennfliche des axialen Punkts zum unendlich
benachbarten der nimlichen achsensenkrechten Ilibene erfolgt;

d. h. dieser neue Punkt ist hiebei — ohne Beeintriichtigung
der Allgemeinheit — in die Zeichenebene gelegt. Als Koor-

dinatenanfangspunkt ist im Objekt- und Bildraum das Dreh-
Zentrum gewiihlt. Die Drehungswinkel in beiden Rdumen sind
mit d ) bzw. d ' bezeichnet.

Der den Strahl 71'S enthaltende Tangentialschnitt M 7°S
soll mit der Zeichenehene den endlichen Winkel « einschlieen;
der Sagittalschnitt 72 7S ist wieder senkrecht hierauf zu denken.
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Die Lote 7%, und S&, liegen wieder im Tangentialschnitt
MTS; die windschiefen Lote I'T und S& liegen wieder in
Normalebenen zu 7'S und bilden mit den Loten 7', und S&,
die endlichen Winkel 1 und ¢. Es sollen nun die Neigungs-
winkel 3, 1, 1, bestimmt werden, welche das windschiefe Lot 7%
(und spiiter auch das Lot S &) gegen die Koordinatenachsen bildet.
. Mi.t £, £5 €5 selen zuniichst ” /’
die Neigungen der parallelen e
Strecken 7', und S, gegen B( 3
die Achsen bezeichnet, und in ' AM ﬁ =
der Hilfsfigur 3a durch die Nei- | _J,_ : l/j)’
gungen der Geraden 4 I3 darge- Z/Jf,z B -
stellt, wobei AB | TT,( SG,) g
gezogen und A B —1 gesetst )

ist. Dann stellt 4ADBDB, die Ebene des Tangentialschnitts
MTS der Fig. 2 dar, es ist also

L BAB, = 5
und <LBDL,B, =a
zu setzen. Dann ergibt sich
cosg, = A B,, = sinu l

cose, = A B, = BD,,-cosa = sing cosa = cosucosa - (3)
coseg = A By = BBy -sina = sing, sina = cos# sinaJ
In iihnlicher Weise soll ein vom Punkt A ausgehender
te)
Parallelstrahl zum windschiefen Lot 7'T dargestellt werden,
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. der in einer zum Tangentialschnitt A 513, b
3(‘ lings A B senkrechten Ebene liegt und
/ mit dem Parallelstrahl A B zu T’ den
B/ alC £ Winkel  einschliefit. Dieser Strahl treffe
iy " die Ebene BB, B,, im Punkte (; die in
e  dieser Ebene entstehenden Verhiiltnisse
w ! & . .
e \}’ sind in der Hilfsfigur 3 b dargestellt.
L 23 Wegen BC 1 BB, wird
Fig. 8ib X CBB; = a.
/7 Da AB =1 gesetat war,
4 o A CC5 = sina tgy
\ =]
P B, C, = cosa tgy.
/,/ \ Fig., 3¢ gibt die fiir den
" {"‘:/; \ Punkt C entstehenden Verhilt-
/;/14 Vf/r_A____,.h\__:,\L'—E_ nisse an, wobei die Neigungen
7/16/ . % von AC gegen die Achsen die
o i gesuchten Werte von 7, 4, 7,
i sind.
Hiebei wird
AC =V AB 4+ BC* =114 tgty = .
cos

und AUy, = A By, = coseg,
AC’,S = AB,g + CC; = cos & -+ sin a tg
AC]? = ABlg — -Bg 02 = cos & — cos a tg vy,

also cos 7, = L G’?i == €0S & COS Y
AC !
AC, . .
C0S ]y, == S5y — 1 COS €3,C0S ) + sina siny
cos 1y = iG] = C0s & COS 1y — €OS « Sin Y
AC 4
oder unter Beriicksichtigung der Gleichungen (3)
€Os 1), == sin u cos Yy |
COS 1), == COS U COS ¢ COS 1 -{- sin « sin i )
COS 7] == COS % SIN ¢ COS 1P — COS & 8In ¢ I
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Die tangentiale Schale der Brennfliche sei als Rotations-
fliche durch die Gleichungen gegeben (vgl. hiezu Iig. 2)

&= £(w) |
n = p(w)-cosa g (5)
(= (_)(w)-sinal

wobel die Abszisse & und der Radius o beliebige Funktionen
eines Parameters w sind.
Bezeichnet man abkiirzend

-
w
(6)
fe-e]
w

so wird fir die Tangente an die Meridiankurve

*
tg (—w) = 5,

. — p¥
also SN U = e
1/5*2 + 9*2
. @)
und cosS U = -
V§*2 + 0*2
Mithin erhilt man schlieBlich
R
COS771 0 I//S*?‘ + 0*2
o , ) cos
S 1. = (&% cos VAT IR TIN 3. ] )
cos 1, = (¥ cosa 4 1/ &% 4 p**sina tgy) Ve 4 g (8)
e (EF in oo 1/ ER2 %2 ) cosyp
cos g == (¥ sina — V&% + p** cosa tg y) Ve g g

Dieses sind also die Achsenneigungen des windschiefen
Lotes T'®, welches in einer Normalebene zum Strahl 7'S ver-
liuft und mit dem Tangentialschnitt M 7'S (und daher auch
mit der Meridian-Normalen 7'T)) einen Winkel v einschliefit.
Die Achsenneigungen des windschiefen Lotes S& erhiilt mun
durch Vertauschung von ¢ mit ¢.
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Fiir die Anwendbarkeit des Helmholtzschen Satzes ist
notwendige und hinreichende Voraussetzung, daf die Strecke
07 == T'T als kleines Objekt aufgefabt werden kann, das heifit,
daB nicht nur der Punkt 7, sondern auch der Punkt & Objekt-
punkte sind. Ks muf daher bei isoplanatischer Korrektion der
Punkt T auf der gedrehten objektseitigen Brennfliiche liegen,
und der windschiefe Strahl TS eine Erzeugende dieser ge-
drehten Brennfliche sein. Die niimlichen Uberlegungen (mit
gestrichenen Buchstaben) gelten fiir den Bildraum.

Fir jede Neigung v ist ein Punkt ¥ als unendlich naher
DurchstoBpunkt des vom Punkte 7" unter den Neigungen », , 1,
ausgehenden Strahls mit der gedrebhten Brennfliche bestimmt,
oder: zu jeder Neigung ¢ gehort eine Erzeugende der ge-
drehten Brennfliiche, die als der unendlich benachbarte wind-
schiefe Strahl €S aufzufassen ist.

Wie grot diese Neigung ¢ gewiihlt werden muk, bleibe
vorerst dahingestellt; denkt man sich dem Winkel ¢ alle mog-
lichen Werte erteilt, so ist die richtige Neigung v, und daher
auch der richtige windschiefe Strahl T © mit Sicherheit dar-
unter. Is ist also zundchst 07 == 7'T als Funktion von
darzustellen.

Der Punkt 7' der urspriinglichen Breunfliche sei gemiis
(5) durch gewisse Parameterwerte w und a gegeben; der un-
endlich benachbarte Punkt ¥ auf der gedrehten Brennfliche
mub dann die Parameterwerte

= w -+ du'l

o=« dal )

haben. Der Koordinatenanfangspunkt ist gemif Fig. 2 in das
Dreh-Zentrum gelegt; der Drehungswinkel ist mit ) bezeichnet.
Bei Drehung um die Z-Achse hat die gedrehte Brenn-
fliche die Gleichung
1= ¢+ ydd =&+ pcosadd
y =n—&dd = pcosa—Edd)

§=C=Qsina,
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also der Punkt ¥ mit den Parameterwerten tv und a dic
I{oordinaten
. Ywoa = &(10) + o (1v) cosa d i)
Y, o = 0 (W) cosa — &()
3w, a = o (Iv) sin a.

Setzt man fiir m und a die Werte aus (9) ein, und ent-
wickelt nach dem Taylorschen Satz, so hat man, wenn man
wieder die Bezeichnungen &* und o* aus Gleichung (6) ein-
fiithrt, und statt £ (w) und o (w) abkiirzend & und o schreibt

wo= (£ + &dw) + (0 + 0¥ dw) (cosa —sina da) d)
Y, o == (0 + 0% dw) (cosa —sina da) — (& + & dw)d
dwa= (0 + o*dw) (sina 4 cosa da)
und nach Vernachlissigung hoherer Glieder
Ywoo= S+ Edw <4 ocosadd
Yw,a = 0 cosa + o*¥ cosadw — o sinada — £
dwa=osina 4 o¥sinadw + o cosada;

hieraus ergibt sich

08 = tp,e— S0,a=E"dw 4 pcosadd l
0N = Yy, o — Nu,« = 0¥cosadw —osinadu — Edd | (10)
00 = 3wa—Cuu=0*sinadw + o cosada I
und
(TR =01*=08& - on*+ 0 l
= (&** - p* Y du — 2 (0¥ — 5 cosu dw 57 (11)
4 (0*cos*a + E9)d#* 4+ 2o &sinadadd + o*da? J

Wenn man noch in Analogie zu (6) die Bezeichnungen
einfithrt
d ) - I
= P*

dw
da

- (1
dw

(12)

*

so erhiilt man schlieflich
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I

08 = (& 4 I*-pcosa) dw
oy = (p*-cosa —a* psina-— P &) . dw (13)
00 = (p*-sina + a*-pcosa)-dw l

Damit diese Groen die Koordinateniinderungen zwischen
7 und T sind, miissen die Gleichungen bestehen

T R I

(14)

oS 1, COS 1]y oS 1],

Hieraus sind die Werte dw und da als Funktionen von
w und d+¢ zu bestimmen.

Durch Substitution von (8) und (13) in (14) ergibt sich

4+ 9%.pcosa  o*.cosa—a* psina— 9*-&
B T o i 5 .
—0 F.cosa 4 1/ EY 4 p*2sina tg vy (15)
)
. 0¥ sina + a*. g cosa
£ esina — /B2 4 %2 cosatg y

Aus diesen Gleichungen folgt zuniichst als erste Bedingungs-
gleichung fiir die Werte #* und o* unter Beriicksichtigung
des 1. und 8. Ausdrucks

X% .sing — &F . ) 2 + o**-cosa tgy 4 EY9* . g sina cosa

— ¥V 2 - 9% g costa tgy + p*?-sina + a*p*-p cosa = ()
oder

B (- sina — V4 0% cosa tgy)- o cosa + a*o* - g cosa

= gV 4 o*2 . cosatgy — (E* 4 0¥ sina
oder schlieflich

9% (£ . sina — V &2 4 9*2. cosa tg y) -+ a*p*
o ]/E*z + 0% tgy (&4 0™ tga (16)
= e e

54

Als zweite Bedingungsgleichung fiir die Werte 9% und «o*
erhilt man unter Beriicksichtigung des 2. und 3. Ausdrucks
in den Gleichungen (15)
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%

£ 0% L gin o cos a — oF V EFE 4 0%t costatg
- (EF esina — Vg2 £ g%t cosa tgy)-psina
9F(E* csing — V E 4 0% cosatgy) - £
— EFp*sina cosa — o Vexs - p%2 . sinta tg
ot (E e eosa 4 VEY 4 0¥t osinatgy) o cosa = 0
oder — ¥ Ve o pFtgp — a* EF
— (& sing — V2 4 o¥2 . cosatgy) - £ = 0
oder schlieilich
c . TR £*o
P (& sina — VEF2 + o*2. cosa tgy) + o - -..]
| o*VE*e 4 o*r o tgy I e
&

Schreibt man abkiirzend
A = 9* (& . sina — V&2 —+ Q*-Q - cos a tg ) (18)
so heifen die beiden Bedingungsgleichungen (16) und (17)
& Vfaéi +79*2 tg B (5*2 + Q*-z) ‘tga
e 0

Of + a* . pF = (19)

und

3 x 7/ o2 x2, ,
@*_*_u*_“’té’______@vs ’t@ gy (20)

5 S

Berechnet man hieraus &* und a*, so erhiilt man

A . (E*:Q — 0*) _ ERVE L oFtgy (84 0¥ 8 tga

e "

=

<
>

b <

o2 VE%:Z_*_Q*Z,tg v _ _(5*2_*_9*2) (&% tga—l/f*’—{—g*"tgl/')
8 £

AL
oder
OF(EF - sina — ]/5*2 -+ 0** cosa tyy) (&% o — p* )
- (;c)rz e ’J:M) (Sx . sin o — 1/5:*2 + ;QQH . cosa tg l/')
COS u

Hieraus ergibt sich nach Weglassung des konstanten Fak-
tors in der Klammer
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dd

LV 5*2_*_9*2
dw

(80 — 0* &) - cosa
und schliefslich als Wert fiir dw

Ebenso erhiilt man aus (19) und (20) fiir «*

R S A PRI TR
oo (B0 ) o eV E ety
& <
EVER e oR2 bg (8R4 0% tga
0 0
oder
*V&*; *2
. N 0 0 to yr
a* (g —or) = — 2O V0T ¢
0
2SR AR tgy , ("% o) dtga
0 0 '
hieraus
. & e 0%
(;*2 iz)(“s +Q“»."tg'/’—§-
da . grr o ¥
= qf = — _
dw g

Nun war

glg‘ B 5*2 _}:“Q*z
dw ¥o— 0% cosa’

also erhiilt man als Wert fiir da
cak g ook :
da — §&* 00" tpu—£tga). cosa
]/5*2 + D) = 2 0

Durch (21) und (22) sind die Parameterwerte

W= w-4 dw
a=u -+ da

fiir Gleichung (9) gefunden; die Werte fir dw und du
somit in Gleichung (11) einzusetzen.

@)

sind
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Man erhilt
) A Y
(r)r)z___ 2 g g% (Eo* — &) - costa

di (8% + o)

N coszu
— 2 (fo* — p&F)? - ST 0*2—|-(n costa - &%)

Lk 0o* coS «
+ 2p&sina- £¢ +‘)" gy —Stgal - -
= ]/E*'). 4 p*? 0
ek 00 . 2
+<V + tg:,w;-tga)-cos%x
‘*2_i,_
Eo¥ — 05 - costa ] »
G L*Q_Sl_) o F o* cos*a - &
S L
2E(EE 4 ppo* .
-+ ;/(5'1- + **‘z ) -tgy sina cosa
SERNRPLE
= 0
FEF g o¥)
0 2 (e (¢4 QF 2 2
— 2&smta + VL, S tgty costa
2 FEr 0*: =}
9 &t *
0 . e
— 7‘]5 5 \l + ‘f) ). tg 1y sina cosa + £ sin*a
SEE o*?
1 =
£ o* EE) L engt
S0 — 0857 costu , . .
= — (S¢ e o -+ n*cos*a + £costa
:7!44 __1 91-1. -
EEE L g 0%)2
+ CTEO0 o
s -
cos® a . ) .
J— o E2 %2 _‘T‘ O Tk 9y 0¥ ,025*2 + 03 EX2
,';:{:‘2_*_0*2 r = Shvh S e s
= ~—
- 0P OF - BT 4 B2t (§£F 4 go*)t - tgly
e ¢ 1 2 T /
cos?a

= pex a5 009 (1 + tety)

costa (£&¥ 4 00%)?
costy TR g¥2

\I'rr

<
-
/.

£
+ 2o e (23)
_i’ K2

Der Wert dv ist hiebei das in Gleichung (1) auftretende
windschiefe Tot 7T des Objektraums, dessen GriBe bei iso-

und hieraus 97 cosy =

/n
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planatischer Korrektion hiedurch in ihrer Abhiingigkeit von
der Neigung v bestimmt ist. Da seine tangentiale Projektion
d7-cosy von der Neigung v unabhiingig wird, so erhiilt man
also fiir alle Neigungen v den nimlichen Wert der Tangential-
projektion, d. h.: fiir die Anwendung der Gleichung (1) bleibt
die Wahl des Winkels y ohne jeden Einflufi.

s sollen nun die Werte & &% p, o* der Meridiankurve
der tangentialen Brennfliiche durch die Werte der sphiirischen

| Aberration ausgedriickt werden. In

| e Fig. 4 ist aus Griinden der An-

\\’, schaulichkeit die Meridiankurve der

. 0 x\ ¢ Fig. 2 in die Zeichenebene gelegt.

M > T - \S“ Im tangentialen Bildpunkt 7'(Punkt

9 : der Meridiankurve bzw. der Brenn-

Fig. 4 fliiche) schneiden sich die konse-

kutiven Strahlen mit den Neigungen # und w 4 du. Sein
Fubpunkt sei Ty; dann ist M Ty = & und 1'7) = 0.

Die Achsenschnittpunkte der beiden konsekutiven Krzeu-
genden seien S und S;. DBezeichnet man den Abstand des
Punktes S vom Drehpunkt M mit %A, so ist MS = A und
MS, = A+ dA. (In der Fig. 4 ist §;8 = — dA zu setzen.)

Dann folgt aus dem Dreieck 7'SS, nach dem trigono-
metrischen Sinus-Satz

aa .
TS": ——a‘;‘ s SInU

und die Gleichung der Meridiankurve der tangentialen Brenn-
fiichen-Schale wird
E=A—T8"cosu

o=1T8 sinu

oder unter Berticksichtigung des Wertes fiir 7'S

! aAa .
&= A+ - Sinw cos u
du

adN . .
0D = — -sin*u
‘ du
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Nach Gleichung (7) hatte man fiir die Meridiankurve

*
0 .
—— = —sinu
Vé:*z + 9*2
= COSs .

Setzt man diese Werte und die Werte fiir & und o aus
Gleichung (24) in Gleichung (23) ein, so erhilt man
a%

da .
St cosy = | cosu sin % cos®*u 4- ——— sind - cosa - d¥)
/ [ + du T du

N si .
= [‘)I cos it Z?{I sin u] -cosa - di) = d-[ltd—s;—n—ul ~cosa-di.

Dann wird die linke Seite der Gleichung (1)
nedu-(dt-cosy) =mncosa-d[Wsinu]-dd (25)

Dies ist die Invariante der Helmholtzschen Gleichung
fiir den Fall der isoplanatischen Korrektion des Zangential-
schnittes.

Fiir den Sagittalschnitt erhiilt man als Gleichung der
Meridiankurve o = 0, 0* = 0, daher wird Gleichung (10)

08 = &Fdw
oy = —&d49)
0L =0,

also nach Gleichung (14)
cos iy, = 0,

woraus sich nach Gleichung (4), da bei der sagittalen Schale ¢
statt o zu setzen ist,

tg g = cosu tga (26)
ergibt. Dann erhilt man aus Gleichung (4)
sin o sin o
COS = B s ————
V1tgrg V14 costutgia
cosu cosa + cosu sin a tga cos
CoSy, = - L= »

V1 + costu tg* u cosa-V'1+ cosu tg*a

Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg, 1919, 13
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Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (14) ergibt sich

sin

und hieraus

Ire

dw=— __ -tgucosa-dd.

S
*

Dann wird
SSP =00*= 040>+ 0
g costa- dir 4 £ d?

= £ (14 tg®u cos?a) - d I

Beriicksichtigt man, dali wegen Gleichung (26)

cos u tg a

sin g = - - —
V14 cos®u tgta

wird, so ergibt sich

D

. /1 + ta®u costa
6a-s111(p=~-1 = S cosntga-dd
1+ cos*u tg*u

r

ST .y T
]/ cos? 1 —+ sin*u cos* u
cos*a + cos*u sin*a

. /l — sin*u sin*a . o
=& gy rsina-di)
1 —sin*a sin®*»

csina - d

oder d6-sing = Esina - di)

ox q

- dw e —Eedd — ‘

= *'-Vl—i—cos‘utg‘u: - ———»-cosu-l/l—i—cos‘uf,«_;‘u
y {

(27

Aus der Form dieser Gleichung fiir den Sagittalschnitt
folgt auf Grund analoger Uberlegungen wie bei Gleichung (23),
daf fiir die Anwendung der Gleichung (2) die Wahl des Win-

kels ¢ ohne jeden EKinflub ist.

Um auch hier die Werte der sphiirischen Aberration ein-
zufithren, ist zu bedenken, dali fiir die sagittale Schale der

Brennfitiche & = ¥ wird.
Dann ist die linke Seite der Gleichung (2)

nesin- (0o -sing) = n-sinu-Wsinou-did

oder
n-sinu-(d6-sing) = nsina-|[NAsinu]-dd

(28)



[soplanat. Korrektion w. Proportionalitiits-Bedingung. 181

Dies ist die Invariante der Helmholtzschen Gleichung
fiir den Iall der isoplanatischen Korreltion des Sagittalschnittes.

Die niimlichen Gleichungen (25) und (28), nur mit ge-
strichenen Buchstaben, gelten bel isoplanatischer Korrektion
des Bildraums auch fiir diesen.

Soll nun die vermiége der Helmholtzschen Gleichung
(d. h. auf Grund des Snelliusschen Brechungsgesetzes) ver-
mittelte Abbildung fiir beide Schalen der Brennfliche isopla-
natisch sein, so ergibt sich aus den Gleichungen (1) und (2)
unter Weglassung der konstanten Faktoren cosa bzw. sina

ned[WAsina] - dd = n'-d[Wsinw'| - dd)

n-[Wsinu] - dd = n' - [Asinw']-d9' |

(29)

Das optische Bild einer der gedrehten objektseitigen Brenn-
fliche angehtrenden Erzeugenden (von der Neigung » und der
vom Drelipunkt gemessenen Schnittweite A) wird eine der ge-
drehten bildseitigen Brennfliche angehtrende Erzeugende (von
der Neigung «' und der vom Drehpunkt gemessenen Schnitt-
weite ‘), wenn heide Gleichungen (29) erfiillt sind. Es mul
also sein

d[Wsinu]  d[A sinu')
Asine WA sinw'

Soll diese Beziehung fiir alle Erzeugenden gelten, so ist
zu integrieren, wodurch sich

A sin o’

== st. 30
A sin u const (80)

ergibt.” Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient die
Uberlegung, dal Gleichung (30) auch fiir die paraxialen Werte
Giltigkeit haben muk. Bezeichnet man

Hm A = A und lim A = A

nwo=2u n=20
(wobei zum Unterschied von den fett gedruckten, mit Aber-
rationen hehafteten Werten 3 und 9* die paraxialen Grenz-
werte durch gewdhnlichen Druck gekennzeichnet sind) und

13*
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beriicksichtigh man, daB die paraxialen Offnungswinkel du und
du’ werden, so folgt
[-‘J[' sin ur'} _WAdw

T ———— = const.
A sin u

T Adu

lim
u=u'=0
Dann ergibt sich durch Einsetzen in die heiden identisch
gewordenen Gleichungen (29)

n-Adu-dd =n' - Wdu-dy’
oder n-dr-dd =n'-dr'-di (31)

wobei dr = Adu und d»’ = W du’ die paraxialen Blenden-
halbmesser in den Dreh-Zentren M und M’ sind.

Gleichung (31) ist nichts anderes als der Helmholtzsche
Satz fiir Paraxial-Strahlen; siimtliche darin vorkommenden
GroGen sind daher als optisch konjugiert aufzufassen. Da das
ohjektseitige Dreh-Zentrum M als Eintritts-Pupille des Systems
vorausgesetzt wurde, muf} das bildseitige Dreh-Zentrum 2" die
Austritts-Pupille sein.

Die wichtigen paraxialen Grofien A und A’, welche mit-
hin die paraxialen Entfernungen eines Objekt- oder Bildpunktes
von der zugehirigen Yupille angeben, sollen als (objektseitige
bzw. bildseitige) . Straklungsiweite® bezeichnet werden.

Das Verhiiltnis

A du'  dr! :
Adu — dr &2

gibt die Linear-VergroBerung in den Pupillen an, wodureh die
Integrations- Konstante bestimmt ist. Dann lautet die Be-
. 3 e .
dingungs-Gleichung (30)
Asinu'  dr!
= = = const. 33
A sinw dr (52)
Dabei stellen die Gréfien ¥ sin 2 bzw. A sinw’ die Lote
dar, die aus den Pupillenmitten auf einander optisch konjugierte,
endlich geneigte Strahlen gefiillt sind. Diese Lotlingen sollen
als , Pupillenlote“ hezeichnet werden.
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Sind Objekt- und Bildpunkt sphirisch korrigiert, so geht
Gleichung (33) in die Abbesche Sinusbedingung iber.

Die Bedingungs-Gleichung (33) liBt sich in folgendem
Salz aussprechen:

Proportionalitits-Bedingung (1. Form).

. Bine zur Eintritts-Pupille isoplanatische Korrektion des
Objektraums wird im Bildraum zur Austritts-Pupille fiir
eine beliebige endliche Offnung isoplanatisch, wenn die
Pupillenlote optisch konjugierter Strahlen fiir alle dazwi-
schen liegenden Offnungen lkonstantes Verhiltnis, niimlich
gleich der Linear-VergroBerung in den Pupillen, besitzen.“
Da bei der isoplanatischen Korrektion der durch die Spitze
der Brennfliiche gehende Strahl nach der Drehung stets wieder
nach der nimlichen Pupille hinzielt, so miissen gemiis der
Definition der Koma die isoplanatischen Pupillen endlicher
Offnung zugleich die komafreien Pupillen kleiner Offnungen
und schwacher Neigungen sein. % und %' sind zugleich auch
die ,komafreien Strahlungsweiten®. Ist also die Proportionalitiits-
Bedingung fiir endliche Offnungen nicht erfiillt, so gestattet
wenigstens der Grenzwert fiir kleine Offnungen die Berechnung
der komafreien Strahlungsweiten und -Pupillen.

Die Bedeutung der Proportionalitits-Bedingung ruht darin,
dal sie sich nur auf die Korrektion eines Achsenpunlkics be-
zicht, die Isoplanasie dagegen auf die Korrektion einer kleinen
achsen-senkrechten Lbene, '

Aus der obigen (ersten) Form - der Proportionalitits- Be-
dingung ist auch das zugrunde liegende allgemeine optische
Gesetz klar ersichtlich.

Denkt man sich einesteils 2 als beliebige Funktion von
# und andernteils A’ als beliebige Funktion von ' gegeben,
s0 ist durch diese Funktionen die Form der objektseitigen
und bildseitigen Brennfliche vollstindig bestimmt. Greift man
im Bildraum einen Strahl von der Neigung u' heraus, so ist
dem hiezu gehorenden Pupillenlot vermoge der Proportionalitiits-
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Bedingung eine bestimmte Lotlinge im Objektraum und da-
durch eine bestimmte Neigung « im Objektraum zugeordnet.
Da mit dem Strahlenkegel des Objektraums zugleich anch dic
Energiewerte der objektseitigen Strahlung gegeben zu denken
sind, so fordert die Proportionalitits-Bedinguny cinen bestimmten
. Zusammenhang zwischen  der Strallendichte auf den Wellen-
fliichen des Objektrawms mit der Strallendichte wuf den Wellen-
flichen des Dildrawms, und ist somit eine rein energctische De-
dinguny. Die Proportionalitits-Bedingung macht also iiber die
Torm der Wellen- und Brennflichen keinerlei Vorschrift.

Um die Proportionalitiits-Bedingung auf eine fiir die Durch-
rechnung bequemere Form zu bringen, fithrt man statt der
von den Pupillen gemessenen ,Strahlungsweiten* A, A bzw.
W, A die auf den ersten und letzten Linsenscheitel bezogenen
LSchnittweiten® s, s bzw, ') 8 ein, wobel wieder die schwach
agedruckten Buchstaben die paraxialen Werte, die fett gedruckten
die zu endlichen Offnungen gehorenden, mit Aberrationen he-
hafteten Werte vorstellen sollen.

Dritckt man die sphiirische Liingsaberration durch beide
Arten von Grolien aus, so ergibt sich

N —A=5—sund ' —A = s — '

und hieraus A=A+ (v—53) | o

sowie WA = A+ (5 — 9| 5%

Als Wert fiir die Linearvergriierung in den Pupillen cr-
hilt man nach bekannten Formeln

dr U du! A s

— o — . )
dr PINIAT) A (
Dabel ist abkiirzend
, S-Sy Sy Sk, '
fs == — n~—‘ ~ 72 (';6)
Syt 8yt 5, Sk

gesetzt, wobel
S1y Sy, Sy- - . 8 die paraxialen Schnittweiten vor den Brechungen

: ‘ ‘ ‘
S1y 82,5348k o ,, ” nach .
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sind. Da bisher die Flichen-Indizes unterdriickt waren, ist
s, mit s und s mit s identisch. Die Grofe f; sei wegen der
Alnlichkeit der Formel (36) mit der Brennweitenformel als
L Pseudobrennweite” hezeichnet,
Dann  wird Gleichung (33) unter Beriicksichtigung der

Gleichungen (34), (35) und (36)

(A 4 (5" —s)]sina’ A -5

[A + (s —8)] sinee — A-f’
hieraus ergibt sich

AN (F5 sin ' — ssinae) 4+ A (s —s') fi sin o’

— A (s —s)ssinw =0

i INGEOL e ¢ : g
(8" — 5" fisinu (s —s)ssinu . P
oder 9 = A + (s sinw — f; sin ')
PIg s —s
und o= — e
s ssimw ., §—s Ssinu
sine' 7 A sinw!

oder schliellich

‘)[l '\,l o .5.‘
i = ssinw 8§—8 : (37)
i ssin 5—s 3
it s 9 — [¢
shi u A
Hiebei sind 8 — s und s' —s' die sphiirischen Liingsaber-

rationen des Objekt- bzw. Bildraums;

s sinu -

sinw’
ist. der Fehler gegen die Abbesche Sinusbedingung (, Felder
gegen die Pscudobrenneceite<) bel akerrationsfreiem Objelt in
einer rechnerisch bequemen Form,

Die Formel (37) enthiilt den Blendenort nicht explizit, da
er auf der rechten Seite noch im Nenner eingeht. Bildet man
sich jedoch verschiedene konjugierte Wertepaare 2 und A, so
lassen sich (unter Beriicksichtigung kleinerer Offnungen) durch
eine rasch zum Ziel fiihrende Nitherung in einfachster Weise
zuniichst die komafreien Strahlungsweiten A, 2’ finden; es ist
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dann noch zu untersuchen, inwieweit bei diesen Werten der
Proportionalitiits- Bedingung fiir endliche Offnungen Geniige
geleistet wird.

Es liegt nahe, den Nenner

s sinu §—s :

auﬁ(”’m )—f-*
als , Iebler gegen die Sinusbedingung (Ichler gegen die Pscudo-
brennweite) bei isoplanatischer Korreltion des Objektpunktes” zu
definieren, und die rechte Seite der Gleichung (37) als , I'ehler-
verhiltnis“ zu bezeichnen. Fiir die linke Seite der Gleichung (37)
war in einem friiheren Aufsatz!) der Ausdruck , Blendenfaktor
eingefiihrt worden. Die Proportionalitiits-Bedingung lifit sich
dann in folgende, fiir numerische Rechnuny bequeme Form fassen:

1) ¥. Staeble, Uber den Zusammenhang von Koma und Sinus-
bedingung bei sphiirisch nicht korrigierten Systemen, Zeitschr. f. Instr. 27,
S. 173, 1907. In diesem Aufsatz kommt der Verfasser unter Voraus-
setzung eines aberrationsfreien Objekts zu einem fiir das Seidelsche
Gebiet giltigen Ergebnis, das sich mit dem zweiten Satz der Propor-
tionalitiits-Bedingung (2. Form) durchaus deckt. Ferner ergibt sich aus
den dort entwickelten Beziehungen folgende, innerhallh des Seidelschen
Gebietes giltige Transformations-Formel:

Setzt man analog der obigen Formel (36) fiir f;

'-’ rl ;'-l o
S '1.'2..3'..""—1 A
[I—-T PE——— s
B Yl TRl Bl

(wobei die @; x; die Schnittweiten eines beliebig gewiihlten Blendenorts
sind), und fithrt man die abgekiirsten Bezeichnungen ein

(. 1 20
Sph———b(' )(L’,',S/J;l;_:-— —— _{s'——s‘}

Iy f;':’ su)?
: 2n'  [ssinu )
Sinh = — 57— e
St fr2(su)? | sin o' 3
- /IV 3 y,, 1
= L ()
KOLII L(/ll) .'/1 Crs tl})r‘ ns ’

wobei von den Reihenentwicklungen in den geschwungenen Klammern
nur die quadratischen-Glieder {(s%)? mitzunehmen sind, so folgt unter
Beriicksichtigung der Seidelschen Eliminationsformel
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Proportionalitits-Bedingung (2. Form).

,Die Isoplanasie des Objektraums bleibt im Bildraum bis
zu solchen Offnungen erhalten, als das Fehlerverhiltnis
konstant bleibt. Der Grenzwert des Fehlerverhiltnisses fir
kleine Offnungen ergibt (auch bei Nichterfiillung der iso-
planatischen Korrektion groBerer Offnungen) den Blenden-
faktor der komafreien Austrittspupille, wodurch die letztere
bestimmt ist.”

Gleichung (37) lifit sich auch in der Form schreiben

ssinw Ss—§ ,
s'—s sintz;'i (1 T A )— F 4 (38)

A RF

Das gibt in Worten die

Proportionalitits-Bedingung (3. Form).

»Die Isoplanasie des Objektraums bleibt im Bildraum bis
zu solchen Offnungen erhalten, als die sphiirische Ab-
weichung in Prozenten der Strahlungsweite gleich dem
Fehler gegen die Pseudobrennweite in Prozenten der Pseudo-
brennweite ist. Findet diese Ubereinstimmung nur fiir
kleine Offnungen statt, so sind die zugehorigen Pupillen
die komafreien Pupillen.”

Die Einfihrung der ,Pseudobrennweite® ist fiir rechue-
rische Zwecke sehr bequem, immerhin ermangelt diese Grife
einer physikalischen Bedeutung. Fiihrt man die von den Haupt-

- Iy vy
k Yk
Qp— Wy = ]Z . " ' ((l'k‘c - (l’lts)
nach Einsetzen in die dortige Gleichung (17) die fiir jeden beliebigen
Objekts- und Blendenort giltige Iransformationsformel

i, - Kom = f; . Sph — A’ Sinb
Dabei sind die Summen Sph und Sinb vom Blendenort, der nur in die

Komma-Summe, sowie in die Koeffizienten j, und %' eingeht, vollstiindig
unabhiingig.
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ebenen gerechneten Gaufischen Objekt- und Bildweiten A und
A’ ein, so besteht die Beziehung

du' A
du AV
daher st wegen Gleichung (35)
s A
= : 39
zu setzen.  Danu lifit sich Gleichung (38) auch schreiben
Asinw s —s ’
s —s'  sinw! (1 i A ) —3 (10)
A A

Der Zihler des zweiten Bruches stellt dabet die Abbesche
Sinusbedingung  als . Febler geyen die (Gaulische) Dildweiter
dar; dieser Fehler gegen die Bildweite in Prozenten der Bild-
weite Ist numerisch gleich dem Fehler gegen die Pseudobrenn-
weite in Prozenten der Pseudobrennweite. Statt des ,Fehlers
gegen die Schnitbweite® '
gleiche . I'ehler gegen dic Strahlungsweiter W' — A* eingefithrt
werden.

Dann laBt sich die Proportionalitiits-Bedingung in folgen-
der, tiiv graphische Darstellungen vorteilhaften Form ausdriicken:

— s’ konnte auch der numerisch

Proportionalitits-Bedingung (4. Form).

»Die sphiirische Abweichung (Fehler gegen die Strah-
lungsweite) ist in Prozenten der Strahlungsweite, der Fehler
gegen die Bildweite in Prozenten der Bildweite darzustellen,
(wobei der prozentuale Fehler gegen die Bildweite zahlen-
miillig gleich dem prozentualen Fehler gegen die Pseudo-
brennweite ist). Aus dem Zusammenfallen beider Kurven
fiir kleine Offuungen ersieht man die Komakorrektion fiir
schwache Neigungen; aus dem Zusammentallen beider Kurven
fir grofie Offnungen die isoplanatische Korrektion des Bildes,
falls das Objekt fiir die entsprechende Kintritts-Pupille
isoplanatisch korrigiert war,“
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Spezial-Falle.

a) Ist der Objektpunkt aberrationsfrei, so wird in dem
Ausdruck fiir den Fehler gegen die Sinusbedingung in Glei-
chung (37), (38) und (40) der in Klammern stehende Faktor

88
T .| =1
und dic komafreic Austritts-Pupille ergibt sich explizit.
b) Liegt das Objekt im Unendlichen, so wird
ssinu =/l

gleich der Rinfallshohe /£, wihrend die Pseudobrennweite,
Gaulische Bildweite und bildseitige Brennweite identisch werden.
Es wird also dann = :

[s = A= ]“~

Die Brennweite des Objektraums ist dabei noch beliebig,
d. h. die Brechungs-Indizes im Objekt- und Bildraum kdunen
verschieden sein; durch Gleichsetzen der beiden tritt keine
weitere Vereinfachung ein.

Dem , Blendenfuktor A'[§, liegt im allgemeinen leine
physikalische Bedeutung zugrunde; nach Gleichung (35) wird
er jedoch mit der LinearvergroBerung in den Pupillen iden-
tisch, wenn . A —

d. h. wenn die Emtritts-Pupille im ersten Linsenscheitel, oder
wenn das Objekt tm Unendlichen liegt.

Auf eine merkwiirdige Ahnlichkeit der Proportionalitiits-
Bedingung mit der Aufhebung der ehromatischen Vergrofierunys-
Differenz sei an dieser Stelle hingewiesen: In Fig. 5 sei M’
die Austritts-Pupille des Systems,

S’ der axiale Bildpunkt und S; der P I:'
entsprechende Punkt tir eine zweite / )
Farbe. Ebenso seien [ und P Mo _—a |

unendlich benachbarte aulieraxiale S 5/

Bildpunkte, welche zur Neigung Fig. b

o
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d @' des Bildraums gehoren. Die Austritts-Puapille sei fiir beide
Farben als fest angenommen, wihrend fiir die Eintritts-Puapille
die hiedurch bedingte chromatische Aberration bestehen soll.

Die chromatische VergroBerungs-Differenz ist dann be-
hoben, wenn die Punkte 7 und P; von M' aus geschen auf
einer Geraden liegen. Fiihrt man wieder die paraxialen Strah-
lungsweiten A’ und U, ein und bezeichnet man die unendlich
kleinen Bildhohen mit H' bzw. I, so ist

NS =, M'S =
S'P=H'\ S'P =1
zu setzen. Soll die Vergriofierungs-Difterenz behoben sein, so

mufi wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke die Beziehung bestehen

W I
Nun ist bekanntlich die Linearvergrélierung des Bildes
gegeben durch
l (

Vi " f.
H n' s
o w (f
]1;_ o n;j S;

Dann wird Gleichung (41)
W . nw' n s M (t.)

AW n iy s HOF

1

12)

Ist das Objekt aberrationsfrei, so wird
s=s;, und H= 1,

wihrend fiir die Eintritts-Pupille gegeniiber der als fest an-
genommenen Austritts-Pupille chromatische Aberration bestehen
kann. Ferner sei hier die Voraussetzung gemacht, daf Ohjekt-
und Bildraum gleichen Brechungs-Index haben sollen. Dann wird

A’ f;
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oder QI—L;I——, . . (TS))fQ— L ‘ (43)

das ergibt in Worten die

Proportionalitits-Bedingung fiir die chromatische Korrektion:

,Zur Aufhebung der chromatischen VergriBerungsdiffe-
renz fiir eine zweite Farbe muf hiefiir die chromatische
Liingsaberration in Prozenten der Strahlungsweite gleich
dem chromatischen Fehler der Pseudobrennweite in Prozenten
der Pseudobrennweite sein.”

Die Bedingung fiir Aufhebung der chromatischen Ver-
groBerungsdifferenz wird also unter den angegebenen Voraus-
setzungen (aberrationsfreies Objekt, gleicher Brechungs-Index
im Objekt- und Bildraum) der 3. Form der Proportionalitiits-
Bedingung analog. Fir den praktisch wichtigsten Fall (fernes
Objekt) tritt auch die Analogie mit der 4. Form ein.

Eine Gegeniiberstellung zweier einfacher Beispiele diene
zur KErliuterung der Proportionalitiits-Bedingung.

1. Einzelne brechende Kugelfliche: Hier muf die
komafreie Pupille im Kugelmittelpunkt liegen, weil durch ihn
(und nur durch ihn) alle, die kaustische Spitze tragenden
Strablen gehen. Da fiir diese Pupille jede zur brechenden
Kugelfliche konzentrische Objektfliiche in eine ebensolche Bild-
fliche abgebildet wird, und da hiebei die Form der Brenn-
fliiche stets die niimliche bleibt, so muf fiir diese Pupille auch
ein achsensenkrechtes Objektelement ohne Forminderung der
Brennfliche in ein achsensenkrechtes Bildelement abgebildet
werden. Der Kugelmittelpunkt ist also nicht nur komafreie
Pupille, sondern nach unserer Definition auch isoplanatische
Pupille: es muB3 also fiir ihn die Proportionalitits-Bedingung
in allen angegebenen Formulierungen erfiillt sein, und zwar
gleichgiltig, ob das Objekt aberrationsfrei ist oder nicht. Hs
miissen daher sowohl die Pupillenlote konstantes Verhiiltnis
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besitzen, als auch das Verhiiltnis der sphiirischen Abweichung
zur Sinusbedingung fiir die ganze Offnung kounstant sein.

Es ist also wegen
N=s—r, A=s—r fj=¢

nach Gleichung (37) stets

§—s §—r n(s—nr
RO = const. = , = ( : )
ssinw s§—s s n's
_ 1 _,l_. )y —
sin o' §s—r
i i {
st —s s'—r  n(s—r)
oder  — ———— =const. =, = — (44)
ssinw S—r s n's
-3

sin#' §—7»r

Diese Formel kann auch als Kontroll-Formel bei der trigo-
nometrischen Durchrechnung an jeder beliebigen sphiirischen
Fliche beniitzt werden, bietet jedoch nur scheinbar eme er-
hohte Genauigkeit.

Wiihrend sich ein direkter Beweis fiir diese Gleichung (44)
auf Grund der Durchrechnungsformeln leicht ergibt, ersieht
man fiir die Pupillenlote (Proportionalitiits-Bedingung 1. Form)
ohne weiteres, daB diese beziiglich des Einfalls- und Brechungs-
winkels die gegeniiberliegenden Katheten ftiber dem Kugel-
radius als Hypotenuse sind. Die Pupillenlote verhalten sich
daher fiir jede beliebige Offnung (bei sphirisch beliebig kor-
rigiertem Objektpunkt) wie die Sinusse der brechenden Winkel
oder umgekehrt wie die Brechungsindizes, womit die Propor-
tionalitits-Bedingung in ihrer ersten Form bewiesen ist.

Liegt das Objekt aberrationsfrei im Unendlichen, so gilt
die Proportionalitits-Bedingung streng auch fiir jede Plan-
konvex- (oder Konkav-)Linse beliebiger Dicke, die dem fernen
Objekt die Planseite zukehrt.

FaBt man das zum Kugelmittelpunkt isoplanatische Bild
wieder als Objekt fiir die Brechung an einer zweiten (dritten
usw.) konzentrischen Kugelfliche auf, so folgt in gleicher Weise,
dals die Isoplanasie bei beliebig vielen brechenden (oder spie-
gelnden) konzentrischen Kugelflichen beziiglich des gemein-
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samen Mittelpunktes als Pupille erhalten bleiben muf. Von
dieser Eigenschaft hat z. B. Sutton?!) mit seiner Panoramic
lens und F. Jentzsch?) mit seinem konzentrischen Kondensor
Gebrauch gemacht. Rechnerisch kommt diese Beziehung bei
all diesen Systemen in der Weise zum Ausdruck, dat der
Fehler gegen die Sinushedingung streng proportional der sphii-
vischen Liingsaberration wird.

2. Spiegelung an einem Rotations-Paraboloid: Hie-
bei schneiden sich parallel zur optischen Achse auftreffende
(also von einem aberrationsfreien fernen Achsenpunkt aus-
gehende) Strahlen nach der Spiegelung streng im Brennpunkt;
die sphiirische Liingsaberration ist also streng behoben. Denkt
man sich die erzeugende Parabel in Polarkoordinaten beziig-
lich des Brennpunkts durch die bekannte.Gleichung gegeben

_ p
1+ cosu'’

»

wobei #' die Achsenneigung des gespiegelten Strahls ist, so
ersiecht. man unmittelbar, dat wegen

= ssimu = rsmun’

i Vg

l]n(] TS — N — 5
&

der Fehler gegen die Sinusbedingung

i . P

; —fy=r— 0
sinu’' 1 i
und daher die Sinusbedingung nicht korrigiert sein kann. Als
komafreie Strahlungsweite ergibt sich nach (37) A = 0, die
komafreie Austritts-Pupille fillt mit dem Bild zusammen, so
daly das scharfe (isoplanatische) Bild nur die Griofe Null besitzt.

1) M. v. Rohr, Theorie und Geschichte des phot. Objektivs. Terlin,
J. Springer, 1899, S, 171.
* %) F.Jentzseh, Uber Dunkelfeldbelenchiung. Verhandlungen der
Deutschen Physikalischen Gesellschaft, XII. Jahrgang, Nr. 22, S. 981.
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Im Zusammenhalt mit der bekannten Koma-Summe

3
Kom = 3} (%1) Zi @vs Qra A ;};
darf es nicht Wunder nehmen, daB bheim ersten Beispiel die
komafreie Pupille im Kriimmungsmittelpunkt, beim zweiten
dagegen in der Entfernung des halben Kriimmungsradius (Brenn-
punkt) liegt, wiithrend in die Koma-Summe nur der Radius
eingeht. Die Erklirung liegt darin, daB es sich bei der Pa-
rabel um eine nicht-sphiirische Fliche handelt, wiihrend jene
Koma-Summe fiir sphirische Flichen hergeleitet ist.

Zusammenfassend sei zum Schlusse Folgendes bemerkt:

Die Korrektur der Proportionalitits-Bedingung ist fiir eine
gleichmiiiige Ausdehnung der Bildschirfe die allerwichtigste
Forderung. Fehler gegen diese Bedingung sind es hauptsich-
lich, welche — trotz guter sphirischer Korrektion und giinstig
scheinender Erfiilllung der Sinusbedingung — der brauchbaren
Offnung ein Ziel setzen. Zu Gunsten der Proportionalitiits-
Bedingung muf3 daher unter Umstéinden auf die Korrektur der
Sinusbedingung Verzicht geleistet werden. Kine Behebung der
sogenannten ,Brennweitenfehler® (gleichgiltig, ob der sphii-
rischen oder chromatischen) ist fiir die Ausdehnung des brauch-
baren Bildes stets schiidlich, wenn die (sphirischen oder chro-
matischen) Lingsaberrationen nicht behoben sind. Eine Aus-
nahme ergibt sich — auf Grund der 3. Form der Propor-
tionalitiits-Bedingung — nur fiir den Fall, dak die Austritts-
Pupille ins Unendliche riickt, ein Fall, der z. B. durch die
Wirkung der Feldlinse bei Okularen nahezu verwirklicht wird.
Hiebei ist also auf die Korrektur der Lingsaberrationen (falls
diese nicht auBierdem mdglich ist) zu Gunsten der Behebung
der ,Brennweitenfehler* zu verzichten.

Ebenso folgt z. B. aus der 3. Form der Proportionalitiits-
Bedingung fiir photographische Objektive mit Vorderblende
(sogenannte Landschaftslinsen), daf die Sinushedingung kleinere
Fehler als die sphiirische Abweichung besitzen soll, wiihrend
fir sogenannte Teleobjektive die entgegengesetzte Korrektions-
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vorschrift eintritt; denn beide Objektivtypen verhalten sich
gegensiitzlich beziiglich der Lage der Hauptpunkte zur Blende.
Bei Doppelobjektiven liegt die Blende stets nahe hei den Haupt-
punkten, so dafi hiefiir — und nur hiefiir — die empirische
Konstruktionsregel, sphiirische Abweichung und Sinusbedingung
auf gleiche Fehlergrofien zu korrigieren, Giltiglkeit hat.

Die vorliegende Untersuchung war auf ein zentriertes
System von Rotationsfliichen beschrinkt. Lifit man die Be-
schriinkung auf Rotationsflichen fallen, setzt jedoch voraus,
dafy fiir alle brechenden Flichen beide Koordinaten-Ebenen
Symmetrie-Kbenen sein sollen (was z. B. bei zylindrischen und
torischen Flichen der Fall ist), so gilt die Proportionalitiits-
Bedingung mit ihren verschiedenen Formulierungen auch fir
jeden dieser beiden ebenen Hauptschnitte.

In der vorliegenden Arbeit wurden alle Entwicklungen
riiumlich, also fiir die Brennfliche (Rotationstliiche) durchgefiihrt.
Beschriinkt man sich von Anfang an darauf, nur die Verhiilt-
nisse innerhalb einer Meridian-£bene dieser Brennfliche, also fiir
eine ehene Brennkurve zu betrachten, so lifit sich naturgemiifi
die Herleitung der Proportionalitiits-Bedingung entsprechend
den einfacheren Voraussetzungen bedeutend vereinfachen.?)

Miinchen, Optisches Werk Dr. Staeble & Co., Januar 1919.

) Die vorliegende Avbeit geht auf Uberlegungen zuriick, welche
ich gemeinsam mit unserm damaligen wissenschaftlichen Mitarbeiter
Herrn Carl Stein im Jahre 1916 angestellt habe; fiir seine Anregungen
sage ich ihm an dieser Stelle wiirmsten Dank; im Juli 1916 lag die
Arbeit, allerdings in einer wenig iibersichtlichen Form, fertig vor. Im
Januar 1919 habe ich sie einer Uberarbeitung unterzogen und am
11. Februar 1919 Herrn Geh. Hofrat Prof. Dr. S. Finsterwalder mit
der Bitte um Vorlage bei der bayer. Akademie der Wissenschaften ein-
gereicht, nachdem ich sie am 3. Februar 1919 der Zeitschr. f. Instr. an-
geboten, aber wegen des in Aussicht gestellten spiiten Krscheinungs-
termins nicht zum Abdruck gzegeben hatte.

Mit Schreiben vom 12. Febroar 1919, das ich wenige Tage nuch
der Kinreichung meiner Arbeit erhiclt, teilte mir Herr Dr. Lilhiotzky

Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jabrg. 1919, 14
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von Wien aus mit, daB er in den ersten Tagen des Februar einen Be-
wels filr eine Verallgemeinerung der Sinusbedingung (entsprechend meiner
Proportionalitits-Bedingung in der 2. Form bei Beschriinkung auf die
Ebene und aberrationsfreies Objekt. D. Verf) gefunden, und spiiter, dak
er ihn am 20. Februar bei der Wiener Akademie der Wissenschaften
eingereicht habe.

Beide Arbeiten sind somit durchaus unabhiingig von einander ent-
standen. Durch die hiesigen politischen Wirren hat sich die Vorlage
meiner Arbeit in der Akademie-Sitzung bis 17. Mal verzogert, wiihrend
die Lihotzkysche Arbeit bereits am 6. Mirz 1919 der Wiener Akademie
vorgelegt wurde; sie wird im 1. Heft 1919 der dortigen Sitzungsberichte
(mathem.-naturw. Klasse) erscheinen.

Miinchen, im Juni 1919. D. Verf.

Berichtigung: In der Fulinote auf S.164 ist das Wort (Sinus-
bedingung) hinter S(2) = 0 zu streichen.



