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Zur Theorie der Elementvereine.
Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt von 8. Finsterwalder in der Sitzung am 7. November 1914,

Die folgende Untersuchung zerfillt in zwei Teile und he-
antwortet zwel Fragen, auf die der Verfasser bei der Bearbei-
tung des Artikels III D 7 (Beriihrungstransformationen)
der Mathematischen Enzyklopiidie gestofien ist. In § 1 werden
zuniichst die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
in 741 Veriinderlichen bestimmt, deren Charakteristiken gerade
Linien sind, sodann werden spezielle semilineare Differential-
gleichungen untersucht. (Semilinear heilen Differentialglei-
chungen, welche unter thren Lisungen lilementvereine besitzen,
deren Dimension, insofern man sie als Punktgebilde hetrachtet,
um mehr als emne Kinheit niedriger als die des hetreffenden
Raumes ist. Einfachste Beispiele sind die in p und ¢ linearen
Differentialgleichunegen des L(z, y, 2), bel denen ja jede der
«* charakteristischen Kurven ecine Lisung darstellt.)

In §2 wird die bisher unerledigt gebliebene I'rage beant-
wortet, wie bel gewissen daselbst genaver angegebenen Berith-
rungstransformationen des dreidimensionalen Raumes die Kriim-
mungselemente sich abbilden. Iiir die Liesche Geradenkugel-
transformation wird die Untersuchung im einzelnen durchgetiihrt.
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§ 1. Semilineare Differentialgleichungen mit geradlinigen
Charakteristiken.

Durch die Untersuchungen von F. ingell) und einige sich
daran schliefiende Avrbeiten ist eine bereits frither von S. Lie
und A.V. Biicklund in Angriff genommene I'rage der weiter-

a g5 . . 3 A 3 s
ogehenden Behandlung zugiinglich geworden, die I'rage nim-
lich, ob eine vorgelegte partielle und nicht lineare Differential-
gleichung erster Ordnung

Iz, oo @ oy Py ey ) =10

unterdimensionale Losungen besitzt. Unter Losung ist da-
bei ein Verein von oo® Elementen zu verstehen, der die Dif-
ferentialgleichung erfiillt; unterdimensional von der rten Klasse
heiBt die Lisung, wenn aus dem System von Gleichungen zwi-
schen den Elementkoordinaten, das die Lisung darstellt, durch
Elimination von p, p,, ..., p. nicht eine einzige Gleichung zwi-
schen den Punktkoordinaten entsteht, sondern die Anzahl der
entstehenden Gleichungen » -1 betrigt. Ist » die hochste
Klasse fiir eine vollstindige Lisung, so bezeichnet man die
gegebene Differentialgleichung als semilinear von der
rten Klasse?).

Die folgende Betrachtung will einen Beitrag zu diesen
Untersuchungen geben, in dem die Klasse einer gewissen Dif-
ferentialgleichung mit geradlinigen Charakteristiken bestimmt
wird. Vorausgeschickt ist die Erweiterung eines schon friiher
aufgestellten Satzes, der die Bestimmung aller Differential-
gleichungen mit geradlinigen Charakteristiken gestattet.

1. Partielle Differentiaigleichungen mit geradlinigen Charakteristiken.

Im (n -+ 2)-dimensionalen Raum hat eine partielle Differen-
tialgleichung erster Ordnung mindestens "' und hichstens
w2 charakteristische Kurven. Ks soll die Bedingung dafiir

1) Fine neue Methode in der Invariantentheorie der Ditferential-
gleichungen, Leipz. Berichte 1905, 8. 161232, Vel Math, Iz, 111 D7,
Liehmann, Nr. 22,

2) Math. Enz. [T A5, von Weler, Nr. 31,
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aufgestellt werden, dali diese urven gerade Linien sind. Nach
Engel ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dal; die gegebenen Kurven Charakteristiken sind, folgende:
Unter den Bedingungen, die sich fiir das Schneiden zweier
unendlich benachbarten Kurven der gegebenen Schar ergeben
durch Elimination der Punktkoordinaten, muf sich mindestens
eine in den Differentialen der Parameter lineare befinden.
Die Geraden seien jetzt dargestellt durch

Ly =1+ 0

T, = 1,2 0,

Ly =1, % + On
g=sx+ 0
und speziell die Geradenschar, von der verlangt wird, daf sie
Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung sind, durch
die Gleichungen
Fr o 00 ey Oy 0) =0

in Verbindung mit & weiteren Gleichungen zwischen den Linien-
koordinaten; wir fassen die Gleichungen zusammen in die eine:
DY I7(r vy oo P 80000 -y D oy fEA =0

Als Bedingung fiir das Schneiden ergibt sich danu:

?

-y 14 ) y 217
([I'1<:Z fCal>+""+‘ drn<af'— - )

xr
<y 20, 3in 20y

+ ds (D]’ @ al() =0

2s 30

in Verbindung mit den in £'==0 enthaltenen & +-1 Gleichungen.
Hieraus ergibt sich dann auf Grund des Engelschen Satzes,
dat alle zweireihigen Determinanten der Matrix

al'a I’ o' o1’
2r, or, or, 2s
oF 3k al’al’
du, du, 30, 36



S Y .
34.2 H. Lichmann

infolge der Gleichungen (1) verschwinden miissen, und dies
sind im ganzen n-— k Bedingungen. Ist also die Schar der
Geraden (n 4 1)-gliedrig, so sind sie von selbst Charakteristilen
(die zugehirige Differentialgleichung ist danu linear), ist sie
(2n 4 1)-gliedrig, so sind % Bedingungen zu erfiillen; da-
zwischen treten alle Zwischenstufen (0 <A <) auf.

Wir wollen dieses Krgebnis noch geometrisch deuten, in-
dem wir untersuchen, welche Beschaftenheit ein Komplex von
(25 + D)-fach unendlich vielen Geraden besitzt, wenn er die
Bedingung erfiillt. 1s wird sich zeigen, dafi die Geraden einen
Tangentenkomplex bilden, d. h. dati sie aus den Tangenten
einer (1 + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit des I8, 4o hestehen.

Zuniichst ist zu bemerken, dak die Komplexgleichung
[y gy v ooy Py Sy 040 ooy Oy 0) == 0

sich durch die Substitution

, yp= @, 0= X — & (i=1,2,...,%)
U) - i —_ A Nl
s=2z, o=z—0as

in die Mongesche Gleichung
flxi, .. ,zme 2, — &2, .. Ty— Xy, 2—2'2) = 0

verwandelt, die zu der zugeordneten partiellen Differential-
gleichung gehirt. Die charakteristischen Streifen werden dann
bestimmt durch das System von Gleichungen

dx - dx; . nE
of of L (af BN, o« (3 @
s oo ”‘(aa x%) (P 4 =pizi) an_waﬂ)

. dp . dp

of o Ay, (3 3
o (3(),‘+l}l36> = <89,»+p80>
und es ergibt sich auf der anderen Seite die partielle Differential-

gleichung durch Elimination von &, zi,..., @, aus den Glei-
chungen
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I/I:O, Z'l ']’ ])]J)[,..- p'l',’“.;l = O
of [af 18] e 19
a;y,J_}_/)‘[SS_ 5’( 90 Jr]?r[,an > b ((=1,2...m),

wobei die Kinschliefiung in | | bedeutet, daf die Substitution (3)
ausgefithrt ist.  Aus den zuletzt hingeschriebenen Gleichungen
im Verbindung mit (2) folgt aber, dafi die Nenner von dp;
und dp im vorigen System verschwinden, d.h. lings eines
charalteristischen Streifens sind p, p,, p,, . . ., ps konstant.

Daraus aber ergibt sich die Form der Differentialgleichung.
Wir setzen sie zuniichst in der Gestalt an:

g px = Xy — (L Xy oo Lns Py Dy ooy Pr) =0
1

und erhalten fiir die charakteristischen Streifen das System

de dxy dp N d pi
au au - au du’
o P p— i
ap Ty, PTP—5y ey

Demnach muf

au__au_ _321_0
aﬁ_—a(ljl* —a-'l/'n—

sein, und die partielle Differentialgleichung hat die Form

G pl i — s Py == U (P Py P

woraus folgt, dati die Charakteristiken die Tangenten der Fliche
sind, deren Gleichung aus

I A —— Xy — - Uy ==t (0, ty, .. o (1))
und
u Ju
x4 - =0, e+ = 0
du Qa;

durch Elimination von «, «,, ..., a, entsteht, d. h. die Charak-
teristiken bilden eben einen Tangentenkomplex.

Indem wir das Ergebnis zusammenfassen, erhalten wir
den Satz:
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Die durch die £ 41 Gleichungen
=0, fi,=0,..., fi=00<ki<n)

zwischen deun 2#n 4 2 Linitenkoordinaten des fi,qn ge-
gebenen »?*~ %! Geraden sind dann und nur dann die
charakteristischen Kurven einer partiellen Differen-
tialgleichung, wenn sich die Konstanten 2,..., 4 so
bestimmen lassen, dal

' 4+ =0

ein Tangentenkomplex ist. Die Anzahl der Bedin-
. . Tarfiiye e 3 .1
gungen hiertiir ist gleich » k7).

2. Untersuchung einer Klasse von semilinearen Gleichungen.

Schon in der fritheren Untersuchung?) ist fiir den Iall des
R, diejenige Differentialgleichung besprochen worden, deren
Charakteristiken aus den Tangenten einer nicht ausgearteten
Mannigfaltigkeit zweiten Grades hestehen. Die entsprechenden
Differentialgleichungen gehoren auch fiir Riume hoherer Di-
mension zu den semilinearen und haben unterdimensionale
lineare Mannigfaltigkeiten als Lisungen, wie hier gezeigt wer-
den soll. Es handelt sich also um die partiellen Differential-
gleichungen, welche durch linear gebrochene Transformationen
in die Gestalt

4) F— ity Paiy + Y F ) =0

gebracht werden konnen und deren Charakteristiken die Tan-
genten der Mannigfaltighkeit

E ~ 2 PR
5) 'p—{—{,(.Ll-n-’rvo,,)—()
sind. Wir schreiben sie in der ¥orm
= j)l 'l"l e j’lcxlc i ’11!/1 tt ) ([m,/,/m + -_13-:'1’2 + .13‘—’13 - O

und suchen, den Bestimmungen der Aufgabe gemiilz, nach

1) Leipz. Berichte 1912, S. 411 (fir den Jiy).
A w0, S 417,
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m-dimensionalen linearen Lisungen, nach solchen Losungen
also, die durch ein System von Gleichungen der Form

Clxl T + Cm L + 4
?/1 = l)”xl + /)l mLm + 7)

F-4

Y — blclxl + ])km Lin + ])/:
gegeben sind.

Um zunichst die Elementkoordinaten einer solchen m-di-
mensionalen KEbene zu bestimmen, sind noch diejenigen Glei-
chungen beizufiigen, die aus
dz—Spde — Zqdy—¢,dx,---F-cpday—p, de, — - —puda.,

ql(budl . —i—bl,,.dx,,,)

(jk(blc 1 (l:l/l + /'k n (ZJ/:”) =5
entstehen, wenn man die Koeffizienten der dz; gleich Null setzt.

Man erhiilt dann die erginzenden Gleichungen

Py =¢ 'flbn"' @b

P = Con — D1 — Db
Setzt man die Werte von 2,9, ..., ¥, Py . - ., P In die Dif-
ferentialgleichung ein und verlangt, dak sie erfiillt ist, so
erhiilt man durch Nullsetzen der darin noch vorkommenden
Koeffizienten der unabhiingigen Veriinderlichen x,...2,, ¢, ... ¢
und ihrer Produkte die Gleichungen

c+'}>(cf"'+crfx) =0
—b +C b +cmblm =

- hk + C bl: + cmbhm = O
und aulierdem

l+l’ll' +7']m = {

1 + bl;l : + bkm =0
l’x'lbjl e + {‘iml'jm =0 (‘ :*:/ = 1, 21 S 7‘)'

Sitzungsb. d. math.-phys, KI. Jahrg. 1914, 24
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Die ersten k<41 Gleichungen bestimmen ¢ und die b, ..., b,

wobel ¢, ..., ¢n ganz beliebig gewiihlt werden kionnen, die
. . . L(k41)
wetteren m -k GrioBen sind aber noch den weiteren ( e

Bedingungen zu unterwerfen. s fragt sich, wenn diese Glei-
chungen ldsbar sind, und wie grofi die Mannigfaltigkeit dieser
Lisungen ist.

Die Gleichungen haben, wenn man die by, durch V' —110;,
ersetzt, die Form von Orthogonalititsrelationen, woraus die
Bedingung fiir die Auflosharkeit leicht folgt.

Ist k> m, so denke man sich etwa

by, .
by -+ s Do

ey I)lm

bl“‘, L | bmm

den Bedingungen gemiis bestimmt, soweit sie diese Grifien
und weiter keine enthalten. Die Determinante dieser m? Grifen
ist dann dem absoluten Betrage nach gleich Kins.

Dazu kommen aber noch weitere Gleichungen, z. B.

T b b bioerr b biw =0 (r>Fh)
bu br! e + blmbrm =0

bmlbrl et + bnn:nbrm = 0.

Die letzten m Gleichungen zeigen, dali die by, ... bry
alle gleich Null sein miiliten, weil die Determinante von Null
verschieden ist, und das wire ein Widerspruch gegen die erste
Gleichung. TFir £>m sind also die Bedingungen nicht erfiill-
bar, wohl aber fiir £ <<m, und zwar erhiilt man dann gerade,
der Anzahl der Gleichungen entsprechend,

L(k—1)
g

= (nr - k;—1>

unablifingige Gréfsen 4y, und 1m ganzen

bm—Ff—
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: 41 - k
m b (m 5 ) = (1] <m - 2)

unabhiingige Koeffizienten.

Damit sind wir zu dem KErgebnis gelangt, daf die Dif-
ferentialgleichung (4) gerade

Gty (m=3)
» s (E+m=mn, m>F)

lineare m-dimensionale Integralmannigfaltigkeiten enthiilt.

Von diesen Integralmannigfaltigkeiten (Integral-L,,) bean-
sprachen aber nur diejenigen ein besonderes Interesse fiir all-
gemeinere Untersuchungen, deren Punkte nicht der singuliiren
Losung (5) angehoren, da ja bei allgemeinen Punkttransforma-
tionen die Differentialgleichung ihr Verhalten nur in der Um-
gebung eines Punktes allgemeiner Tiage nicht indert.

Es st also noch zu untersuchen, welche unter den so
erhaltenen Integral-L,, die Gleichung (5) identisch erfiillen. Um
dies festzustellen, bilden wir den Ausdruck

L@ by )
= M (U B D) e b @i (L D A D)
2@y wy (b by o A by b)) -
2, (0 by i) 4 - - -
B b}

und verlangen, dal er auf Grund der Bezichungen, welche die
Koeffizienten erfiillen, gleich

— 2= — (e, @+ -+ cutwm -+ ¢)
wird.
Hieraus folgt, dafi die by, jetzt Relationen zu erfiillen
haben, die aus den friiheren durch Vertauschung der Reihen
mit den Zeilen entstehen, und das tritt nur fiiv 7 =m ein?).

1) So hat die Differentialgleichung
i —pr—qy-+pg=0,
deren Churakteristiken die Tangenten des Paraboloides
Ty =290
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In diesem Fall sind aber auch die iibrigen Forderungen erfiillt.
In der Tat wird dann

hiby+ b = (—1) 46,0+ 0y 0= —¢
usw. und
Y0 =D+ (S Db e 04 = e

LiBt man also diese singuliiren (nicht durch Punkte all-
gemeiner Lage gehenden) Integral-L,, fort, so kommt das end-
gliltige Ergebnis:

Die partielle Differentialgleichung

Py L ) =0
ist fiir #>2 immer semilinear, sie hat im besonderen
dann immer

(k1) (vn — _‘) 4
ool = o 2 (dem=mn, m>F

m-dimensionale lineare Integralmannigfaltigkei-
ten [,.

Um einige Beispiele auszufiithren, geben wir die folgende
Ubersicht:
n=3 gibt nur m =2, p=213, Klasse: r=1
n=4 gibt m=3, n=>5, Klasse: r=1

n==5 gibt m=4, p=14 und m =3, x =0, Klasse: r=2.

Die beiden letzteren Fille sind insofern beachtenswert, als
hier bereits die Zahl der Parameter in den unterdimensionalen
Lisungen groker ist als die Anzahl der Parameter in einer
vollstindigen Losung betrigt (die letztere ist gleich n) — eine
Moglichkeit, auf die in fritheren Untersuchungen, wie es scheint,
von keiner Seite hingewiesen worden ist. In den beiden Fiillen
=23 und n=4 giht es auller den angegehenen Integral-L,

sind, 2 Scharen von o1l Integralgeraden, niimlich die Erzeugenden des
araboloides. Tn der Tat erfiillt der Verein
y==e¢, z=x¢, p=2=¢

die Differentialgleichung.
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bzw. Integral-L, keine weiteren unterdimensionalen Iutegral-
mannigfaltigkeiten, aus denen sich eine vollstiindige Lisung
aufbaven lifit. Fiir » =25 aber konnen aus den Integral-7,
leicht vierdimensionale Integralmannigfaltigkeiten abgeleitet
werden, die von den Integral-L, verschieden sind.

§ 2. Uber die Transformation der Kriimmungselemente.

Unter den Beriihrungstransformationen des dreidimensio-
nalen Raumes beanspruchen diejenigen ein hesonderes Interesse,
bei denen die charakteristischen Streifen einer hestimmten par-
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung in die Flichen-
elemente einer Pfaffschen Gleichung iibergehen. Sie nehmen
eine besondere Stellung ein, weil bei ithnen die ,im allgemei-
nen” hestehende gegenseitige Kindeutigkeit oder doch Endlich-
deutigkeit der Abbildung aufgehohen ist, insofern jedesmal den
o ! Fliichenelementen eines charakteristischen Streifens im Bild-
raum aur ein Element entspricht. Auch die Liesche Geraden-
Kugeltransformation gehort zu dieser Gattung?).

l. Allgemeine Untersuchung.

Bei derartigen Transformationen entsteht nun die Frage:

Wie werden die Kriimmungselemente K’ abge-
bildet, deren Triger die Flichenelemente der gege-
benen partiellen Differentialgleichung sind?

Diesen o* . oo = o7 Kriimmungselementen des einen
Raumes Li(z, y, 2) konnen im anderen Raum I (r,, y,.z) nur
w? ¥ = o Kriimmungselemente entsprechen, und die Voll-
stiindigkeit verlangt, daf iiber die Art der Zuordnung Rechen-
schaft gegeben wird, was hier geschehen soll.

Die aequationes divectrices der Beriihrungstransforma-
tion selen:

1) Vel die Bewerkung am Schlusse von Ne. 12 des in Anmerkung 1
venannten Artikels der Mathematisehen Enzyklopiidie.
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n S e 5) = O
2) iy Mo

1
Diese Transformation fithrt, wie wir gleich sehen werden,
die je ! Fliichenelemente eines charakteristischen Streifens
der aus (1) in Verbindung mit

af

df
573 5 __ _
29 p—}—ax—o. q+ayﬁ

durch Elimination von @, und z, entstehenden Differentialglei-
chung in je ein Klement der Pfaffschen Gleichung

dey—y, de, =0

itber. In der Tat erhilt man zur vollstindigen Aufstellung
der Beriithrungstransformation die weiteren Gleichungen

f 31’ L °f L er
3) 1+ 3.’13’ ’I‘T_ay"—~0]/
af of . (oF A Sf _ . (3f oI
ax, T oz, (3 @, T EES ) LTy 3z, st 9,:'1>

und diese zeigen fiir 2 =0, dai den o Flichenelementen des
durch (1), (2) und (27) gegebenen Streifens ein ganz bestimmtes
Element
Cp Yy i =Y =0

entspricht.  Fir die Transformation der ausgezeichueten
Kriimmungselemente (&), um die es sich 1 folgenden allem
handelt, sind die Formeln dann leicht zu berechnen. Durch
Variation der Gleichungen (1) und (2) erhiilt man zuniichst:

<ﬂ+ />’>L*<q+a/[)w+<i‘/‘ v a/)m + /"Jx—“

¢y

l al M ol VA
P '57‘}' (3./+<3 2, +p 13, ) ox, + (3.’/1 ’/18 )(3J1 =

Die erste Gleichung ist hier identisch erfiillt, in der zweiten
ist p, =1y, zu setzen. Wir haben dann noch die vier Glei-
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chungen (3) zu variieren, wobei 4 gleich Null zu setzen ist,

auBerdem natiirlich
h=n—u=0
und endlich
Op=7rox -+ 5oy, dq = sox 3 toy
Op, =0z, + 5,0y, 0g, =5,0m + £, dy,.

Wir lassen dp, und d¢, zuniichst stehen und setzen noch

o g S,
B3 2 == ,f S 3 = A == ']
2 '+8J;'~’ #, S—{_axay 5, t+872
und auberdem
oI’ oI’ d I
) dz, + ‘]/‘azl - dx,’
Daun kommt
oI’
Loz 4 Soy 4 (o, 84) = 0
. oI’
Soxw+ Toy -+ by, — 04) 3y =0
oI’ oI af oI arl
Yo - ) y x : —
3z 01 ay(!/%—(p‘azl—{_(n‘ax, g dx, d
(3’/,1 'af = 0] af
2z, 3z,
und dazu von oben
' lI
o F m+ PR L f(SJ,‘—O

ox &y

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich:
aJ—jrS:LJr- (3_/ = ((3/—13.1,)
D) (T oF al"\®
T —2 ol i
() b(aJ( J)“’(ay)
o nT— Sz

und aus den drei letzten weiter
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wog, = (w— g%) dxy — ;ﬂf Sy,

1 “1
af drr oI’
. , N Sg = {w
2, op, + (z dx1> oy, <u 8x1> ox,

und, wenn man die Bedeutung von dp, und d¢, beriicksichtigt,

Sy == 1 o
1 = W —
! dz,
of
L= — /
9z,
6) -
g LF d Eya
s L s -+ 7, ! = 1w —
da, 3z, 3,

dr ef
t <1L dx,) + 5 2:, 0.

Die drei ersten Gleichungen driicken (in Verbindung mit
(1), (2), (4) und (b)) die Koordinaten r, s, und ¢, aus, die vierte
zeigt nur, daf der Ansatz auf keinen Widerspruch fithrt und
dient mit zum Beweis der Richtigkeit.

Damit ist die gesuchte Abbildung der ausgezeich-
neten Kriimmungselemente vollstindig gegeben, und
es handelt sich jetzt nur mehr darum, das Ergebnis zu deuten.

Die Gleichungen ergeben zuniichst die von vornherein selbst-
verstindliche Tatsache, dai jedem ausgezeichneten Element des
laumes (2, i, £) auch ein ausgezeichnetes Kriimmungselement /|
des It (x,,2,) entspricht, d. h. eines, dessen Triiger ein Fliichen-
element der Pfattschen Gleichung

([,C'l ——yl ([.L" = () ([) =y, ¢ = ())

ist; sie zeigen aber weiter, dali man im /2, nicht alle aus-
gezeichneten Kriimmungselemente erhiilt, sondern zu jedem
Flichenelement der Pfaffschen Gleichung nur o2, denn
aus (2) und (6) folgt durch Elimination von @, y und « eine

! T v o —., g o~ . J
Gleichung zwischen z,y,2, und »s¢,.
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So entsprechen z. B. bel der Beriihrungstransformation
24 zx,+yz fxe =0
I (w+ea)+y(+a)=0

den ausgezeichneten Kriimmungselementen des IR (z, %, 2) nur
solche, die die Gleichung

2ty —s)+s,+1=0
erfiillen. (Dies folgt unmittelbar aus dem weiter unten stehen-
den System von Gleichungen.)

Den w7 ausgezeichneten Klementen /‘ entsprechen also
unter den «® ausgezeichneten Hlementen K| nur gewisse oo
Elemente K. Zu jedem solchen Element K} kann man dann
umgekehrt die entsprechenden Klemente A’ leicht angeben.
Durch ein Element K7 ist nimlich z, ¥, 2 und « bestimmt,
also ein Flichenelement des Ii(z, y, #) und, ihm anhiingend,
»? Krtiimmungselemente I,

In unserem Beispiel lautet das vollstindige System der
Gleichungen so:

d4ar +yz +uz,=0
e +yly+2)=0
pHe, =0, ¢g+z=0, pp=1vy,, 4,=0
t —2sy, +ry;
rto s
s = 1w — 2y,
for=—(y—+a)
S 00 —2y) o (i +2) = w—y,.
Liegt emn ausgezeichnetes Klement A7 vor, so liefern die
letzten Gleichungen # und w0, die beiden ersten z und 2z, die

Koordinaten », s und ¢ sind dann in der Tat nur noch der
einen Bedingung unterworfen, dal w einen vorgeschriebenen
Wert hat.

Wo aber bleiben im R(z,4,2) die Bilder der anderen
vonden A} verschiedenen ausgezeichneten Kriimmungs-
elemente NG?
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In diesem Fall mufi «w unbestimmt werden, es miissen also
die Gleichungen

aI™N\? alal Q17\?
) _—2 U N 22l =(
]‘<ay) S ay+l(ax) ¢
und
RI— 8= 0

hestehen, die sich ersetzen lassen durch

],8]' . 5,3]' _

N o 3y P 0
/
EVi 3l
S —=—1_" =0.
Y o

Die Bedeutung dieser Elemente ist leicht festzustellen: es
wird sich zeigen, daly wir einfach mit Krimmungsclementen K*
der durch die partielle Differentialgleichung gegebenen Flichen
zu tun haben.

In der Tat, wenn
gt fle 2, 2)=0
in Verbindung mit

of of '
I 8x1+.7/1371 .—_(), 51=y(xl), ylzy:(.,;l)

<

irgend eine Lisung ist, so bekommt man mit Anwendung der
Abkiirzungen (4) zur Bestimmung von r, s, ¢ die Gleichungen

x

Rdz + Sdy + ai <aa{) dr, + v, a? (;/) dz, =10
AR 2y

. -~ 2 [\, 3 [3f
Sde 4 Tdy + T (By) dry 4y, 3z, (8,1/> de, =10
oder
: ol !
Rdx 4 Sdy + = dr, =0

v
1

Sdae 4+ Tdy -+ 2l da, =0
oy

und dies fithrt aut die Gleichungen (7).
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Den Elementen K entsprechen also die von den K7 ver-
schicdenen Elemente /i und zwar ist durch ein Element K*
nur der Triiger von K| hestimmt.

Das Krgebnis moge nun noch zusammengefalit werden:
Der Betrachtung unterworfen sind gewisse Bertihrungstrans-
formationen des dreidimensionalen Raumes [ (z, y, z), diejenigen
nitmlich, welche den o®- w?! Flichenelementen E' einer par-
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung die oo® Flichen-
elemente I einer Pfaffschen Gleichung des i (z,,y,,2,) zu-
ordunen, so zwar, dal jedem charalteristischen Streifen der
Differentialgleichung ein KElement der Pfaffschen Gleichung
entspricht.

Genauer untersucht wird die Abbildung der =7 Kriim-
mungselemente K'(z, y, 2, p, ¢, r, 5, ), deren Triiger die ange-
webenen Elemente [ (x,y, 2z, p,¢) sind, und unter denen die
»° Kritmmungselemente A, welche den Losungen der par-
tiellen Differentialgleichung angehoren, eine besondere Klasse
bilden.

Ausgezeichnete Kriimmungselemente Ki des B, (x,y, #,)
sollen ferner die o Kriimmungselemente heifien, deren Triiger
die I'liichenelemente Ity sind.

Dann zeigt unsere Untersuchung, daf die folgenden Sitze
hestelien:

1. Binem Element A”, das nicht der Klasse A" angehort,
entspricht kein allgemeines Klement Aj; die Bilder A} der K’
sind vielmehr der Bedingung unterworfen, dafi noch eine ge-
wisse Bezichung zwischen 7y, £, s, 2,, y,, 2, besteht.

2. Jedem Element K mit dem Triiger I entspricht ein
heliebiges Element A7 mit dem Triger [d].

3. Jedem Element K7 mit dem Triiger Ii} entsprechen
«? Klemente A", deren Triiger ein bestimmtes unter den ot
dem Flichenelemente I zugeordneten Klemente [o° ist.

{. Jedem Element A mit dem Triiger F,, das nicht der
Klasse AT{ angehirt, entsprechen oo? Klemente A7, deren Triiger
die Elemente 2 des charakteristischen Streifens sind, dessen

Bild 147 st
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Soviel liBt sich ganz allgemein aussagen. Will man die
noch vorhandenen Unbestimmtheiten beseitigen, so werden dazu
in jedem einzelnen Fall besondere Grenziibergiinge nétig, die
aber zu Krgebnissen von allgemeiner Bedeutung nicht fithren
kénnen.

2. Die Liesche Geradenkugeltransformation.

Der Vollstindigkeit halber wird hier noch angegeben, wie
sich die Verhiiltnisse bei der Lieschen Geradenkugeltransfor-
mation?) gestalten.

Um die Formeln nicht zu unibersichtlich zu gestalten,
gehen wir nicht von den aequationes directrices in der bei
Lie angegebenen Gestalt aus, sondern wir wiihlen die Gestalt

rtw i, =0
oy —z—y =0,

die aus der ersteren durch eine sehr einfache Transformation

X+iY=x
X—iY=y
L=z

des Raumes der Kugeln sich ergibt.
Die Formeln fitr die Bertihrungstransformation werden dann
Vi4+4p
14+ VI1i4-4pq

= 2 y Y =yx,— 2, &= —2—2F

Ly

=240, 6=zt

und es 1st dann
wr=1—44py=20

14 P24 2= 0)

diejenige Difterentialgleichung, deren charakteristische Streifen

(bel Lie:

in die Flichenelemente des Bildraums iibergehen, die einer

H Vel Lie-Scheffers, Ceomelrie der Berithrungstransforma-

tionen 1. [Leipzig 1896, S. 163,
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bestimmten Pfaffschen Gleichung geniigen, niimlich der Glei-
chung

dz, -y, da, + 2z, dy = 0.

In der Tat entspricht dem charakteristischen Streifen, der
durch die Gleichungen

zt+ae+c=0
ay— 2—b=70
1 «
P=Ta 15y

gegeben ist, das Flichenelement

ey=a, y,==40 z =c¢, p=0b ¢ = -a.

Um sodann die KElemente zweiter Ordnung zu transfor-
mieren, bedienen wir uns eines von Engel?) angegebenen Ver-
fahrens, das, fiiv andere Zwecke eingefithrt, auch fiir die wirk-
liche Berechnung, also die Erweiterung einer Berithrungs-
transformation, sich unenthehrlich erweist.

Man hat zu diesem Zweck die Gleichungen

dp = rde 4 sdy, op=rdz+ sdy
dg = sdz + tdy, dq=sdx+tdy

zu betrachten. Aus ihnen folgt, wenn man

dydz —dzdy =1

rt —s* =u

) F'. Engel, Die hoheren Differentialquotienten. (Leipz. Berichte
1902, 8. 17—51.) § 2. (Die Elemente zweiter Ordnung im Raume). Mit
diesen Elementkoordinaten lifit sich z. BB. nachweisen, daff die finf
Gleichungen, die rysyt;uy durch 7, s ¢, w ausdriicken, auf keinen Wider-
spruch fithren, obwohl doch nur drei GroGen (v, s, ¢ bzw. rysgty) unab-
hiingig sind. (Vgl. die Dissertation von O. Lier, Uber Flichenscharen,
die durch Berithrungstransformationen in Kurvenscharen iiberfithrbar sind.
(Ureifswald 1909), S. 3—7.)
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dpda— dpdy = sv
dpdy —opdy = —rv
dgdz—dqdr =tv
dqdy —dqdy= —sv
dgop— dqdp = uv.

Die zweirethigen Determinanten kénnen dann in den Rech-
nungen beniitzt werden als homogene Grofien, und es ergibt
sich als Tafel, aus der die Erweiterung, d. h. die Transformation
der », s, { abzulesen ist:

ro SV tv Hv v
2y 2y(1+2p9) _ 1 .
LN —p T T =20y e =l
7 1+42pq y
R - s : s ()
1% P £ P r + Vi
|
t,v, 0 0 0 L0
P
o a, 0 0
", v, - 41)3 -+ o P
o o,
) L - (
v, + 1y i +p ) 0

Dabet sind die Abkiirzungen gebraucht
w=4V1+4 4pq
o, = w414 2pq, oy, ==+ 1+ 2 pg.

Setzt man hierin w gleich Null, so ergeben die beiden
letzten Zeilen

w,H+1=rt —si+1=0.

Diese Gleichung sondert also die frither mit A’{ bezeich-
neten Elemente aus, deren Triiger das Flichenelement ist

Ty Yp e Py = Uy, 1 = .
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Die Elemente A" sind hier gegeben durch

14+4pg=20
in Verbingung mit

rig 4 sp =10

sqt+itp=0,

woraus noch folgt
w=rt—st=0,

Wendet man diese Gleichungen an, so zeigt sich, dat die
durch die Tafel bhestimmten Grofen der ersten Reihe siimtlich
zu Null werden, also », s, und ¢, vllig unbestimmt.

Wollte man den Grenziibergang ausfithren, so wire der
Ansatz zu machen:

e+ 1 e—1
R 1= e
= s} 1, f=—se~20 4,

Je nachdem wie man dann bei festgehaltenem « und s die
drei Grofien e 3 und ¢ zu Null iibergehen Liit, erhilt man
ganz verschiedene Werte von », s, und .



