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Zur Theorie der Lichthogenschwingungen bei
Wechselstrombetrieb.

Von A. Sommerfeld.

Vorgelegt in der Sitzung am 4. Juli 1914.

Die Herren Rukop und Zenneck haben kiirzlich *) inter-
essante Versuche {iber die Schwingungen in einem Konden-
satorkreis verdffentlicht, der durch einen Lichtbogen mit einem
von Wechselstrom gespeisten Primiirkreis gekoppelt ist. Wenn-
gleich durch die systematische Anordnung der zahlreichen Auf-
nahmen (im ganzen 63 oscillographische oder mit der Braun-
schen Réhre gewonnene Photogramme) die theoretischen Ver-
hiiltnisse von den Mxperimentatoren selbst schon hinreichend
gellirt sind, so schien es doch nicht iberfliissig, eine quanti-
tative Theorie zu entwickeln, um so mehr als es sich um ein
Problem handelt, das mioglicherweise fiir die drahtlose Tele-
graphie bedeutungsvoll werden kann, das Problem: die Wechsel-
zahl eines Generators auf den dreifachen (resp. fiinffachen,
siebenfachen ete.) Wert heraufzutransformieren.

Der wesentliche Schritt, um die mathematische Behand-
lung einfach und durchsichtig zu gestalten, war der, die
Charalkteristik des Lichtbogens aufs iiufierste zu idealisieren.
Nicht nur wurde angenommen, dali die Spannung des Licht-
bogens durch den augenblicklichen Wert des im Lichthogen
flieBenden Stromes gegeben sei (dak also von der Vorgeschichte
des Stromes und den dadurch bedingten Temperatureinfliissen

1) Ann. d. Phys. 44, p. 97, 1914,
18*
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QA fp——

Fig. 1.

abgesehen werden kann), sondern es wurde diese Spannung
auch als konstant und fiir die eine und die andere Strom-
richtung als entgegengesetzt gleich angesetzt. s wurde also
die in Iig. 1 ausgezogene Charakteristik (V, /) zu Grunde
gelegt. Dieselbe ist fiir die Gleichstrom-Lichtbogenschwin-
gungen?) nach der Duddelschen Bedingung bekanntlich unzu-
reichend; fiir deren KEntstehen ist vielmehr wesentlich, daB
die Charakteristik mit zunehmendem Strome fiillt, wie in ein-
fachster Schematisierung durch die punktierten Linien der
Fig. 1 angedeutet wird. KEs ist aber bereits von Rukop und
Zenneck betont, dab Wechselstrom- Lichtbogenschwin-
gungen auch bei durchweg steigender (resp. nicht fallender)
Charakteristik moglich sind und daf hier im allgemeinen zwei
verschiedene Erregungsarten zu unterscheiden sind: die Er-
regung der Schwingungen infolge fallender Charakteristik wie bei
Gleichstrom und die inshesondere bet Wechselstrom wirksame Er-
regung infolge einer plotzlichen Neigungsiinderung der Charak-
teristik. Indem wir die Charakteristik wie in Fig. 1 schemati-
sleren, verzichten wir auf die erste Erregungsart, bringen aber

1) Die sogenannten ,Lichtbogenschwingungen erster Art.” Fiir die
Theorie der ,Lichthogenschwingungen zweiter Art“, bei denen der
Lampenstrom wiihrend eines endlichen Bruchteils jeder Periode erlischt,
ist dagegen unsere Charakteristik bereits von Herrn H. Barkhausen
(Diss. Gottingen 1907) erfolgreich verwertet worden.
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die zweite zum schirfsten Ausdruck. Wir kommen dabei zu
theoretischen Resultaten, die das Neue der Wechselstrom-
versuche treu wiedergeben und zwar auf mathematisch ein-
fachem Wege mittels geschlossener, leicht diskutierbarer Aus-
driicke. Die in Iig. 1 punktierte Charakteristik, welche das
Hinzutreten der obengenanuten ersten Krregungsart bewirkt,
wird von anderer Seite behandelt werden.

Herrn Kollegen Zenneck verdanke ich die Anregung zu
der nachfolgenden Studie und mehrfachen sachkundigen Rat
bei threr Durchfihrung.

§ 1. Vernachldssigung der Dampfung im Kondensatorkreis.

Schaltung und Bezeichnungen sind aus Fig. 2 ersichtlich.
% sei der Speisestrom, y der Kondensatorstrom. Dann ist
J =@ —y der Lampenstrom. Die Zeitpunkte, in denen Strom
und Spannung im Lichthogen sich umkehren, sind gegeben
durch o = 0, d. h. z =y. Wir legen diese Zeitpunkte auf

(1) t=0, £1 *2T

indem wir unter 7' die Halbperiode des Speisestromes ver-
stehen.  Die elektromotorische Kraft im Speisestromkreis setzen
wir an zu

(2) Il = Acosp(t —t,), p= ;v
D A L
0. J|
:i“? Y
{
= v =
J,
MWW
B R
Fig. 2.
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p ist also die Kreisfrequenz des Speisestromes; die Phase £,
der elektromotorischen Kraft miissen wir zuniichst unbestimmt
lassen, da wir iiber den Zeitpunkt ¢ = O bereits verfiigt haben
als Phase der Umkehr des Lichthogenstromes. Die Phase {,
der elektromotorischen Kraft wird sich erst am Ende der mathe-
matischen Durchrechnung ergeben.

D ist die Selbstinduktion einer Drosselspule im Speise-
kreise, C, L, R Kapazitit, Selbstinduktion und Widerstand im
Kondensatorkreise. Wir setzen in diesem § zuniichst 1t = 0,
wodurch die Rechnung von allem mathematischen Ballast be-
freit wird, Im niichsten § werden wir die nicht unwesent-
lichen Modifikationen nachtragen, die bei Berticksichtigung des
Widerstandes 12 in mathematischer und physikalischer Hinsicht
entstehen; unter 22 sind dabei nicht nur die Ohmschen Wider-
stiinde sondern auch die Verluste zu verstehen, die in der
Kapazitiit C oder (bei der Verwendung in der drahtlosen Tele-
graphie) in der Ausstrahlung ihren Ursprung haben.

Mit  bezeichnen wir die Ladung des Kondensators, so dafi

dy
) y="5"
mit g die Kreisfrequenz des Kondensatorkreises, so daf3
2 1
(4:) = L(y'r

das Verhiilltnis dieser Frequenz zur primiiren Wechselstrom-
frequenz p ist, wie von vornherein klar, fiir die Stirke der
Kondensatorschwingungen bestimmend. Die Differential-
gleichungen unseres Problems lauten dann:

g g dz = ) . ? e
(5) E=D d; 1V, 8 V= L<'HZ + ,,).

wo V' die Spannung zwischen den Punkten 4 und B der
Lichthogenbriicke hedeutet.

Diese Spannung V ist nun bel der in Fig. 1 angenommenen
(ausgezogenen) Charakteristil und nach unserer Annahme iiber
die Phasen der Umkehr des Lichthogenstromes als explizite
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Vv
BT -2rl T i T fer far Tt
Fig. 3.

Funktion der Zeit durch TFig. 3 gegeben: V springt zwischen
den konstanten Werten £« hin und her und zwar in den Zeit-
punkten (1). Wir entwickeln V in eine Fouriersche Reihe,
welche wegen des (vom Zeitpunkte £ = 0 beurteilten) ungeraden
Charakters der 7-Linie nur die Sinus-Glieder enthalten und

2t
nach Vielfachen des Argumentes = pt fortschreiten wird:
2

W) V= Ya,sin npt.
Die Ausrechnung gibt

0 ... ngerade

ay, = 1 4a
l - . 7 ungerade.
an
Also
(8) V= 5 > 1sin npt.

T1,85..0

Um die Gleichung (6) fiir die Kondensatorladung » zu
integrieren, setzen wir an

(9) y == 2, sinnpt.
Der Vergleich mit (7) resp. (8) liefert
(10) ) — Un 1 da 1

Lg—np! Lang@—nip*

Allerdings ist der Ansatz (9) nur eine partikulire Lisung
von (6); um die allgemeine Lisung hinzuschreiben, hiitte man
zu () noch hinzuzufiigen :
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(11) a cos gt 4 fsin gt

als frele Schwingung des Kondensatorkreises. Wenn wir nun
auch I = 0 gesetzt haben, so kdnnen wir doch annehmen,
dafy im Verlaufe der Zeit bel Dauerbetrieb die freie Schwin-
gung (11) durch Dimpfung verschwunden sei. Wir werden
also mit der partikuliiren Losung (9) allein operieren und zeigen,
day wir mit ihr allen Bedingungen des Problems geniigen
konnen. Aus (9) folgt noch durch Differentiation nach ¢

dap cos npt

9 y = npb, ! = '
(12) Yy npb, cos npt Lot w5 — m2p?

Wir haben sodann die Gleichung (5) fiir den Speisestrom z
zu integrieren. Hs wiire auch hier mdglich aber unniitz um-
stiindlich, die Losung in Form von Fourierschen Rethen anzu-
setzen. Bei der Einfachheit der Gleichung (5) kommen wir
nimlich durch direkte Quadratur zu einer geschlossenen Formel
filr @, die man auf dem Umweg iiber Fouriersche Reihen erst
durch Summation derselben erhalten wiirde. Allerdings miissen
wir dann, wegen des Sprunges in V, zweil verschiedene Inter-
valle und zwel verschiedene Darstellungen fiir « unter-
scheiden:

1) 0<t<T, a;=4:1=15f(E—cl)(lt,
2) —TI<t<a, v=u1,= Il)f(l')—}—a)dt.

Dies liefert wegen (2)

A . a
[ &, = ) sin p(t — ;) — j)f + ¢,
(13)

A . a
&y :];DSIHI’(t_t°)+])t+C2'

Die beiden Integrationskonstanten ¢;, ¢, bestimmen sich
leicht wie folgt: Zuniichst muly # stetig verlaufen an den Uber-

e

gangsstellen 1 = 0, ¢ = = 1, und zwar an letzterer in dem
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Sinne, dat z, fir t = 4 T gleich z, fir { = —7' wird.
Wegen der Stetigkeit bei ¢ = 0 erhiilt man sofort

(14) Cl = 02 — c,

wodurch gleichzeitig der stetige Anschlub bei ¢ = £ 7 ge-

sichert ist, vgl. Fig. 4; hier stellt die gebrochene Linie NO I
. *at . .
die Terme —p in x, hzw. x, dar, welche, sich periodisch
fortgesetzt, in N und P, stetig aneinander anschliefen (wenn
auch natiirlich mit unstetigen Neigungen). Um nun die Grofie
von ¢ zu bhestimmen, haben wir nur zu beachten, daB im
Speisekreis ein wirklicher Wechselstrom fliefen soll, d. h. ein
Strom vom Mittelwert Null. Da nun in (13) der erste Term
rechts fiir sich den Mittelwert O ergibt, der zweite Term aber,
nach seiner Darstellung in Fig.4, den durch die strichpunlktierte

isal

JZJ besitzt, so mul die

Integrationskonstante ¢ so gewiihlt werden, dafi sie diesen
Mittelwert gerade aufhebt:

Gerade dargestellten Mittelwert

.
15 . O
(15) ‘T

Denselben Wert findet man natiirlich auch analytisch aus
der Bedingung

T 0
j‘;vl dt -}—fxgdt =0,
0 —-T

Mit (14) und (15) lautet die Darstellung (13) {fiir den
Speisestrom

&
-2T T ‘o +T  +2T #3T ¢
e R e _aﬂx ._,‘/7z_
AY
& a 't
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4 . a T
z, =p])smp(t-—t0)——]) (t»— 2), 0<t< T,

11

(16) bz a
x, = ¥ sinp(t —t,) + D (t + 9

),—1<w<u

Fiir Werte von # auBerhalb des Intervalles — 7'<t<+T
ergibt sich der Wert des Stromes z natiirlich durch periodische
Wiederholung des fiir das Intervall — 7'<¢ <<+ T erhaltenen
Verlaufes, wie bereits in I'ig. 4 teilweise (d. h. mit Ausschlufy
des ohnehin periodischen ersten Termes in (16)) angedeutet.
Dies bedeutet, dafi wir z B. fiiv das Intervall (2n —1)7T<¢
<(2n 4 1) 7" nicht die Formeln (16) direkt anzuwenden, son-
dern dafi wir darin ¢ durch £ — 257 zu ersetzen haben.

Nachdem wir in (12) und (16) y und z einzeln dargestellt
haben, bleibt uns iihrig, sie miteinander in Beziehung zu
setzen. Dies geschieht durch die am Anfange dieses § ge-
forderten Bedingungen des momentanen Lampenstromerloschens

(17) x=y fir t=0, =7, £27, ...

Bezeichnet man mit z, den Wert von z = z, = z, fiir
t =0, ebenso mit y, den Wert von y fiir £ =0, entsprechend
mit zpp die Werte von @ fiir ¢ =471 oder t = —1, so

schlieft man sofort aus (12) und (16)

Xy =$+3T= AR )
Jr_,r_k_,,[:w_*_AlT:___:—*-xo
Yir = Yasr = ==Y

y+2r1v:]/+47'= e . == —i—yo
Infolgedessen sind die siimtlichen Ubergangshedingungen
(17) erfilllt, sobald wir nur die eine Bedingung fiir £ = 0 er-
fiillt haben
(17a) Ty = Y,-
Zu ihrer Befriedigung haben wir gerade noch einen

unhestimmten Parameter zur Verfiigung, die Phase /) im
Ausdrucke der elektromotorischen Kraft. Indem wir diese
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gemiifs der Bedingung (17a) wihlen, ist unser Problem mathe-
matisch abgeschlossen.

Aus der ersten oder zweiten Gleichung (16) ergibt sich

als Wert von z fiir ¢ = 0 mit Rilcksicht auf 7 = ;
Yo
A
(18) Z, = ~ D sin pf, + Jpl)

Andererseits folgt aus (12) fiir £ = 0:

dap ! -
19 [ ©, = >, - .
( ) Yo = La ¢ 1,3,5,...’12“—”2]”2
Die hier eingefithrte Summe @ ist im wesentlichen die
bekannte Partialbruchzerlegung der Tangens-Iunktion. Man
hat niimlich?)

Sz

19a toz =
( ) @7 1,3,5,..‘722712 — 4
also

b 71 P v 1

2 2p T oy, NPt — g
mithin
) —e=2 L} .

L gt dgqp T2y

Somit ergibt sich

LY
21 Yy = —
( ) .7/0 Lfl nx)p

Wegen (18) und (21) geht die Gleichung (17a) iiber in

A T oa a g

p) Sm/lf():fp]) Ly tg 2

Indem wir die Abkiirzung einfiihren

aq

22
( ) 2p°

Jre
|

) Vel oz B H, Burkhardt, Algebraische Analysis. § 84, Gleichung
(12}, p. 191,
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schreiben wir die vorhergehende Bedingung iihersichtlicher so:

(23) Asin pt, = : a (1 + j) tg;;) .
2 &
Somit ist die urspriinglich unbestimmt gelassene Phase £,
eindeutig bestimmt,
Wir sehen aber, daBi diese Bestimmung nicht immer mog-
lich ist.  Vielmehr mufi, damit der Sinus absolut genommen
kleiner als 1 austiillt, die Bedingung erfillt sein

oH g Dtgé
(24) A>2“}1+L :

Wenn sie verletzt ist, bestehen unsere bisherigen Betrach-
tungen nicht zurecht, und es treten neue Schwingungsformen
ein, die sogenannten Lichthogensehwingungen zweiter Art, bel
denen der Lampenstrom wiihrend einer endlichen Zeit inner-
halb jeder Halbperiode erlischt. Im Rahmen unserer bisherigen
Rechnung (Vernachliissigung des Widerstandes) sind die Be-
dingungen fiir diese Schwingungen jedenfalls dann gegeben,
wenn tg & sehr grofy wird; dies tritt nach (22) immer dann
ein, wenn die Kigenfrequenz ¢ des Kondensatorkreises
ein ungerades Vielfaches der Frequenz p des Speise-
stromes ist. In diesem Falle wird auch die Stromamplitude
im Kondensatorkreis sehr grof, wie aus (21) oder auch un-
mittelbar aus (12) hervorgeht. Wir haben einen typischen
Fall von Resonanz und ein unendliches Anwachsen einer der
Partialamplituden, aus denen sich y in (12) zusammensetzt.

Wir beschlieten die Behandlung des dimpfungsfreien Falles
mit der Berechnung des effektiven Kondensatorstromes, wie er
direkt an einem Hitzdrahtinstrument gemessen wird. Der effek-
tive Strom wird mit y bezeichnet; er ist zu definieren durch

+1
yi= .)I],‘ fyﬂ dt.
i

Indem wir aus (12) einsetzen und heachten, dal
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4T 4T
L Tpptdt = : 1 t cos tdt =0
o Jeostaptdt =, 5, |cosnpt cosmptdt =
—7 —r

ist, ergibt sich

.....

Die Summe ¢, liBt sich aus der fritheren Summe @ in
Gleichung (19) durch Differentiation ableiten. Es ist niimlich

dy
= — )
(Zq Zq(UIV

also wegen (20) und (22)

_ a7 d (1 ] ad tgé at 1 d tgk
T 8pgdyg &

o Jr
. — o = - = T .
32pPqds & bdp* & ds &

U1 [

q T 2p

In (25) eingesetzt, ergibt sich

2Lyp

Sdi ¢ 2

: 1 7 2 o £ - 9k - -
(26) y®= 9( Ll ) 1 (Z'_ tg & 1< az > & —sin ¢0c“o§¢.
2 £ 3 Gos

Sk
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Fig. 5 stellt den effektiven Strom y in seiner Abhiingigkeit
von & d.h. im wesentlichen dem Frequenzverhiiltnis g:p dar.
Die Maxima von 7 liegen an den Stellen

cos$ =0, d. h. ¢ = unger. Vielf. von p

und sind unendlich groti. Wegen des Auftretens von Schwin-
gungen zweiter Art und wegen Vernachlissigung der Diimpfung
haben sie keine physikalische Bedeutung. Die Minima ergeben
sich in hinreichender Niherung fiir

sin$ =0, d. h. ¢ = ger. Vielf. von p.

1

Thre Grisfe ist proportional zu _; sie liegen also auf einer

e

gleichseitigen Hyperbel.

Wenn auch ein zablenmiifiiger Vergleich mit den Beobach-
tungen wegen Vernachlissigung des Widerstandes untunlich ist,
so erkennt man doch m dem Verlauf dieser Figur bereits die
wesentlichen Ziige der von den Herren Rukop und Zenneck
gefundenen Resultate sowie die Moglichkeit, die Frequenz p
einer Wechselstrommaschine aut ein ungerades Vielfaches der-
selben mit erheblicher Grifie der Amplitude zu transformieren.

§ 2. Beriicksichtigung der Didmpfung.

Wir behalten die Schaltung in I'ig. 1 und alle friiheren
Bezeichnungen bel. Indem wir den Widerstand I beriick-
sichtigen, fithren wir die Abkiirzung ein:

(27) 0=

Die Differentialgleichungen des Problems lauten dann:
0g o dz .
("5) = ]J dt 'Jf_ J ;)

, d*y d
94 T s e
(29) J L <(/{2 “+ 0 o oy 7;)
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(28) ist mit der fritheren Differentialgleichung (5) identisch;
auch der Verlauf von J und seine Fouriersche Darstellung in

Gleichung (8) bleibt — bei gleicher Verfiigung iiber die Zeit-
punkte der Stromumlkehr im Lichthogen — ungeiindert er-

halten. Deshalb iibertrigt sich auch die Darstellung (16) {fiir
den Speisestrom und der Wert (18) desselben fiir den Zeit-
punkt £= 0 ohne Anderung auf den jetzigen Fall. Abzuiindern
ist nur die Integration der Differentialgleichung (29) wegen
des hinzugetretenen Dampfungsgliedes. Wir setzen jetzt — im
Gegensatz zu (9) — an

(30) = 2bysin(npt — y,)
sowie — in Ubereinstimmung mit (7) und (8) —
L da 1.
V= Yua,sinupt = bT - sinnpt.
Y188, ...

Aus der Differentialgleichung (29) bestimmen sich dann die
beiden Reihen von Unbekannten b,, 7, in bekannter Weise zu

a, fa 1

b, =
l VLU enp LAV (gt 4 oy
onp n'p?— q?
t()"«/, = = ~ cCoS Y, = — — I .
\ PO — a Vi(g®—n®p) + (onp)?

Von der Hinzufiigung einer freien Schwingung im Kon-
densatorkreis kann man aus den schon im diimpfungsfreien
Falle bei Gleichung (11) dargelegten Griinden absehen. Von

. . " d
der Ladung 4 gehen wir sogleich zum Strome y = (1;/ iiher
und erhalten
dap _ cos (npt — y,)

Y= 2b.npcos(npt —y,) = = L Vi 7221)2)2+(0”1))2.

Der Kondensatorstrom reproduziert sich ebenso wie im
dimpfungsfreien Ialle nach der Periode 2 7' des Speisestromes
und wechselt je nach der Halbperiode 7' das Vorzeichen. Wir
haben daher, wenn wir wie frither mit 4, den Strom fiir ¢ =0
bezeichnen:
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y+'r=?/+3:l‘= o4 — __yo’

Y421 = Yaur ="+ Yo

Die frither geforderten Bedingungen (17) fiir die Zeitpunkte
des momentanen Krlischens des Lampenstromes sind daher auch
jetzt siimtlich erfiillt, sobald nur fiir die Befriedigung der einen
Bedingung

a9 —

(33) Ty = Yo

gesorgt ist, was wiederum durch geeignete Wahl der Phase 7,
im  Ausdrucke (2) der elektromotorischen Kraft zu ge-
schehen hat.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir zuniichst einen

bequemen Ausdruck fiir den Stromwert y, ableiten. Dieser ist
nach (32) und (31):

(34) e dap e p?— ot
Yo = La 1,8,3,... ()221)2 £ l['))g —1— (9”1,)2'

Um den Anschluf an die frither in (22) definierte Grifie &
zu gewinnen, fithren wir die Abkiirzungen ein:

T
e :I-I/T— 4 T0

35 = =
s} 2p 2l 4p’

Sre

deren erstere mit o =0 in der Tat in das frithere & iibergeht.
Es wird dann nach (19a) zunfichst

tg(é+ i) __ 8p° > 1

5‘1_ .)/ 72 ,8,5,... ]/ 9 0?2 L0 8
ngpg—( ==k :;)

Nach einiger Rechnung findet man, wenn ® und 3 die
Zeichen des reellen und imaginiren Teiles der dahinter stehen-
den komplexen Ausdriicke bedeuten:
gEtin 82 1/, ¢ 5 1

g ¢

o
(37 3 e - 4]'3%’“.(712],2_42)2_{-(97’;]})2
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ju—y

8p? nip? — 2

(8) gRbgE+in) =0 B ha et Gup)

Ure

Somit nach (34)
an 1 S
(39) ?/o=——2LpEmtg(§+w/).

Will man die komplexen Ausdriicke nachtriiglich durch
reelle ersetzen, so beachte man, daf3

. sin2& 4 iGin2y
y te 2 e _
&) BT =" 0528 + Goj2y "
tg(&+ing) 1 Esin 28 4 9 &in2y
&4y G

(&) cos 2& 4 Gof 2y

£ &in 29 — 9 sin 25}
cos 2& + Gof 2y

Man beweist dies unschwer, indem man die Tangens-
Funktion durch die Exponentialfunktion darstellt; &in und
Cof bedeuten die hyperbolischen I'unktionen. Nach (40) ergibt
sich also aus (39):
aa sin 2&

42 Yy = = 5 3 .
(42) Yo 2Lp&cos2E 4+ Co 2y

Nunmehr gehen wir auf die noch zu erfiillende Gleichung
(33) zuriick. Da @, wie bemerkt den fritheren Wert (18) un-
geiindert beibehiilt, koénnen wir diese Bedingung folgender-
mafien schreiben:

. R0 D1 sin 2¢&
(43) Asnpty =45 {14+ F 7 —5— .
2 L& cos 28 + Cof 29

Mit R =0, 0 =0, 4y =20 geht sie, wie man sofort sieht,

in die frithere Bedingung (23) iiber, indem

sin 2§

— “=th
14 cos2&

wird. Die Bedingung (43) bestimmt, wie frither, die Phase ¢,
im Ausdrucke der elektromotorischen Kraft, wenn sich daraus

Sitzungsh. d. math.-phys, K. Jabrg, 1914, 19
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tiir | sin pf,| ein Wert kleiner als 1 ergibt, und weist im ent-
gegengesetzten Falle darauf hin, daf unsere bhisherigen Be-
trachtungen ihre Giiltigkeit verlieren und daf eine neue
Schwingungsform einsetzt. Wiihrend dies aber im diémpfungs-
freien Falle in der Niihe jedes der (urendlich hohen) Maxima
der Stromkurve eintrat, wo die Irequenz des Kondensator-
kreises ein ungerades Vielfaches der Frequenz des Speise-
stromes war, wird unsere Bedingung (43) jetzt, wenn iiber-
haupt, nur in der Nithe der hiheren dieser (wegen der Dimpfung
endlichen) Maxima verletzt.

Denkt man sich niimlich wie in Fig. 6 die Klammer der
rechten Seite von (43)

D1 sin 2¢&

(14) Z=14 T ¢ cos2e+ 6oj 27

als Ordinate zu der mit & 1m wesentlichen proportionalen
. q - : - .
Abszisse ) aufgetragen, so erhiilt man eine Kurve mit unend-
1

lich vielen Maxima und Minima von abnehmender Grofie. Im
Sinne der Gleichung (43) haben wir diese Kurve mit den zur
Abszissenachse parallelen Geraden

(45) P

T
zu schneiden, welche einen diese Achse umgebenden Streifen
aussondern. Wiy kénnen nun offenbar sagen: Jeder Punkt der
Kurve (44), der im Innern des Streifens (45) liegt, entspricht
einem Falle, fiir den Gleichung (43) erfiillt werden kann;
jeder Punkt, der aulierhalb des Streifens liegt, entspricht
keinem mdoglichen Schwingungszustande von dem bisher unter-
suchten Typus, da sich zu einem solchen nach (43) keine miog-
liche Phase der elektromotorischen Kraft bestimmen liBt. Die
Grenze fiir das Versagen des bisherigen und das Auftreten
eines neuen Schwingungstypus (Schwingungen zweiter Art) wird
durch die Schnittpunkte unserer Kurve mit den Riindern des
Streifens markiert.



Zur Theorie der Lichthogenschwingungen ete. 277

Aus der abnehmenden Hohe der aufeinanderfolgenden
Kurvenzacken zeigt sich nun sofort, dali die Moglichkeit fiir
Lichtbogenschwingungen zweiter Art nur bei den ersten dieser
Zacken gegeben ist, da also von einer gewissen Ordnungszahl
an sicher keine Schwingungen zweiter Art mehr auftreten
kinnen. Wie hoch diese Ordnungszahl ist, hingt einerseits
von dem Charakter der Kurve 7 ab, nimlich der Schnelligkeit
der Abnahme ihrer aufeinanderfolgenden Zacken, welche durch
die Konstante #, d.1. die Dampfung, bestimmt wird, sodann
aber namentlich von dem Abstande der beiden Geraden 2z, d. h.

dem Verhiiltnis ZI Da wir uns die Wechselstrommaschine und
die Amplitude A4 ihrer elektromotorischen Kraft gegeben
denken, kommt es ber dem Verhiiltnis i auf die Beschaffen-

heit des Lichtbogens an. Ist die Lichtbogenspannung a ver-
hiltnismiillig stark, so liegen unsere beiden Geraden z ver-
hiiltnismiiiig nahe aneinander: dieser Umstand begiinstigt das
Auftreten von Schwingungen zweiter Art und bewirkt, daf sie
sich noch bel héheren Ordnungszahlen der Zacken unserer
Kurve Z ausbilden konnen. Ist die Lichtbogenspannung «
klein, so riicken unsere beiden Geraden weiter auseinander:
dann ist das Auftreten von Schwingungen zweiter Art erschwert
und nur bei den niedrigeren Ordnungszahlen zu erwarten.

Fig. 6 ist konstrulert fiir die Zahlenwerte:

2 4 . D R
e S 10, LL = 100sec™, p = 100z sec™".

Dann wird nach (27) und (35):

0 =100, 2y ==, Goj2y = 1,13.

(Sl

Unsere Kurve verliiuft aufierhalb des Streifens

19*
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.. D1 SER2E
Loty T cos25+Cos2n

Fig. 6.

=}

nur in der Nihe des ersten positiven und negativen Maximums
und berithrt seine Begrenzung mit ihrem zweiten positiven
Maximum. Von da ab ist die Bedingung (43) ausnahmslos
erfiillbar und Lichthogenschwingungen zweiter Art treten nicht
mehr auf.

Eigentiimlich ist, daB die Maxima unserer Kurve nicht

. / .
genau mit den Stellen = 1, 3, ... zusammenfallen, wo die
p

Maxima des effektiven Stromes liegen, sondern dal sie je in
ein positives und negatives Maximum zerfallen, die beiderseits
gegen jene Stellen verschoben sind. Infolgedessen gibt es

gerade in der Nihe der Stelle 7 <1 Punkte innerhalb unseres

Streifens, die scheinbar nicht zu Lichtbogenschwingungen zweiter
Art AnlaB geben. Vielleicht kommen hier Stabilititsfragen
ins Spiel.

Schlietlich haben wir den effektiven Strom unter Beriick-
sichtigung des Widerstandes zu berechnen als das fiir den
Vergleich mit den Beobachtungen mafigebende Element. Er
ist nach Gleichung (32) folgendermaBen bestimmt:
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xo

dap o 1
20T = L
fj <L ) 1.&... (@ p* — ¢*)P + (onp)?

Entnimmt man den Wert der hier auftretenden Summe
aus (37) und beriicksichtigt (35) und (41), so ergibt sich

46 _y 1 ~ma 1 ESGin2y — g sin 2§
(46) I =2 SLp) Sy 4 %) cos2& 4 Gof 2y

Der frithere Ausdruck (26) folgt hieraus natiirlich durch
Grenziibergang fiir 5 = 0. Die Maxima und Minima dieses
Ausdruckes liegen (bel nicht zu grofiem #) jedenfalls in der
Niihe der Minima und Maxima des Nenners cos 2& 4 Cof 24,
d. h. in der Niihe von

. T
(47) cos 28 = — 1, &poy = (2n+ 1),
i
bzw. von
, T
(47a) cos2& = + 1, &un = 2n -

Den ersteren entsprechen nach (40) Frequenzen g, die
gegeben sind durch

= /' 12
|/ ¢~ & = @n+ 1,

den letzteren solche, die sich berechnen aus

[ 2
9 L’ .)
(5= = Znp.

Die aus den Versuchen abgeleitete Regel, wonach die
Maxima des effelitiven Stromes im Kondensator bei den un-
geraden, die Minima bei den geraden Vielfachen der Frequenz
des Speisestromes liegen, ist also, wie leicht verstindlich, mit
Riicksicht auf die Dimpfung nicht ganz exakt, einmal wegen

[

. . ) p
Hinzutretens des (kleinen) Termes “4 zu q° sodann aber auch,
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weil die Bestimmung von &max und &min mittels der Gleichung
(47) und (47a) nur eine angeniiherte ist.

Begniigen wir uns mit dieser Anniiherung (das Genauere
kann aus den nachstehenden quantitativen Figuren entnommen
werden), so konnen wir die Grofie der Maxima und Minima
des effektiven Stromes durch einfache Formeln berechnen. Fiir
cos 28 = F 1 ist sin 25 = 0; ferner gilt

. &Gin2y __AGDj’i_G ’ Gin2y _ Giny
T Goj2g  &ing . S8 1 Gef2y T Gofy

Aus (46) folgt also

[ o — aa |/ Gtg y 1
"I oLp Vo 2y 1S 2
(1) PR
PL I/ ZTay |
Jﬂllll - 2]11’ 2)} l/:;:? _—f )/2
-
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7

3
8 9 w 1w 722713 14 15 6 U
Fig. 8.

Die Maxima sind durch den Einfluf der Diimpfung natiir-
lich endlich geworden. Die Maxima und Minima liegen, als
Funktion der Variabeln § resp. der damit annihernd propor-
tionalen Frequenz ¢ gedacht, je auf einer einfachen Kurve (der
4. Ordnung), welche von der fiir die Minima frither gefundenen
gleichseitigen Hyperbel umm so mehr abweicht, je grofer 7,
d. h. je grier die Dimpfung ist.

In den Fig. 7 und 8 ist der Verlauf des effektiven Stromes
als Funktion der Frequenz ¢ im Kondensatorkreise quantitativ
dargestellt in zwel Fiillen, die den I'ig. 2a und 2b von Rukop
und Zenneck entsprechen. In Fig. 7 ist angenommen

R =25 Ohm, L =1 Henri, }L = 25 sec™!,
in Fig. 8
=10 Ohm, L = 0,1 Henri, f = 100 sec™L

Rukop und Zenneck geben fiir die entsprechenden Figuren
an: R=2002, L =1,1H resp. R =62, L=0,12H; die
Widerstiinde sind bei uns etwas hiher genommen, um den
Verlusten im Kondensator Rechnung zu tragen, die in unser R



232 A. Sommerfeld

einzubeziehen sind. Fiir p ist, wie oben und in den Ver-
suchen, die Frequenz des technischen Wechselstromes ge-
nommen: p = 100z. HKs berechnet sich dann fir Fig. 7
N =, fir Fig.8 » = 1. Als Abszisse ist das mit & im

wesentlichen proportionale Verhiltnis ]% aufgetragen; experi-

mentell wurde dieses Verhiiltnis durch Anderung der Kapazitiit
des Nondensators varieert. Die Ordinate 7 ist in solchem
MaBstabe aufgetragen, dall das erste in den Figuren gezeichnete
Maximum der theoretischen Kurve mit dem beobachteten der

Y

k. + Vjv

Fig. 9a.

Fig. 9.

Grofe nach iibereinstimmt. Die beobachteten Kurven sind
punktiert eingetragen. Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung
vollauf befriedigend. Im Experiment fallen die Maxima mit
zunehmender Ordnungszahl etwas schneller ab, wie nach der
Theorie; die experimentellen Minima liegen in Fig. 8 etwas
hoher wie die theoretischen.

Endlich ist in Fig. 9 der zeitliche Verlauf des Konden-
satorstromes in dem technisch interessantesten Falle ¢ = 3p
aufgetragen. Hierbel mulite die Fouriersche Darstellung (32)
zu Grunde gelegt werden, da sich fiir beliebige Zeitpunkte ¢
die Summation derselben nicht in der Weise bewerkstelligen
liifit, wie dies oben fiir die Zeitpunkte £ O und ¢ 7'(y Ly,
durchgefiihrt wurde. Die Berechnung dieser Figur ist daher
etwas umstindlich. Fiir die bei dieser und den tihrigen Figuren
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aufgewandten Mithe danke ich Herrn Glitscher verbindlichst.
Die Verhiiltnisse in Fig. 9 sind denen der Fig. 16 bei Rukop
und Zenneck nachgebildet :

R=12002, L=1H, p=100x.

Die oszillographisch beobachtete Kurve ist in Fig. 9a
danebengestellt in anderen MaBistabsverhiltnissen. Auch hier
ist die Ubereinstimmung befriedigend.

Es unterliegt hiernach wohl keinem Zweifel, dafi sich auch
das sonstige reiche Beobachtungsmaterial der Herren Rukop
und Zenneck durch unsere Formeln theoretisch wiedergeben
ligt. Die vorhandenen Abweichungen lassen sich ungezwungen
auf die schematisierte Form unserer Charakteristik in Fig. 1
zurlickfithren. Indem man dieselbe im Sinne der punktierten
Linien der Fig. 1 modifiziert, wird sich vermutlich ein noch
besserer Anschlufy an die Beobachtungen erzielen lassen.

Wir schlieien mit einer Berechnung des Wirkungs-
grades. Die im Primirkreis aufgewandte elektrische Arbeit
wihrend einer Periode ist:

—}:’I‘
W, = [ Ezdt,
)

die auf den Sekundiirkreis tibertragene wird:

41
W, = §1ydt,
W, o
und es bestimmt ”,'“' den Wirkungsgrad der Transformation.

. 1
Aus Gleichung (2) und (16) ergibt sich sofort, dali nur das
. 4 Fat . .
Glied ];L im Ausdrucke von z bei der Bestimmung von 1V,

in Betracht kommt. Mithin wird

T 0
. A
W, = — ]j {fcosp(z‘ — b)) tdt ——fcosp (t— in)fdz‘}
(49) g " =
2a 4 : 4da 4
== cospth cos pttdt = 2D cos pl,,.

0
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Nach Gleichung (29) andererseits lifit sich die Bestimmung
von W, auf den bereits bekannten Wert von #* zurtickfithren
durch die Bemerkung, daf Selbstinduktion und Kapazitit watt-
los wirken. Man erhiilt auf diese Weise fiir W, ersichtlich
die im Kondensatorkreis withrend einer Periode entwickelte
Joulesche Wiirme. Rechnerisch zeigt sich dies so: Indem man
(29) mit y multipliziert und iiber eine Periode integriert, er-
gibt sich:

4+ +1
W, = {Vydt = Lo {y*dt = 2T Loy
J, '

Da nach (27) Lo = I ist, bedeutet dies in der Tat nichts
anderes als die Joulesche Wiirme fiir eine Periode.

Schreibt man noch 7' = —; und fafit speziell einen solchen

Wert von g ins Auge, der einem Maximum des effektiven
Stromes entspricht, so ergibt sich nach (48)

o Aa® mo Ctgy
A Lpr py &4

Hier ist nach (35) der Faktor "2 gleich 4; vernachlissigt
1) ]/ =] o

man noch %% gegen &2, was zumal fiir die héheren Ordnungen
stets zuliissig ist, so findet man schlieflich:

(50) W, = Ii;gt? Ctg .

Mithin ergibt sich fiir den Wirkungsgrad aus (49) und (50):
. W, [(a\talD Cigy
(1) W, = (25> A L cos pt,’

Bei der Transformation auf die dreifache Irequenz ist

o |
gleich =, also
28 ° 3’

nach Gleichung (40) angeniihert

o TVQ . 1 a D Ctiq Ui
(52) W, T 9 AL cospt,






