Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

K B. Akademie der Wissenschaften

zu Mllunch.en.

Band XXXIY. Jahrgang 1904.

M&nchen.
Verlag der E. Akademie.
1905.

In Kommission des 6. Franz'schen Verlags (J. Roth).



447

Das Imaginare in der Geometrie der konfokalen
Flachen u. Ordnung.

Von E. von Weber.
(E4ngeiau/m 5. November.)

Die reellen Erzeugenden der Flachen eines reellen kon-
fokalen Systems Il. Ordnung besitzen die charakteristische Eigen-
schaft, dass die zwei konjugierten Minimalebenen, die durch je
eine dieser Geraden gehen, alle Systemflachen berihren. Aus
dieser Bemerkung fliesst nun, wie wir im folgenden zeigen
wollen, eine Methode, um das Imagindre in der Geometrie der
konfokalen Flachen Il. Ordnung auf die einfachste und natir-
lichste Weise reell-geometrisch zu deuten, d. h. also alle kom-
plexen Raumgebilde, die in der algebraisch-projektiven Theorie
des konfokalen Systems eine Rolle spielen, der unmittelbaren
Anschauung und der elementar-geometrischen Konstruktion zu-
ganglich zu machen.

Den Ausgangspunkt bilden einige Sétze aus der Geometrie
der Speere (§ 1), die ich an anderer Stellel) begrindet habe. Da
die ooa orientierten Erzeugenden der Systemflachen ein ellipti-
sches Gebilde (§8 2) darstellen, so ergeben sich viele unserer Sétze
durch einfache dualistische Ubertragung der von A. Clebsch*)
und A. Harnackd mit Hilfe der elliptischen Funktionen ge-
wonnenen, von A. Voss4 und H. Schriter direkt begriindeten

% ,Die komplexen Bewegungen.“ Lpz. Ber., 1903, p. 384.

* J. f. Math., 63, p. 94 u. 189.

8 Math. Ann., 12, p. 47.

4) Math. Ann., 10, p. 143.

5 Grundziige einer rein-geometrischen Theorie der Raumkurve
IV. Ordnung, 1 Spezies. Lpz. 1890.
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Theoreme Uber Raumkurven 1V. Ordnung erster Art (§ 3 und 4).
Von neuen Resultaten hebe ich hervor: Die geometrische Dar-
stellung und konstruktive Behandlung der verschiedenen Arten
von Systemfléachen, insbesondere der nullteiligen und komplexen
(8 3, 4); die Einfuhrung der Henriciflachen (8 4), die Kon-
struktion der Minimalerzeugenden und komplexen Nabelpunkte
(8 5), die Betrachtung der zyklischen Quadrupel und Speer-
vierseite (8 6), ferner einige, wie ich glaube, neue Satze Uber
die Krimmungskreise des Kegelschnitts (§8 7), endlich mehrere
auf die Striktions- und Mittelflache bezlgliche Ergebnisse (8§ 7),
durch die unsere Untersuchung mit der differentiellen Linien-
geometrie und der Theorie der Minimalflachen zusammenhangt.

§ 1 Speere und Zyklen.

1. Sind uvwCo komplexe Konstante, die der Bedingung
+ w= 0

genligen, ohne dass uvw gleichzeitig verschwinden, so stellt
die Gleichung

(1) ux -fvy + tvz+ <=0

in rechtwinkligen Koordinaten xyz eine Minimalebene dar,
die mit ihrer konjugierten eine im Endlichen liegende reelle
Gerade g gemein hat. Diese betrachten wir als Tragerin zweier
orientierter Gerader oder ,Speere” (Study), und ordnen der
Minimalebene (1) denjenigen dieser Speere zu, der die Rich-
tungskosinus:

\"W,4—W4v" wtut,— u‘wt ntv* —vtuu

Q Q Q

besitzt.) Vermdge dieser Verabredung ist jedem Speer o des
Raums eine Minimalebene (0) umkehrbar eindeutig zugewiesen,
so dass wir uvtvo) auch als ,Koordinaten des Speers o“ be-

zeichnen konnen. Konjugierten Minimalebenen entsprechen
entgegengesetzte, parallelen Minimalebenen syntaktische (d. i.

1) Es ist u= ti'4"1n" etc. gesetzt.
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gleichgerichtete) Speere. Jedes Bundel syntaktischer Speere
reprasentiert einen und nur einen Punkt des unendlich fernen
Kugelkreises, den wir im folgenden mit bezeichnen.

2. Ein komplexer Punkt P mit den rechtwinkligen

ordinaten
a-{-ia\ b-f-ib\ ¢+ ic*

kann reell reprasentiert werden durch den ,Pfeil [A A 44} d. h.
die Strecke mit dem , Anfangspunkt® A(abc) und dem ,End-
punkt Ad(a-(-a', b+ b, c+ ¢4 oder auch (nach E. La-
guerre)) durch den Ort aller reellen Punkte, die von P die
Entfernung null haben, namlich durch den Kreis mit dem
Zentrum A, dessen Ebene zur Geraden A A * senkrecht und
dessen Radius r gleich der Strecke A A4 ist; diesen Kreis x
versehen wir mit einer Umlaufsrichtung, die von A * aus be-
trachtet ebenso erscheint, wie von einem Punkte der positiven
z- Achse aus betrachtet die Umdrehung, durch welche die X-
Achse auf dem kulirzesten Wege in die Achse Ubergefuhrt
wird. Die Speere der 002 Minimalebenen, die durch den Punkt
P gehen, sind dann die Erzeugenden der ool konfokalen ein-
schaligen Rotationshyperboloide, die den Kreis x zur Fokal-
kurve haben; jede dieser Erzeugenden ist so orientiert, dass
ihre Projektion auf die Ebene von x den Punkt A in dem
gleichen Sinne umkreist wie x selbst. Unter diesen Speeren
befinden sich auch die im selben Sinne wie x orientierten Tan-
genten dieses Kreises. Diese ooa Speere sollen uns kinftig
neben dem Kreis x und dem Pfeil [A A'] als reelle Repréasen-
tation des komplexen Raumpunktes P dienen; wir bezeichnen
diesen Inbegriff von oo* Speeren als einen ,Zyklus“, [AA4
als den zugehorigen Pfeil, die reelle Verbindungslinie A A4
der konjugiert komplexen Punkte P P als die ,Achse“, A als
das ,Zentrum®, x als den ,Aquator”, r als den ,Radius" des
Zyklus. Der entgegengesetzte Zyklus, der aus dem Gegebenen
durch Umkehrung des Sinnes aller Speere hervorgeht, repra-

) Nouv. Ann. (2), 11 (1872), p. 14—21, 108— 118, 241-254.
1904. 8itzung8b. d. matb.-phya. K. 29

Ko-
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sentiert den konjugierten Punkt P; der zugehorige Pfeil [AA*]
liegt so, dass A die Strecke A4A u halbiert.

3. Ist P reell, so reduziert sich der zugehorige Zyklus
auf das Speerbindel durch P. Ein ,ausgearteter Zyklus* be-
steht aus zwei verschiedenen Biindeln syntaktischer Speere und
reprasentiert einen nicht auf liegenden reellen oder kom-
plexen unendlich fernen Punkt, je nachdem die beiden Bundel
entgegengesetzt sind oder nicht.

4. Ist ein Speer o und ein reeller Punkt A gegeben, so
erfullen die Endpunkte A4 der Pfeile [AA'], welche je einen
komplexen Punkt der Minimalebene (0) reprasentieren, deren
zugehorige Zyklen also den Speer o enthalten, eine Gerade A
die folgendermassen konstruiert wird: Bedeutet B den Fuss-
punkt der von A auf o geféllten Senkrechten, und wird B4
so bestimmt, dass die Strecke A B* senkrecht zur Ebene (A, 0)
und gleich A B ist, und dass der Speer o, die von B nach A
weisende und die von A nach B 4weisende Richtung in ana-
logem Sinne aufeinander folgen wie die positive #-, y-, z-
Richtung unseres Koordinatensystems, dann ist h die durch B4
parallel zu o gezogene Gerade.

5. Eine Gerade g, die den Kreis nicht trifft, liegt auf
2 verschiedenen Minimalebenen (0)(t); sie kann also durch das
zugehorige Speerpaar reell reprasentiert und demgemaéss als
»die Gerade (a, t)* bezeichnet werden. Istg reell, alsb o und t
entgegengesetzt, so werden die komplexen Punkte von g re-
prasentiert durch den Inbegriff der Pfeile [AA'], die ganz
auf g liegen.

Ist g hochimaginar, d. h. ohne reelle Punkte, so liegen
o und t nicht in derselben reellen Ebene; ist die Gerade g
niederimaginar, also in einer reellen Ebene e gelegen, und liegt
ihr reeller Punkt M im Endlichen, so schneiden sich die Speere
a, t in ihm. In beiden Fallen erfillen die Anfangspunkte A
der ooa Pfeile [A A\, durch welche die auf g liegenden kom-
plexen Punkte reprasentiert werden, eine Ebene e, die .Mittel-
ebene” der Speere a r. Diese Ebene geht durch die Gerade,
die .sowohl o als r senkrecht schneidet, und bildet mit a und r
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gleiche Winkel, so zwar, dass die Vertikalprojektionen von o
und t auf e antitaktisch sind. Die Endpunkte A erfiillen eine
zu e parallele Ebene e'. Wenn a, r und A gegeben sind, wird
Adnach Nr. 4 als Schnitt zweier Gerader gefunden.

Ist g hochimaginar, so bilden die ooa reellen Geraden
A A 4 eine Linienkongruenz (1, 1), die die beiden konjugiert
komplexen Geraden gg zu Leitlinien hat. Bedeutet g eine
niederimagindre Gerade, so koinzidiert e4 mit e, und g ist ganz
in der reellen Ebene e enthalten.

Liegt der reelle Punkt M der niederimaginaren Geraden g
im Unendlichen, dann und nur dann sind die Speere o0 und t
antitaktisch und gehen beide durch M hindurch. Die Anfangs-
punkte A der oo* Pfeile [A AA, welche die Punkte von g re-
prasentieren, erfillen jetzt die reelle Gerade A die mit o und t
in derselben reellen Ebene e liegt, ihnen parallel lauft und
von beiden Speeren denselben Abstand hat. Die Endpunkte A 4
liegen auf einer zu A parallelen Geraden, die mit h zusammen
auf einer zu e senkrechten Ebene e liegt. Diese letztere Ebene
bezeichnen wir in diesemFalle als die ,, Mittelebene* der Speere o, r.

6. Ist g eine Minimallinie, d. h. trifft sie den Kreis
so geht nur eine doppelt zédhlende Minimalebene (0) durch sie
hindurch. Die Anfangs- bezw. Endpunkte der co%Pfeile [A A'],
die zu den komplexen Punkten von g gehoéren, erfullen wie-
derum zwei parallele, zu o senkrechte Ebenen e, ¢ Danach
kann eine hochimagindre Minimalgerade reell reprasentiert
werden durch einen Speer o und einen auf ihm liegenden Pfeil
[MOM]\ die Ebenen e und e4 stehen in den Punkten MO bezw.
M auf o senkrecht. Koinzidiert M mit JO0, also e4 mit e, so
erhélt man eine niederimaginare Minimalgerade, deren reeller
Punkt -Sf0 ist und die von der Minimalebene (0) aus der zu o
senkrechten, durch 3/0gehenden reellen Ebene e ausgeschnitten
wird. Die Figur (an3103l) resp. (a, MO nennen wir die
.reelle Reprasentation“ unserer Minimallinie.

Projiziert man also den Pfeil [A A eines komplexen
Punktes P senkrecht auf einen Speer o des zugehdrigen Zyklus
und sind MO, M die betreffenden Fusspunkte, so ist (o, MO M)

29*
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eine durch P gehende Minimallinie; beridhrt der Speer o den
Agquator in MO, so erhalt man insbesondere eine durch P
gehende niederimaginare Minimalgerade (o, MO.

Zwei Minimalebenen, deren Speere o, + syntaktisch sind,
schneiden sich in einer Tangente t des Kreises x«, und irgend
zwei Speere desselben syntaktischen Bindels definieren also
dieselbe unendlich ferne Gerade t.

7. Drei Speere oxof 08 bestimmen einen sie enthaltenden
ZyKlus (den Schnittpunkt der Minimalebenen (a*)), der mit (ototos)
bezeichnet werde. Sein Zentrum A st der Schnittpunkt der
Mittelebenen der drei Speerpaare (o, 0*), worauf A4 nach Nr. 4
gefunden wird. Nur der Fall, dass die 3 Speere derselben
reellen Ebene parallel laufen, erfordert besondere Konstruk-
tionen.) Die Annahme, dass zwei der o, syntaktisch sind,
fuhrt auf ausgeartete Zyklen.

8. Um den Schnittpunkt [A A4 einer gegebenen Minimal-
geraden (0, MOM) mit einer gegebenen Minimalebene (r) zu
finden, konstruiere man die parallelen Ebenen e und e\ welche
die Anfangs- bezw. Endpunkte der zu der Geraden (a, r) ge-
horigen Pfeile enthalten (Nr. 5), ferner die Ebenen cOund ed
die im Punkte MObezw. M auf o senkrecht stehen. Ist h die
Schnittlinie der Ebenen e, €0, i diejenige der Ebenen e\ €0 so
ist der Ort der Endpunkte der Pfeile, welche zu Punkten der
Geraden (0, vy gehéren und deren Anfangspunkte auf h liegen,
eine in e4 gelegene Gerade die aus hlden Punkt A* aus-
schneidet; A ergibt sich dann mittels der Bemerkung, dass
die Punktreihen h und h4l dhnlich sind.

Zwei Zyklen P, Q haben einen oder zwei Speere gemein,
je nachdem die Gerade PQ den Kreis x« trifft oder nicht.
Auf die elementar-geometrische Konstruktion dieser Speere kann
hier nur verwiesen werden.2

1) Vgl. meine Arbeit, Lpz. Ber., 1903, p. 393 f.
*) Lpz. Ber., 1903, p. 32
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§ 2. Das konfokale Speersystem als elliptisches Gebilde.

9. Ist ein reelles konfokales System 2

vorgelegt, so werden die o00* ,Speere des Systems 2* oder
orientierten Erzeugenden der in (1) enthaltenen einschaligen
Hyperboloide, d. h. also alle Minimalebenen, die der Relation

a* u%+ b%s* + comoe= U+
genigen, durch die Formeln definiert:

Bw=1 —ksn%p; 2= i (1 -F ksn*cp)
(2)

gw = — 2\yk\sncp\ g&)= \Vd* — b%\cncp - dncp,
worin das Argument @ eine unabhangige komplexe Variable
bedeutet, wahrend der Modul k der elliptischen Funktionen
snq?, cncp, dn<p unter Gebrauch der Abklrzung:

a* + b%— 2c*
a -~ a» — 6»
durch die Gleichung:

k=alya—] —jll

bestimmt ist. Die Perioden von sncp bezeichnen wir wie
Ublich mit 40, 2iK*.

10. Der durch (2) definierte Speer des Systems 2 werde
kurz der ,Speer g genannt;) zwei Speere 9 y; sind dann
und nur dann identisch, wenn @@= \p* Der zu dem Speer @
entgegengesetzte Speer hat das Argument — @+ iK  Aus
dem Speer @ erhalt man durch Umwendung um die y-
und z- Achse bezw. die Speere

*) Die Buchstaben < i/;>X reservieren wir fur die Argumente der
elliptischen Funktionen, die Buchstaben o, r, < zur Bezeichnung der
Speere selbst.

*) Das Kongruenzzeichen bezieht sich, wenn nichts anderes bemerkt
wird, auf die Moduln 4 K, 2 iK\
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P i8 2K iBN\ pF 25

ferner durch Spiegelung an den Ebenen #= 0, y= 0, z= 0
und am Eoordinatenanfangspunkt O bezw. die Speere

e+ 2K, g+ 0iJT, @2+ 20+ i

Vier Speere 9x - - (@t liegen zyklisch, d. h. die betreffenden
Minimalebenen gehen durch einen Punkt, dann und nur dann
wenn 2 qpi= 0. Damit also die Speere 9+ i<, + *\u
einen reellen Punkt gemein haben, ist notwendig und hin-
reichend, dass sie mit ihren entgegengesetzten zusammen einen
Zyklus bilden, dass also

g4+ y*“ = 0 oder K4 (mod. 2 K"\

11. Die 4 Quadranten der #y-Ebene, welche bezw.
der 4" und 4" y- Achse, der — x- und 4" y- Achse, der — x-
und — y-Achse, endlich der + x- und — y-Achse begrenzt
werden, bezeichnen wir mit I, I, I, 1V. Ferner nennen wir
einen Speer nach oben oder unten gerichtet, je nachdem er
die xy -Ebene in demselben oder im entgegengesetzten Sinne
wie die positive Richtung durchsetzt. Endlich sagen wir,
ein Speer umwindet die z - Achse positiv oder negativ, je nach-
dem seine Vertikalprojektion auf die #y-Ebene dem Sinne
nach mit der Drehrichtung, die die 4“ x ~Achse auf dem kuirze-
sten Weg in die 4“ y- Achse Uberfuhrt, tGbereinstimmt oder nicht.

Bezeichnet man ferner die 4 Intervalle:
0 ...K ... 2K ...3K ... 4K

bezw. mit a4V c4d', und die Intervalle

0 . K- ... . 2K

mit a“ buc” d“, so ergibt sich folgende Tabelle:

(@a")( 1+ -); (6'0%)( 1+-); (cra”)(IV +-); (d'a")(I1l+-)
(0'6")(I1—); (b'bu( I--); (c'&")(1V--); (d"b*) (1T - -)
(rte”)(UI -+); (&V)(IV-+); (c'c")( I-+); (dV)(I1-+)
(rerf) (1 + +); (6'd") (IV ++); (c'd")( I+ +); (d'd")(I1 + +).

von
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Die Zusammenstellung {d4bu) (111------- ) besagt z. B.: wenn
die reelle zahl fpAmod. 4 K einem Wert zwischen 3 K und

4 K, und pfimod. 2 K 4 einem Wert zwischen Ka und K! kon-

2
gruent ist, dann und nur dann schneidet der Speer 97+ 9"
die xy-Ebene in einem Punkte des Quadranten Ill, ist nach

unten orientiert und umwindet die z- Achse negativ.

12. Auch die Falle, in denen 9 oder cpu einer Viertels-
periode gleich ist, kdnnen aus obiger Tabelle unmittelbar ab-
gelesen werden. So ergibt sich:

Numeriert man die Quadranten, in die die xz- Ebene
durch die x- und z-Achse zerlegt wird, analog wie die der
Xy -Ebene, so ist der Speer mit dem reellen Argument Y
eine nach oben gerichtete Tangente der Fokalhyperbel von 2,
deren BerUhrpunkt im Quadranten I, I, 11l oder IV liegt, je
nachdem die Zahl 94 dem Intervall bld4a* & angehort. Die
Speere, welche die Fokalellipse berthren und die z - Achse ne-
gativ bezw. positiv umwinden, sind bezw. durch Argumente
der Form \i K4\ % iK 4+ fflgekennzeichnet. Der Speer
mit dem rein imaginaren Argument i gu schneidet die negative
x-Achse senkrecht; er ist nach oben oder unten gerichtet, je
nachdem 9" in den Intervallen a4du oder b4ic“ liegt, und
umwindet die ~-Axe positiv oder negativ, je nachdem g4 den
Intervallen a" bu oder c4d4 angehoért u. s. w. f.

13. Wir bezeichnen mit 1 und 2 die nach oben gerich-
teten Speere, die die Fokalhyperbel in den Endpunkten der
— X- resp. 4" Achse berUhren, mit 3 und 4 die nach oben
orientierten Asymptoten dieser Hyperbel, die mit der —x-
resp. + x-Achse je einen spitzen Winkel bilden, ferner mit
5 6 7 8 die Speere, die die z- Achse positiv umwinden und die
Fokalellipse bezw. in den Endpunkten der Halbachsen  x, + v,
—  —y berthren, endlich durch dariber gesetzte Querstriche
die jedesmal entgegengesetzten Speere. Dann findet man flr
die Speere 11223344 die Argumentwerte;

0, iIK\ 2K, IK+iK4 —K, K+iK'" K, —K+iK
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und fiir die Speere 55667 788 die folgenden:

Jr ! ™ K  TCr KX
2K +i~, - K - i i-2

Diese 16 .ausgezeichneten“ Speere entsprechen dualistisch
den 16 Wendeberthrpunkten der Raumkurve 1V. Ordnung.])

8 8. Involutorische Speertransformationen.

14. Lasst man jedem Argumentwert tpein  vermoge der
Formel
(1) P+ P»—G
entsprechen, so erhalt man eine involutorische Transformation 9t
die das Speersystem 2 in sich Uberfuhrt; die so definierten oo*
Speerpaare 4 yt reprasentieren die Erzeugenden einer Regel-
schar Il. Ordnung des konfokalen Systems,1) die wir kurz als
die ,Regelschar C oder bezeichnen wollen, wéhrend C
der ,Argumentwert® dieser Schar und tp der ,Begleitspeer
des Speeres 9 in Bezug auf die Regelschar C* heissen moge.
Die ,adjungierte“, d. h. auf derselben F2 liegende Schar ist
durch den Argumentwert —G charakterisiert. Die einzelne Flache
Il. Ordnung des konfokalen Systems wird demnach mit + ~
zu bezeichnen sein. Kongruente Werte von C (und nur solche)
liefern dieselbe Regelschar.

15. Der Zusammenhang zwischen dem Argumentwert G
einer Regelschar und dem Parameter X der zugehorigen Fi
(Nr. 9) wird durch die Formel

%+ b* 5% —
X= -?-—2--9-------6-‘--- E(cn ydny + ksn%)
hergestellt, wo y = C — iK" gesetzt wurde. Die konfokale

Flachenschar selbst erscheint so als elliptisches Gebilde auf

4 H. Schroter, ,,Grundzige*, § 11.
* A. Harnack, Math. Ann., 12, p. 71 ff.
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einer Uber der komplexen 4- Ebene ausgebreiteten zweiblétte-
rigen Riemann’schen Fléache, deren Verzweigungspunkte den
4 ausgearteten Flachen des Systems entsprechen. Diese sind:
der nullteilige Fokalkegelschnitt, die Fokalhyperbel, die Fokal-
ellipse und der Kreis *«,; sie gehdren bezw. zu den Argument-
werten:

2K + iK\ iK\ 0, 2K.

Die oo* komplexen Tangenten eines Fokalkegelschnitts
werden also definiert durch die ool Paare von Speeren des
Systems 2, die sich auf der betreffenden Hauptebene schneiden
und dieselbe zur Mittelebene (Nr. 5) haben. Die oo* Paare syn-
taktischer Speere des Systems 2 reprasentieren die unendlich
fernen Tangenten des Kreises (Nr. 6 a E); die beiden
Trager eines solchen Paares gehen durch Spiegelung am Ko-
ordinatenanfang O auseinander hervor.

Wir wollen die Transformationen, die den Speer 9 bezw.
in die Speere

— P 2K JiK\N —(p-}i —(f, — 9 H2K
verwandeln, mit 31,, 21*, 3ls, resp. bezeichnen; sie entstehen,
indem man den zu (p entgegengesetzten Speer bezw. an den
Ebenen y = 0, z= 0, x = 0 und an 0 spiegelt.

16. Durch zwei gegebene Speere O, t des Systems 2 ist
eine die komplexe Gerade (O, r) enthaltende Regelschar dt des
konfokalen Systems eindeutig bestimmt. Um den Speer r, zu
konstruieren, der vermoge der Transformation 9i einem ge-
gebenen Speer a, des Systems entspricht, verstehe man unter
(ol t,-) die Speerpaare, die aus (O, t) vermoge der Transforma-
tionen 2t* hervorgehen. Diese Paare sind i. A. verschieden;
sie reduzieren sich dann und nur dann auf bloss zwei ver-
schiedene, wenn t aus O durch Spiegelung an O oder an einer der
Hauptachsen hervorgeht, und definieren Gerade der zu 9i adjun-
gierten Regelschar. In allen Fallen ist r, der zweite gemeinsame
Speer der Zyklen (0 t}). Ebenso ergibt sich die Lésung der
Aufgabe: Wenn drei beliebige Speere 00’ 0" des Systems 2 ge-
geben sind, den vierten Speer o,n zu finden, den der Zyklus
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(6 0' 0") mit dem Speersystem 2 gemein hat. Es ist namlich
atu der zweite gemeinsame Speer der Zyklen (a, ol 0"), wenn
QG ol das Speerpaar bedeutet, das aus o o' durch die Trans-
formation 2* entsteht.

17. Die Regelschar 9i der Nr. 14 liegt auf einer reellen
Flache des konfokalen Systems, wenn C eine der vier Formen

C\ C4+ iK\ iC\ 2K +icC™"

besitzt, wo C\ C 4ireelle Konstante bedeuten. Die beiden ersten
Formen gehdren zu den ovalen Flachen des Systems, und zwar
die erste zu den Ellipsoiden, die zweite zu den zweischaligen
Hyperboloiden. Durch die dritte Form der Konstanten C
sind die einschaligen Hyperboloide, durch die vierte die null-
teiligen Flachen des Systems definiert. Nur die ovalen Flachen
des Systems besitzen niederimaginare Erzeugende, und alle Er-
zeugende einer solchen Flache sind niederimaginar; die zu-
gehorigen 002 Speerpaare sind dadurch gekennzeichnet, dass
die beiden Speere a, r eines solchen Paares sich in je einem
Punkte der ovalen Flache schneiden und daselbst entweder
beide aus dem Innern der Fléche austreten oder beide in das-
selbe eintreten, je nachdem die komplexe Gerade (a, r) dem
einen oder andern Erzeugendensystem der Flache angehort.

18. Den Inbegriff der ool Speere, deren Argumentwerte
die Form i (pu + ¢ besitzen, wo 4" eine reelle Konstante, g eine
reelle Variable bedeutet, nennen wir eine ,Kette 1. Art".
Diese Kette umwindet die z- Achse positiv oder negativ, je nach-
dem <qu mod. 2 K‘ den Intervallen aubu oder ¢“ du angehért,
und ist nach oben oder unten orientiert, je nachdem (pu in
den Intervallen a“ du oder bucl liegt (Nr. 11). Die entgegen-
gesetzte Kette wird durch i (€)' -f- K4 + g dargestellt. Die
Ketten 1. Art, die in der Regelschar i C* enthalten sind, werden
durch die Ausdricke

e+ i(C" + K"
definiert.  Alle Ubrigen 002 Erzeugenden einer solchen Regel-
schar, ferner alle Erzeugenden der nullteiligen und komplexen
Flachen des konfokalen Systems sind hocliimiiginiir.
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19. Bewegt sich der Speer 9 auf einer reellen Regel-
schar i so beschreibt sein Begleitspeer in Bezug auf die
Schar iC u wiederum eine Regelschar mit dem Argumentwert
»(2(7* —D™"), Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes:
Liegt die komplexe Gerade (o, t) auf der Regelschar C, und
sind o,, t, die Begleitspeere von a, x in Bezug auf die Regel-
schar &0 so liegt die komplexe Gerade (ox, t,) auf der Regel-
schar D, wo C und D durch die Relation

(2) C+ D= 2CO

verknupft sind, d. h. die Speertransformation g+ yr= CO be-
grundet eine involutorisch-eindeutige Transformation des in
Nr. 15 genannten elliptischen Gebildes in sich. Hierbei bleiben
vier Regelscharen fest, die bezw. die Argumentwerte

3) CO, CO+iK\ CO+ 2K, CO+ 2K +iK"
besitzen.

20. Der Ubergang von einer beliebigen Regelschar CO
zu einer der drei Ubrigen Regelscharen (3) ist mit einer in-
volutorischen Transformation der Flachen (nicht bloss der
Regelscharen) des konfokalen Systems unter sich &aquivalent.
Die so definierten Involutionen nennen wir JxJ2J3; die zu-
gehdrigen Transformationsgleichungen des Parameters X (Nr. 9)
entstehen aus:

Xr — X+ XJa2+ a*6*+ a*c*— b'c%= O /,)

durch zyklische Vertauschung der Buchstaben ab c. Bei der
*

Involution Jx bleiben fest: das einschalige Hyperboloid

und die nullteilige Flache + "2 K + *~ ~ei Ner Inv®luti’n
dasEllipsoid + K und das zweischalige Hyperboloid + (K + iK *);

endlich bei J3die beiden konjugiert komplexen Flachen +

und + \K— Diese drei Flachenpaare sind die ,Voss'-
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sehen Flachen“1) des konfokalen Systems. Die Involutionen

bilden mit der Identitdt zusammen eine Vierergruppe;
jede einzelne derselben vertauscht die beiden adjungierten
Regelscharen auf jeder ihrer Fixflachen, und die zwei Flachen
eines jeden der beiden &ndern Paare.

Die Voss'schen Flachen koénnen auch durch die Eigen-
schaft charakterisiert werden, dass die beiden involutorischen
Transformationen der Systemflachen, welche bezw. zu den beiden
Regelscharen einer Voss'schen Flache gehoren (Nr. 19), iden-
tisch werden.

§ 4. Die Henriciflftchen.

21. Wir betrachten jetzt die Speertransformation ©, welche
durch eine Gleichung der Form
yf= +P-h G (@)

dargestellt wird.2 Die oo* Speerpaare 9, y> die dieser Rela-
tion genugen, definieren die Erzeugenden einer Linienflache
VIII. Ordnung und Klasse, die durch Umwendung um jede der
drei Hauptachsen in sich Ubergeht und als die ,Henriciflache
C oder ©*“ bezeichnet werde. Zu entgegengesetzten oder kon-
gruenten Werten von C (und nur zu solchen) gehort dieselbe
Henriciflache. Die Speertransformation © ist mit jeder &ndern
Transformation dieser Art vertauschbar, fuhrt also jede Hen-
riciflache in sich Uber, wahrend sie jede Regelschar D des
konfokalen Systems in eine andere Regelschar D' nach dem
Gesetz
Nl= D+ 2C

transformiert.

Die Aufgabe, den Speer y\ zu bestimmen, der einem ge-
gebenen g\ vermdge einer Transformation © entspricht, von
der zwei einander entsprechende Speere 9, t> gegeben sind,
lasst sich auf die der Nr. 16 mittels der Bemerkung zuriick-
fuhren, dass der Speer y\ Begleitspeer des Speeres — 9, in

# A. Voss, Math. Ann., 10, p. 143 ff., § VI.
2 Vvgl. A. Harnack, Math. Ann., 12, p. 77.
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Bezug auf eine Regelschar Il. Ordnung ist, von der die Be-
gleitspeere — ¢+ und w gegeben sind, sowie dass der Speer
— aus P und ebenso — g\ aus gx durch die Transforma-
tion 8lg hervorgeht (Nr. 15).

22. Die Henriciflache C* + iC u besitzt i. A. keine reelle,
dagegen zwei verschiedene Systeme von je 00l niederimaginaren
Erzeugenden. Die reellen Punkte der letzteren erftllen die
beiden Raumkurven 1V. Ordnung yxund wonach das ein-
schalige Hyperboloid + (CU + K') i von dem Ellipsoid + G*
bezw. dem zweischaligen Hyperboloid + (C* -f i K*) geschnitten
wird; diese Raumkurven enthalten alle reellen Punkte der
Flache. Die letztere hat zu Doppelkurven die vier Kegel-
schnitte, welche resp. von den Flachen Il. Ordnung mit den
Argumentwerten:

+(C + 2K+i KY); +(C + iK"); + C; + (C+ 2K)

aus den Ebenen x = 0, y= 0, z= 0 und der unendlich fernen
Ebene ausgeschnitten werden. Ausserdem hat die Henriciflache
mit jeder der vier Hauptebenen noch die vier Geraden gemein,
die den Fokalkegelschnitt in den Punkten berUhren, wo er
von dem betreffenden Doppelkegelschnitt getroffen wird.

23. Die Henriciflache C ist dann und nur dann reell,
wenn C eine der vier Formen:

iC\ iC" 4-2K; C C I+ iKlI

besitzt, wo C\ Cu reelle Konstante bedeuten. Die Flachen
der drei ersten Kategorien sind nullteilig (ohne reelle Gerade)
und besitzen je zwei nullteilige und zwei einteilige Doppel-
kegelschnitte, sonst keine reellen Punkte.

Jede Flache der vierten Kategorie enthalt 00L reelle Ge-
rade; sie ist zweiteilig, d. h. sie besteht aus zwei reellen
Manteln, welche sich langs einer zur Fokalellipse konfokalen
Hyperbel, langs einer zur Fokalhyperbel konfokalen Ellipse,
endlich langs einer zum nullteiligen Fokalkegelschnitt konfo-
kalen Ellipse wechselseitig durchdringen, und besitzt ausser
den reellen nur hochimagindre Erzeugende. Die orthogonalen
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Trajektorien der Erzeugenden sind Raumkurven IV. Ordnung;
angs einer jeden der letzteren durchdringen sich je ein Ellipsoid
und ein zweischaliges Hyperboloid des konfokalen Systems.
Denkt man sich eines der konfokalen einschaligen Hyperboloide
als bewegliches Stabmodell unter Festhaltung der drei Achsen
deformiert, so erhalt man der Reihe nach alle konfokalen ein-
schaligen Hyperboloide, wéhrend der einzelne Stab den einen
Mantel einer Henriciflachel) beschreibt. Das Gleichungspaar

y z . Mm X \
yW "x+V T~ ~ 6V +i/a*-x);
1 = |/ Y e s * \

Cdo—x VyV —X VX —c*]

stellt bei konstantem g und variabelem X die ool Erzeugenden
einer Henriciflache dar.

Den Werten i K\ 2K i K\ 2 K der Konstanten C ent-
sprechen drei ,spezielle* Henriciflachen vierter Ordnung,*)
welche bezw. die die y- und die ~-Achse zu Doppellinien
haben. Die zugehorigen Speertransformationen ©%, of
sind bezw. die Umwendung um die x-, y- und #-Achse. Die
Henriciflache ©x enthalt zwei getrennte reelle Teile, bestehend
aus den Geraden des konfokalen Systems, die die negative
bezw. positive x-Achse senkrecht schneiden, die Flache da-
gegen nur einen reellen Teil, bestehend aus allen System-
geraden, die die y-Achse senkrecht schneiden; ©&£ endlich ist
eine nullteilige Flache.

24, Bezeichnet man als ,Kette 2. Art“ den Inbegriff aller
Speere mit den Argumentwerten <+ igl wo < eine Konstante,
q eine reelle Variable bedeutet, so liegen auf einer Henrici-

1) Diese Bezeichnung wurde gewahlt, weil bekanntlich Henrici
diesen Vorgang zuerst beschrieben hat. Vgl. indessen die altere Literatur
bei W. Fr. Meyer, Schriften der phys.-6kon. Ges. Konigsberg, Bd. 41
(1900), p. [24].

2 A. Harnack, Math. Ann., 12, p. 79 C= 0 gibt die Minimal
developpable /*; vgl. § 5.
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flache der Kategorie C4+ iK* zwei Paare entgegengesetzter
Ketten 2. Art:

tiCt+ ie; £iC'+ 2K +ig

und jede Kette 4+ ig ist auf einer und nur einer Henrici-
flache 2 g4-J i K* gelegen.

Die spezielle Flache ©* enthalt die beiden verschiedenen
Ketten ig und 2K + iQ» welche bezw. den zwei reellen Be-
standteilen der Flache entsprechen und unter allen Ketten
2. Art allein die Eigenschaft haben, zu jedem Speer auch den
entgegengesetzten zu enthalten. Die Flache ©* tragt zwei
entgegengesetzte Ketten 2. Art.

25. Ist ein Speer o des Systems gegeben, < + i< sein
Argumentwert, so kann man die Speere o\ 0“ mit den Argu-
menten o4 bezw. ifp* sofort konstruieren. Denn o4 und o4
liegen mit o auf derselben Kette 2. bezw. 1. Art. Ist also P
der Punkt, wo o die xy-Ebene schneidet, so trifft 04 die
negative # -Achse in einem Punkte der durch P gehenden,
zur Fokalellipse konfokalen Ellipse, und 0" schneidet die
x-Achse da, wo sie von dem durch P gehenden, zur Fokal-
ellipse konfokalen Hyperbelast getroffen wird. Da ferner aus
der Lage von a die Intervalle, in denen die Zahlen 9' und 4
liegen, sofort ermittelt werden kénnen, so sind die Speere o', 0"
nach Nr. 12 vollkommen bestimmt.

Durch Umkehrung dieses Verfahrens kann man, wenn die
Speere 4 und i g4 gegeben sind, den Speer + *¢ ein-
deutig konstruieren. Diese Aufgabe ist auch ein Spezialfall
der folgenden: zu zwei gegebenen Speeren q, th den Speer
9-+ V* zu Anden; sie wird geldst, indem man den Begleitspeer
des Speeres O (Nr. 13) in Bezug auf die Regelschar C = @+ y
aufsucht (Nr. 16).

26. Aus den Satzen der Nr. 17 und 24 folgt unmittelbar:
Die Begleitspeere eines gegebenen Speers o in Bezug
auf alle einschaligen Hyperboloide des konfokalen
Systems 2 erfullen die Kette 2. Art, die den zu o ent-
gegengesetzten Speer enthéalt. Die Begleitspeere von
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o0 in Bezug auf die ool nullteiligen Flachen des Sy-
stems bilden die Kette 2. Art, die aus der vorigen
durch Umwendung um die ~-Achse entsteht. Beide
Ketten liegen auf verschiedenen Manteln derselben zweiteiligen
Henriciflache, die den Speer o enthalt.

Nach Nr. 17 kdénnen wir hinzufligen:

Die Begleitspeere von o in Bezug auf alle Ellip-
soide des Systems erfillen die Kette 1. Art, deren
Speere von o geschnitten werden und mit o Uberein-
stimmend nach oben oder unten gerichtet sind. Die
Begleitspeere von o in Bezug auf die zweischaligen
Hyperboloide bilden die zu der vorigen entgegen-
gesetzte Kette.

27. Ist von der einen Regelschar 9i eines einschaligen
Hyperboloids eine komplexe Erzeugende (a, 1) gegeben, so dass
die Speere o, r die zu Anfang der vorigen Nummer angegebene
Lage besitzen, so erwéchst die Aufgabe, die Regelschar selbst,
d. h. also eine ihrer reellen Geraden zu konstruieren. Dazu
genugt es offenbar, von der zu R adjungierten Schar SR die
beiden reellen Erzeugenden g und g‘ zu ermitteln, die die
rr-Achse senkrecht schneiden. Zu diesem Zwecke wahlen wir
zwei beliebige Speere al, o2 des Systems 2\ die die negative
x-Axe senkrecht schneiden, und bestimmen nach Nr. 16 ihre
Begleitspeere Tj bezw. z2 in Bezug auf 9i, die die negative
x-Achse ebenfalls senkrecht treffen (Nr. 23 und 26). Nun
bilden die reellen Treffgeraden der komplexen Linie (o, r eine
Linienkongruenz (1, 1), diejenigen unter ihnen, die Uberdies
die x-Achse senkrecht schneiden, also eine sofort konstruier-
bare paraboloidische Regelschar. Die Geraden (/, g° erweisen
sich sonach als Schnittlinien zweier bekannter Regelscharen
Il. Ordnung, die sich ausserdem in der x-Achse und der un-
endlich fernen Geraden der yz- Ebene durchsetzen.l)

I) Diese Konstruktion ist Ubrigens linear, nicht quadratisch, da g
und tfldurch Umwendung um die r-Achse auseinander hervorgehen.
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8 5. Doppelspeere and N&belpnnkte.

28. Wir kehren zur Betrachtung der involutorischen Speer-
transformation 9t:
P+ p= C

zuruck. Es gibt zwei und nur zwei entgegengesetzte Ketten
1. Art:
iCzxztiK' '+ Q

der Eigenschaft, dass jeder Speer der einen vermdge St in einen
Speer der &ndern Ubergeht; sie erfullen die reelle Eegelschar
9t, mit dem Argumentwert i CA wo C = C*+ i Gu gesetzt
wird. Ferner gibt es zwei und nur zwei (ebenfalls entgegen-
gesetzte) Ketten 1. Art:

y C+ Qi + Q
die vermodge St je in sich Ubergehen. Sie erfullen die reelle
Regelschar 9tAmit dem Argument i(C*“ + ~0» die der Schar
i Cuvermdge der Involution Jxentspricht (Nr. 20). Jede dieser
Ketten enthélt zwei Speere

IC \C+ 2K bezw. \C+ iK‘'y\C+ iK1+ 2K, (1)

die vermige St fest bleiben. Diese Speere, die ,Doppel- oder
Fixspeere der Transformation 9t“, gehen aus einem unter ihnen
durch TIJmwendung um die drei Hauptachsen hervor, und jedes
solches System von vier Speeren ist Fixspeersystem einer ganz
bestimmten Regelschar C. Wir nennen solche vier Speere ein
Quadrupel.) Zur adjungierten Regelschar — C gehdrt ein
Quadrupel, das aus dem ebengenannten hervorgeht, indem man
irgend einen der Speere (1) den vier Transformationen .. X4
(Nr. 15) unterwirft.4

29. Die vier Fixspeere einer Regelschar, die auf einem
Ellipsoid (zweischaligen Hyperboloid) unseres konfokalen Sy-
stems liegt, berthren die Fokalhyperbel (= ellipse) in den

)] Vgl. die in der Einleitung zitierten Arbeiten, bes. H. Schroter,
a.a0.y§s
* Vgl. H. Schroter, a. a. 0.
1004 Sitzvigia d neto-phys. K. 30
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Punkten, wo sie von der Flache geschnitten wird, d. h. in den
reellen Nabelpunkten, und treten daselbst entweder alle vier
aus der Flache aus oder alle vier in dieselbe ein.

Die vier Doppelspeere einer reellen, auf dem ein-
schaligen Hyperboloid H gelegenen Regelschar 9t
sind paarweise entgegengesetzt, also auf zwei reellen
Geraden g, g gelegen, die die x-Achse senkrecht
schneiden und durch Umwendung um die”~-Achse aus-
einander hervorgehen; sie liegen auf dem einschali-
gen Hyperboloid X, das dem H vermdége der Involu-
tion J, zugeordnet ist, und zwar auf derjenigen Re-
gelschar desselben, die die £-Achse entgegengesetzt
umwindet wie die Regelschar 9t Das unter den sechs
Yoss'schen Flachen enthaltene einschalige Hyper-
boloid ist also dadurch ausgezeichnet, dass die beiden
Doppelspeerpaare jeder auf ihm liegenden Regel-
schar jedesmal der dndern Regelschar angehdren.

Die Doppelspeere einer nullteiligen Regelschar
o9t liegen ebenfalls paarweise auf zwei reellen Ge-
raden g, g\ die die y-Achse senkrecht treffen und
demjenigen einschaligen Hyperboloid angehdéren, das
aus 9t durch die Involution (Nr. 20) entsteht.

Betrachtet man daher die Doppelspeere als Reprasentanten
der zugehorigen Regelscharen unseres konfokalen Systems 2,
so werden die Ellipsoide durch die Tangenten der
Fokalhyperbel, die zweischaligen Hyperboloide durch
die der Fokalellipse, die einschaligen Hyperboloide
durch die Speere der speziellen Henriciflache @x,
endlich die nullteiligen Flachen durch die der Flache
©y (Nr. 23) reprasentiert.

30. Unter den Erzeugenden jeder Regelschar 9t finden sich
vier Minimalgerade; die durch sie gehenden Minimalebenen
werden bezw. durch die Doppelspeere von St reprasentiert.

Jeder Speer 0 oder @ unseres Systems 2* ist Doppelspeer
einer ganz bestimmten Regelschar 9t mit dem Argumentwert 2
Wir fragen nun nach der reellen Reprasentation (a, MOM)
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der auf der Minimalebene (0) gelegenen Minimalerzeugenden
von 9t d. h. also der Minimalgeraden, langs deren die Ebene
(0) ihre Enveloppe berihrt. Damit erhalten wir die reelle
Reprasentation fur die oo* Erzeugenden und die o004 Punkte
der Minimaldeveloppabeln F, die unserm konfokalen System
umschrieben ist.

31. Die gesuchte Minimalgerade, die mit [0] bezeichnet
werde, ist Ort der Punkte, wo die Minimalebene (0) die Flachen
des Systems berihrt. Bedeuten also Ol und o[ die Begleit-
speere von O in Bezug auf irgend zwei adjungierte Regel-
scharen, so représentiert der Zyklus (0 OL 6l), der mit 2 den
Speer O doppelt zdhlend gemein hat, einen Punkt der Ge-
raden [O].

Sei k einer der im Endlichen liegenden Fokalkegelschnitte,
PO der Punkt, wo O die Ebene von k trifft, QO der auf dem
Durchmesser O PO liegende Punkt, der von PO durcb k har-
monisch getrennt ist, g die durch QO gehende Polare von PO
in Bezug auf A, endlich O der zweite durch PO gehende
Speer des Systems 2, der so orientiert ist, dass die Ebene von
k Mittelebene des Speerpaares (0 0) wird. Die Gerade (0 0)
ist dann Tangente von k, ihr komplexer BerUhrpunkt liegt
auf y, sein Pfeil also ebenfalls, und zwar ist der Anfangspunkt
offenbar QO, wéhrend sein Endpunkt Q durch die Konstruktion
der Nr. 4 gefunden wird. Der Pfeil \QOQ] des komplexen
Punktes, in dem die zu (0 0) konjugiert komplexe Gerade
(0 0) den Kegelschnitt k bertihrt, liegt dann sor dass QO die
Mitte der Strecke Q Q wird; offenbar sind die Punkte Q und Q
auch dadurch bestimmt, dass sie hinsichtlich k konjugiert und
zu 6o symmetrisch auf g liegen.

Bedeuten nun 310M und M OM* die Vertikalprojektionen
der Punkte Q0Q auf O bezw. 0, so sind (0, MOM) bezw.
(0, MOAI® die reellen Représentationen der beiden Minimal-
geraden [O] und [0'].]) Der komplexe Punkt mit dem Pfeil

1) Diese Konstruktion lasst sich in der Weise verallgemeinern, dass
man unter Kk eine ovale Flache von 2, unter g die Polare der reellen

80*
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[Qo (?] ist der Schnittpunkt dieser zwei Geraden, also einer
der drei auf der Minimalgeraden [0] im Endlichen liegenden
Nabelpunkte der Flache Il. Ordnung, zu deren Regelscharen
ot, 9i' die Doppelspeere o0, o' gehdren. Bedeutet b den zu o
entgegengesetzten Speer, so besitzt die Minimalgerade [6] die
reelle Reprasentation (6, MO M), und es ist MO die Mitte der
Strecke M M.

32. Beruhrt der Speer o den einteiligen Fokalkegelschnitt &
so koinzidieren die Punkte MOM in den Beridhrungspunkt,
d. h. also in einen der reellen Nabelpunkte der ovalen Flache,
zu der o als Doppelspeer gehort. Durch Umwendung um die
beiden in der Ebene von k liegenden Hauptaxen gehe der
Speer o in ol bezw. 0“, der Punkt Mq in Mg Uber; ist
dann x* der orientierte Kreis, der o in MO und 61 in Mq be-
rahrt, ferner x1 der Kreis, der den Speer o in MO und o* in
J berthrt, so werden durch x* und xu die beiden &ndern
auf der Minimalgeraden (a0, MO gelegenen Nabelpunkte unserer
ovalen Flache dargestellt. Daraus folgt nebenbei die Tatsache,
dass jede der beiden Serien von doppelt berUhrenden Kreisen
eines Kegelschnitts k komplexe Punkte eines zu k .fokalen*
Kegelschnitts reprasentiert.

33. Der Punkt JfO, der in der reellen Reprasentation
(o, MOM) der Minimalgeraden [o] auftritt, ist, wie man durch
Rechnung oder durch die weiter unten (Nr. 49) angestellte
Uberlegung findet, der ,Striktionspunkt* der reellen Ge-
raden, auf der a liegt, d. h. durchlauft o eine reelle Regel-
schar Il. Ordnung SR des konfokalen Systems, so beschreibt
MO die Striktionslinie von Aus Nr. 32 ergibt sich also
folgende einfache Konstruktion der Striktionslinie einer Regel-
schar Il. Ordnung: Ist PO der Punkt, wo eine beliebige
Erzeugende h der Schar eine der Hauptebenen e
schneidet, <O der auf dem Durchmesser 0 PO liegende

Geraden (0 6) in Bezug auf f; unter P> den Schnittpunkt der Geraden
(0 @ mit der Ebene (0, g) versteht. Dann ist [<0 Q] der Punkt, wo die
Minimalebene (0) die Flache k berihrt.
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Punkt, der von POdurch den in e liegenden Fokal-
kegelschnitt harmonisch getrennt wird, so ist der
Striktionspunkt von h der Fusspunkt der von Q0 auf
h gefallten Senkrechten.

Dieser Satz liefert, auf eine Tangente der Fokalellipse
oder -hjperbel angewendet, als Spezialfall die bekannte Tat-
sache, dass die Tangente und zugehdrige Normale eines Kegel-
schnitts jedes seiner Brennpunktepaare harmonisch trennt.

34. Ist von einer involutorischen Speertransformation 9t
einer der Doppelspeere o gegeben, so kann man sofort be-
liebig viele weitere Speerpaare von 9t angeben. Denn ent-
steht oW aus a durch die Transformation % (Nr. 15), und ist
(6@, MW M{i) die reelle Reprasentation der Minimalgeraden
[ow], so ist der Begleitspeer ¢ eines gegebenen Speers ¢ in
Bezug auf die Regelschar 9t der zweite gemeinsame Speer der
nach Nr. 8 zu konstruierenden Zyklen oder komplexen Punkte,
wonach die Minimalebene (r) die Minimalgeraden (o)), AfW M®)
schneidet.

Die umgekehrte Aufgabe, von einer Regelschar 9t, die
durch ein gegebenes Speerpaar definiert ist, die Doppelspeere
zu bestimmen, ist trivial, wenn es sich um eine ovale Flache
handelt.

Liegt aber 9t auf einem einschaligen Hyperboloid des
konfokalen Systems 2, so bestimme man zunéchst zwei Speere
o0, t, die sich vermdge 9t entsprechen und die negative x-Achse
senkrecht schneiden (Nr. 24 und 26), also Argumentwerte der
Form i (pu, iy>u besitzen. Die Argumentwerte deijenigen beiden
Doppelspeere von 9t, die ebenfalls die negative x-Achse senk-
recht treffen, haben dann die Form i#", bezw. i(%u+ K'),
und es ist % durch die Beziehung

y> = 2%u (mod. 2 2T") 2
definiert. Setzt man nun
o= —y Vi —vid &

so gehen die Speere ox, xx, die den Argumentwerten i tp{ resp.
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i Y\ entsprechen, aus o bezw. r durch Spiegelung an der Ebene
y = 0 bezw. z = 0 hervor, und die Gleichung (1) geht tber in:

i+ i+ 2i%+ iK'= 0,

d. h. das Speerpaar ix*, i(x*+ UT) liegt mit dem Paar oxxx
zyklisch, wird also nach Nr. 27 konstruiert.

Man kann statt dessen auch direkt die zu den Nabel-
punkten des einschaligen Hyperboloids H gehorigen Pfeile
und dann durch Umkehrung des Verfahrens der Nr. 31 die
Doppelspeere von H ermitteln. Ist namlich k* der Kegel-
schnitt, den die Flache H aus der Ebene des einteiligen Fokal-
kegelschnitts & ausschneidet, so existiert innerhalb des kon-
fokalen Systems, das |- zum Fokalkegelschnitt hat, eine ovale
Flache H\ die aus der Ebene von X den Kegelschnitt & aus-
schneidet, und die nach Nr. 32 zu konstruierenden, in der
Ebene von T liegenden komplexen Nabelpunkte von H* sind
mit denen der Flache H identisch.

35. Um endlich einen Doppelspeer x der Regelschar 9i
zu finden, die durch die Sperre a, x mit den Argumentwerten
P= 7+ icpu, y»= y)+ iy>u
definiert ist, konstruiere man nach Nr. 25 zunéachst die nach
oben orientierten Tangenten o', t' der Fokalhyperbel mit den
Argumenten <\ und dep einen der beiden nach oben
orientierten Doppelspeere der Regelschar, die die komplexe
Gerade (o\ x') enthalt, also auf dem durch den Schnittpunkt
von o' und xX* gehenden Ellipsoid des Systems H gelegen ist.
Bedeutet den (reellen) Argumentwert dieses Doppelspeeres,

so hat man
P-(- =i 2xL(mod. 4K).

Ferner ermittele man nach Nr. 25 die Speere ou und t",
die zu den Argumenten i<' und i\p* gehdren, also die nega-
tive x-Achse senkrecht schneiden, und bestimme fir die reelle
Regelschar i (7" -f- y**) nach Nr. 34 den Doppelspeer, der die
negative x-Achse senkrecht schneidet, dessen Argument also
die Form ix“ hat und der Relation (2) genugt. Aus den
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Speeren % und ix“ lasst sich dann nach Nr. 25 der Speer
mit dem Argument x = x* + *ZU sofort konstruieren; dieser
ist wegen
P+ Y= 2X

einer der gesuchten Doppelspeere der Regelschar 91

Die Aufgabe, die Doppelspeere und Nabelpunkte einer
vorgegebenen reellen oder komplexen Flache I1. Ordnung unseres
konfokalen Systems zu finden, ist durch die Entwickelungen
dieses Paragraphen in allen Fallen erledigt.

8 6. Zyklische Quadrupel und Vierseite.

36. Jeder Zyklus hat mit dem Speersystem 2 vier Speere,
ein ,zyklisches Quadrupel“ gemein; durch irgend drei Speere
des Systems ist ein zyklisches Quadrupel bestimmt, dessen
vierter Speer nach Nr. 16 gefunden wird. Die zyklischen
Quadrupel zerfallen in folgende Kategorien:

a) vier verschiedene Speere;

b) ein doppelt zéhlender und zwei einfach zéhlende Speere;
c) zwei je doppelt zadhlende Speere;

d) ein dreifach und ein einfach z&hlender Speer;

e) ein vierfach zahlender Speer.

37. Die o00* Quadrupel der Kategorie d) definieren die
komplexen Punkte, die auf der Ruckkehrkante y der Minimal-
developpabeln T gelegen sind; sie werden in 8§ 7 betrachtet.
Die 16 Quadrupel der Kategorie €) werden bezw. durch die
16 ausgezeichneten Speere (Nr. 13) dargestellt. Ist o insbeson-
dere Scheiteltangente eines Fokalkegelschnitts, PQder betreffende
Scheitel, k der Fokalkegelschnitt, auf dessen Ebene der Speer a
im Punkte PO senkrecht steht, so ist der Zyklus, der mit 2
den vierfach zéhlenden Speer o gemein hat, nichts anderes als
der Berthrpunkt der Minimalebene (a) mit dem Kegelschnitt k;
der Anfangspunkt QO des zugehérigen Pfeils ist also der auf
0 PO liegende Punkt, der von PO durch k harmonisch getrennt
wird, wahrend sein Endpunkt Q nach Nr. 31 konstruiert wird.
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Ist dagegen o auf einer Asymptote der Fokalhyperbel
gelegen, so ist der Punkt, dessen (ausgearteter) Zyklus mit 2
den Speer o vierfach zahlend gemein hat, der unendlich ferne
Beruhrpunkt der Minimalebene (0) mit dem Kreis

38. Die oo* Zyklen der Kategorie c¢) sind die Punkte der
vier Fokalkegelschnitte (den Kreis eingerechnet); die zwei
verschiedenen Speere eines solchen Zyklus schneiden sich also
auf je einer Hauptebene oder sie sind syntaktisch; die zu-
gehorigen Pfeile ergeben sich durch die Konstruktion der
Nr. 31.

Die o004 Zyklen b) reprasentieren die Punkte der Minimal-
developpabeln r. Die beiden einfach z&hlenden Speere o, ot
eines solchen Zyklus sind die Begleitspeere des doppelt z&h-
lenden Speers a in Bezug auf zwei adjungierte Regelscharen
des konfokalen Systems. Liegt die komplexe Gerade (o, ot)
auf der Regelschar 9t, so ist o Doppelspeer der zu 9t adjun-
gierten Regelschar 9t'. Halt man a fest, und lasst ax 0% nach
der obigen Regel variieren, so erhalt man die oo* komplexen
Punkte der Minimalgeraden [0] (Nr. 30); lasst man dagegen o
variieren und wahlt fir oxot die Begleitspeere von o in Bezug
auf irgend eine feste Flache Il. Ordnung des Systems, so er-
geben sich die 00* Punkte der Kurve 1V. Ordnung, langs welcher
jene Flache n. Ordnung von den unendlich benachbarten Flachen
des Systems geschnitten, also von der Developpabeln r be-
rdhrt wird.

39. Da drei oder vier Speere, die in derselben reellen
Ebene liegen, nur dann einem Zyklus angehdren, wenn sie
den Aquator desselben beriihren, so erhédlt man aus der An-
nahme, dass die vorhin genannten Speere 0 0, 0% denselben
einteiligen Fokalkegelschnitt bertihren, die Regelscharen 9t und
9V also auf einer ovalen Flache des Systems liegen, folgen-
den Satz:

Beruhrt ein Kreis einen Kegelschnitt k im Punkte
MO so schneiden sich die beiden Ubrigen Tangenten,
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die er mit k gemein hat, auf dem durch gehenden,
zu k konfokalen Kegelschnitt.]

40. Sind zwei Flachen Il. Ordnung F und G unseres Sy-

stems bezw. mit den Argumentwerten + C und + Dtgegeben,
S0 existieren 0o* Systeme von je vier Speeren ol .. 04, deren
Argumente <d .. 9k den Relationen*)
A+ <Ft-eC>9*+ V» = R+H=-eC; g+q-t]D (1)
gentigen, wo e und 1 unabhéngig voneinander die positive
oder negative Einheit bedeuten; nach willkirlicher Wahl von
oj oder gx erhdlt man noch vier verschiedene Quadrupel dieser
Art. Diese o00* Quadrupel sind zyklisch und reprasentieren
die Punkte der Raumkurve 1V. Ordnung, wonach sich die
Flachen F und G schneiden; lasst man F mit G zusammen-
fallen, so erhalt man die Quadrupel der Nr. 38 wieder.

41. Sind F und G insbesondere ovale Flachen des Sy-
stems -T, so schneiden sich je zwei im Zyklus ox. .t auf-
einanderfolgende Speere eines solchen Quadrupels, und je zwei
entgegengesetzte dieser Quadrupel liegen auf demselben raum-
lichen Vierseit. Man bestatigt jetzt leicht folgende Tatsachen:

Zu zwei konfokalen ovalen Flachen zweiter Ord-
nung F und G gibt es immer oo* windschiefe Vier-
seite, von denen je einfach unendlich viele auf jedem
zu F und G konfokalen einschaligen Hyperboloid
liegen und welche sich auf die Flache F und G stiutzen,
d. h. je zwei auf F und zwei auf G liegende Gegen-
ecken besitzen. Es gibt immer zwei verschiedene
Vierseite dieser Art, welche einen gegebenen reellen
Punkt von F oder G zum Eckpunkt haben.

Jedes dieser Vierseite ist aufje einem einschaligen
Rotationshyperboloid gelegen;8 die oo* Fokalkreise

1) Die Punkte, wo diese zwei Tangenten die im Punkte Mi, an k
gezogene Tangente treffen, liegen auf einem zweiten zu K konfokalen
Kegelschnitt (Nr. 42).

* A. Harnack, a. a. 0.

3) Es gibt unter diesen Vierseiten einfach unendlich viele, die auf
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dieser Hyperboloide sind die Laguerre’'schen Repra-
sentanten fur die komplexen Punkte der Raumkurve
IV. Ordnung, wonach sich die gegebenen Flachen F
und G schneiden.

Damit ein windschiefes, einem dreiachsigen Hyper-
boloid H angehérendes Vierseit auf einem Rotations-
hyperboloid) gelegen sei, ist notwendig und hin-
reichend, dass eines der Gegeneckenpaare auf einer
zu H konfokalen (ovalen) Flache II. Ordnung liege;
dann liegt das andere Gegeneckenpaar von selbst auf
einer zweiten zu H konfokalen Fléache.

Auf jedem dreiachsigen einschaligen Hyperboloid
liegen oo* solcher Vierseite; wird namlich eine Ecke
Pj und auf einer der durch P, gehenden Erzeugenden
eine zweite Ecke P%willkirlich angenommen, so gibt
es noch vier verschiedene Vierseite der genannten Art.

42. Betrachtet man die Schnittkurven unserer ovalen
Flachen F und G mit der Ebene der Fokalellipse oder -hyperbel,
so erhalt man als Spezialfélle der vorstehenden Resultate die
folgenden Satze:

Die drei Gegeneckenpaare des Vierseits, das von
den gemeinsamen Tangenten eines Kegelschnitts k
und eines Kreises gebildet wird, liegen bezw. auf drei
zu k konfokalen Kegelschnitten kxk%&?* Umgekehrt,

je zwei verschiedenen Rotationshyperboloiden liegen; durch jede9 Gegen-
eckenpaar eines solchen Vierseits gehen dann je ein Ellipsoid und ein
zweischaliges Hyperboloid des Systems 2 hindurch. Die Anfangsspeere
Kt welche zu solchen Vierseiten fuhren, verteilen sich auf 16 Ketten
2. Art. Vgl. Ubrigens die dualen 8&atze bei Voss und Harnack a. a O.

* Das windschiefe Vierseit auf dem Rotationshyperboloid ist als
Verallgemeinerung des Tangentenvierseits eines Kreises zu betrachten;
z. B. gilt fur jenes wie fUr dieses der Satz, dass die Summen der Gegen-
seitenpaare gleich sind. Fur beliebige zyklische Speerquadrupel liefert
der Begriff der ,,Doppeldifferenz* einen allgemeineren Satz (vgl. meine
Arbeit, Lpz. Ber., 1903, p. 402 ff.).

2 Dieser von Th. Reye (Zurich, Viert. 41 (1895), p. 68 f., Geom.
der Lage, p. 181 f) aufgestellte Satz enthalt den der Nr. 39 als Grenz-
fall ; vgl. auch E. Muller, Deutsche Math.-Ver., Ber. 12 (1903), p. 105.
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liegen zwei Oegenecken eines Tangentenvierseits von
k auf demselben zu h konfokalen Kegelschnitt, so
gilt dasselbe von den zwei anderen Eckenpaaren,
und das Yierseit ist einem Kreise umschrieben.)

Sind ein einteiliger Kegelschnitt k und zwei zu
ihm konfokale einteilige Kegelschnitte kxk%gegeben,
von denen keiner ganz im Innern von k liegt, so exi-
stieren einfach unendlich viele reelle Kreisvierseite,
die h umschrieben sind und sich auf kxund J9 stitzen«
d. h. je ein auf kx liegendes und ein auf k%liegendes
Qegeneckenpaar besitzen. Zu jedem im Aussern von k
liegenden, auf kx oder kt willktrlich angenommenen
Punkt P gibt es zwei verschiedene reelle Vierseite
dieser Art, die P zur Ecke haben. Das dritte Qegen-
eckenpaar liegt dann jedesmal auf einem zu k konfo-
kalen Kegelschnitt As, der mit k gleichartig oder
ungleichartig ist, je nachdem kx mit k2 ungleichartig
oder gleichartig ist, und zwar durchlauft k% alle
dieser Bedingung genugenden, nicht ganz im Innern
von k liegenden Kegelschnitte des konfokalen Sy-
stems, wenn das Vierseit die genannte Serie beschreibt.

Aus der Tatsache, dass drei ovale konfokale Fléchen
I1. Ordnung stets acht verschiedene, paarweise konjugiert kom-
plexe Schnittpunkte besitzen, folgt jetzt sofort:

Sind vier einteilige konfokaleKegelschnitte kxk2kskA
gegeben, worunter drei und nicht mehr gleichartige,
und ist keiner der Kegelschnitte kxk%\ ganz inner-
halb kx gelegen, so gibt es vier dem Kegelschnitt
umschriebene Kreisvierseite der Eigenschaft, dass
die drei Gegeneckenpaare eines jeden derselben bezw.
den Kegelschnitten kxk%\ angehdren. Diese Vierseite
gehen aus einem unter ihnen durch Spiegelung an den Achsen

)] M. Chasles, Paris, C. R. 17 (1813), p. 841; das Vierseit kann
ein Parallelogramm sein, der Kreis also in ein Paar unendlich ferner
Punkte ausarten.

auch
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hervor. Unter jeder anderen Annahme Uber die einteiligen
konfokalen Kegelschnitte kx. . & gibt es kein reelles Tan-
gentenvierseit der genannten Art.

43. Die Qieichungen
P+ ¢=C; g+t 9= —C; 2+ =2C; +
sind nur dann vertraglich, wenn 4 C = 0. Fir eine Voss’'sche
Flache (Nr. 20) und nur fur eine solchel) gibt es also oo*
nichtzyklische Quadrupel ax.. <4 derart, dass je zwei an-
stossende Speere a-0,4.1, desselben eine Erzeugende der Flache
reprasentieren. Insbesondere existieren innerhalb des Sy-
stems 2 flUr jede der beiden ovalen Voss'schen Fla-
chen oo* Speervierseite, deren Ecken alle auf der
betreffenden ovalen Flache liegen. Jedes dieser Vier-
seite ist auf zwei verschiedenen Rotationshyper-
boloiden gelegen; durch jedes seiner Gegeneckenpaare
geht ausser der betrachteten Voss’'schen Flache noch
je eine zweite ovale Flache des konfokalen Systems
hindurch, und die Punkte jedes Paares liegen hin-
sichtlich der #-Achse symmetrisch.

44, Bezeichnet man die Fokalellipse bezw. -hyperbel mit
e und A die Ellipse, die das Voss'sche Ellipsoid aus der xy -
bezw. xz- Ebene ausschneidet, mit e\ eu, endlich die Hyperbel,
die das zweischalige Voss'sche Hyperboloid mit der xy- bezw.
der xz-Ebene gemein hat, mit A resp. A", so erhdlt man aus
der vorigen Nummer folgende Sétze:

Es gibt ool Parallelogramme, die der Ellipse e
umschrieben und der Ellipse e eingeschrieben sind,
ebenso ool Parallelogramme, die der Ellipse e um-
schrieben und der Hyperbel h* eingeschrieben sind.
Die Tangenten der Ellipse e in den Punkten, wo sie
von A getroffen wird, sind zu den Asymptoten von V
parallel.

Es gibt ool Tangentenvierseite der Hyperbel A

® A. Vosg, A. Harnack, a, a. 0.
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der Eigenschaft, dass je zwei Oegeneckenpaare eines
solchen Vierseits auf der Ellipse eu liegen; und ool
Tangentenvierseite von /* welche die analoge Eigen-
schaft in Bezug auf die Hyperbel hu besitzen. Die
£-Achse ist Symmetrieachse aller dieser Vierseite und
enthélt die dritten Oegeneckenpaare derselben. Die
Tangenten der Hyperbel h in den Punkten, wo sie
von der Ellipse es getroffen wird, schneiden sich
paarweise in den auf der ~-Achse liegenden Scheiteln
von eM

Da durch Angabe der Fokalellipse oder Fokalhyperbel das
konfokale System und damit auch die Voss'schen Flachen des-
selben eindeutig bestimmt sind, so folgt nebenbei der Satz,
dass zu jeder Ellipse e (bezw. Hyperbel/*) ein und nur
ein Paar konfokaler Kegelschnitte €' h4 (bezw. euhu)
mit den angegebenen Eigenschaften existiert.]) Die
Kegelschnitte e sind dem von den vier Scheitel-
tangenten der Ellipse e gebildeten Rechteck um-
schrieben; die Kegelschnitte eu und hMgehen durch
die vier Punkte, in denen die Scheiteltangenten der
Hyperbel h deren Asymptoten schneiden.

§ 7. Schmiegungsspeer, Striktionsfl&che and Mittelflftche.

45, Unter dem nSchmiegungsspeer * eines gegebenen
Speers a mit dem Argument < verstehen wir den Speer r mit
dem Argumentwert —3 9@ also den vierten Speer des zykli-
schen Quadrupels, welches den Speer o dreifach zahlend ent-
halt. Der Schmiegungsspeer ist stets von o verschieden, ausser
wenn o mit einem der 16 ausgezeichneten Speere (Nr. 13) zu-
sammenfallt, und schneidet den Speer o dann und nur dann,
wenn dieser Tangente der Fokalellipse oder Fokalhyperbel ist.

Der Schmiegungsspeer des Schmiegungsspeers r koinzidiert

1) Wegen des Zusammenhangs dieser Resultate mit bekannten
Schliessungsséatzen vgl. das Referat von F. Dingeldey, Enc. d. math.
Wiss., Ill; C, 1, Nr. 69 u. Fussn. 420.
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dann und nur dann mit o, wenn dieser letztere (und infolge-
dessen auch r) Doppelspeer einer der 12 Voss'schen Regel-
scharen des Systems ist; es gibt also 24 Paare von Speeren,
von denen jeder der Schmiegungsspeer des andern ist.)

46. Ist (g, MOM) die reelle Reprasentation der Minimal-
geraden [o], langs welcher die Minimalebene (0) die Develop-
pable V beridhrt (Nr. 30) und kennt man den Schmiegungs-
speer t, so kann der Punkt, in dem die Gerade [0] von der
Minimalebene (r) geschnitten wird, nach Nr. 8 konstruiert
werden; es ist dies der Punkt, wo die Minimalebene (0) die
Ruckkehrkante y der Developpabeln T oskuliert, und die
Minimalgerade [a] diese Rickkehrkante beruhrt.

47. Unter den verschiedenen Methoden, den Schmiegungs-
speer x eines gegebenen Speers a zu konstruieren, heben wir
die folgenden hervor:

a) Sind 9, 9ti beliebige adjungierte Regelscharen
des konfokalen Systems 2, x und xi die Begleitspeere
von a in Bezug auf 9%*und 9 t,o\ der Begleitspeer von
X in Bezug auf 9. oot der von X\ in Bezug auf 9 so
ist der gesuchte Schmiegungsspeer r der zweite ge-
meinsame Speer aller Zyklen (o, od: ft3i)*):

Dieser Satz enthalt als Spezialfall den folgenden:

b) Ist 9? die Regelschar, die den gegebenen Speer
0 zum Doppelspeer hat (Nr. 28), 9t' die dazu adjun-
gierte, so ist «+ der Begleitspeer von o in Bezug auf 9t.

Hieraus folgt insbesondere noch die nachstehende spezielle
Konstruktion:

c) Bedeuten axot a8 die Speere, die aus o, und
j/(0j /(0 die drei Punktepaare, die aus J/OM durch
Umwendung um die drei Koordinatenachsen hervor-
gehen, und konstruiert man (nach Nr. 8) die Zyklen
der Punkte, in denen die Minimal ebene (0) die drei

# Schroter, a. a. 0., p. 80 f.
2 H Schréter, ,Grundzige § 8.
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Minimalgeraden (o, M f JfM) trifft, so ist r der zweite
gemeinsame Speer dieser drei Zyklen.

d) Unter Beibehaltung der vorigen Bezeichnungsweise ist
t der vierte Speer, den der Zyklus (o, 0, 0§ mit dem
Speersystem 2 gemein hat.

48. Wenn der Speer o den einteiligen Fokalkegelschnitt k
im Punkte MQ beriihrt, so ist der Aquator des Zyklus, der
mit dem Speersystem 2 den dreifach zahlenden Speer o gemein
hat, offenbar nichts anderes, als der zu dem Punkte JfO ge-
horige, mit o Ubereinstimmend orientierte Krtimmungskreis des
Kegelschnitts i. Daher liefert jeder der Satze a)— d) der
vorigen Nummer ein entsprechendes Theorem Uber die Krim-
mungskreise eines Kegelschnitts.

Zwei Speere, die in der Ebene eines Kegelschnitts k* liegen
und sich in einem Punkte P desselben treffen, sollen ,gleich-
artig” heissen, wenn sie im Punkte P beide aus k* austreten
oder beide in k' eintreten. Dann gelten die Satze:

a) Der Speer o bertihre den Kegelschnitt k im
Punkte Jf0, und es sei x der mit o homolog orien-
tierte, zum Punkte MO gehdrige Krimmungskreis
von k Durch die Punkte P* P*, in denen o einen be-
liebigen zn k konfokalen Kegelschnitt k' schneidet,
lege man die zu o gleichartigen Speere x* und t", die
den Kegelschnitt k berihren nnd k- zum zweitenmal
in Q bezw. Q" schneiden mdgen, ferner durch Q resp.
Qu die zu x' bezw. x“ gleichartigen Speere &\ ' die
den Kegelschnitt k ebenfalls berihren. Bedeutet dann
x' den orientierten Kreis, der die Speere a a\cd' zu
Tangentenl hat, so ist die vierte gemeinsame Tan-
gente des Kreises x1 und des Kegelschnitts k unab-
hangig von der Wahl des dazu konfokalen Kegel-
schnitts k' und identisch mit der einfach z&ahlenden

* Beruihrung wird dabei in dem Sinne verstanden, dass die Orien-
tierungen der Geraden und des Kreises in dem gemeinsamen Punkte
Ubereinstimmen.
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Tangente r, die der Krimmungskreis x mit dem Kegel-
schnitt k ausser o noch gemein hat.

b) Die dreifach zadhlende Tangente a und die ein-
fach zdhlende Tangente r, welche der Kegelschnitt k
mit seinem im Punkte MO oskulierenden Krimmungs-
kreis gemein hat, schneiden sich auf dem durch
gehenden Kegelschnitt, der zu k konfokal ist.

Dieser Satz ist auch in dem Reye'schen Satze der Nr. 42
bezw. in dem der Nr. 39 als Grenzfall enthalten.

c) Der Speer o berthre den Zentralkegelschnitt
k im Punkte MO, und es seien axo9os die Speere,
MxMt M%die Punkte, die aus o bezw. Mq durch Spie-
gelung an den Achsen von k und an dem Zentrum O
hervorgehen. Bezeichnet man dann mit x* den orien-
tierten Kreis, der den Speer & im Punkte Mt und den
Speer o berthrt,) so haben die drei Kreise xf x8
eine gemeinsame orientierte Tangente r, welche auch
den Kegelschnitt k und den zu MO gehdrigen, mit o
Ubereinstimmend orientierten Krimmungskreis x des-
selben beruhrt.

d) Der vorhin genannte Speer r berdhrt auch den
orientierten Kreis, der die Speere o0, 0%0s zu Tan-
genten hat.

Diese Satze liefern fur den Krummungskreis eines Kegel-
schnitts Konstruktionen, die an Einfachheit hinter den be-
kannten nicht zurickstehen.

49, Es sei 0 ein beliebiger Speer des Systems 2% (0, MOM)
die reelle Reprasentation der Minimalgeraden [o0], ferner [POP]
der nach Nr. 46 zu konstruierende Pfeil des komplexen Punktes
77, in dem die Gerade [0] die Ruckkehrkante y der Develop-
pabeln T berthrt. Dann liegen die Punkte PO und P bezw.
in den reellen Ebenen €0 und e, die in MO bezw. M auf dem
Speer o senkrecht stehen. Durchlauft o alle Speere des Systems

* Vgl. die vorige Anmerkung
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2, so beschreibt der Striktionspunkt MO eine Flache s, die
~Striktionsflache*, und PO eine Flache m, die ,Mittel-
flache* des konfokalen Systems 2.

Bedeuten o, o zwei unendlich benachbarte Speere des-
selben Zyklus, so bestatigt man entweder durch Rechnung oder
durch direkte Uberlegung aufs leichteste, dass der auf o
liegende Fusspunkt der kirzesten Entfernung zwischen o und
0 mit dem Punkte identisch ist, wo o die Aquatorebene des
Zyklus schneidet. Daraus folgt, dass jede Regelschar, die aus
Speeren des Zyklus gebildet wird, die Kurve, wonach sie die
Agquatorebene schneidet, zur Striktionslinie hat.

Nun ist der obengenannte Punkt Il der Schnittpunkt
dreier aufeinanderfolgender Minimalebenen der Developpabeln i*
d. h. der Zyklus [POP] hat mit jeder reellen Regelschar, die
aus 00l Speeren des Systems 2 besteht und den Speer o ent-
halt, drei aufeinanderfolgende Speere a o' gemein. Die
Aquatorebene unseres Zyklus enthalt also den auf o liegenden
Fusspunkt der kirzesten Entfernung von o und o', sowie
den auf o' liegenden Fusspunkt M\ der kiirzesten Entfernung
zwischen den Speeren o' und oM Damit ist nicht nur die
friher aufgestellte Behauptung bewiesen, dass Mn mit dem
LStriktionspunkt* des Speeres o zusammenfallt, sondern es ist
weiterhin gezeigt: ,Durchlauft der Speer o innerhalb
des Systems 2 eine beliebige Regelschar, so be-
schreibt der zugehdrige Punkt MO die Striktionslinie
derselben, m. a W.: die Striktionskurven aller aus
dem System 2 herausgegriffenen reellen Regelscharen
liegen auf der Striktionsflache 5*

Die Aquatorebene des Zyklus [POP] ist mit der
Tangentialebene der Striktionsflache s im Punkte MO
identisch.

Da sonach die Punkte JZ., auf der Aquatorebene des
Zyklus [POP] liegen, so muss nicht nur die Ebene €0, sondern
auch die Ebene «o» die im Punkte MW auf dem Speer o' senk-
recht steht, durch das Zentrum PO unseres Zyklus hindurch-
gehen; also folgt:
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Die Ebene €0 ist die Tangentialebene der Mittelflaehe m
im Punkte PO; d. h. die Mittelflache ist die Enveloppe
der oo* reellen Ebenen, die auf den Speeren des Sy-
stems 2 bezw. in deren Striktionspunkten senkrecht
stehen.

Die Striktionsflache s und die Mittelflache m sind also in
folgender Weise umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen:
Bedeuten MO, PO zwei entsprechende Punkte auf s bezw. m,
so geht die Ebene, die die Flache s im Punkte MO berthrt,
durch PO, und die Ebene, die m in PO berdhrt, durch MO
hindurch.

Die Begriffe ,Striktionsflache* und ,Mittelflache*, sowie
alle Satze dieser Nummer lassen sich, wie man sofort erkennt,
auf jedes System von oo2 Speeren Ubertragen, welche die osku-
lierenden Minimalebenen einer ganz beliebigen Minimal-
kurye y représentieren.

50. Die Striktionsflache $ besitzt folgende Parameter-
darstellung:

Nx = (P- 1)(P+ 1)(« - 0)1(i2- c');

Ny = 2k(J* + 1) (ft*— g)* (cl — a*);

Nz = —2ik(X* — 1)(c% e)* (a*- b*);

N = (@—g)(c*- P) &+ 1y*+ 4al(i*—ad (c*- gl
worin g und k die beiden unabhangigen Parameter bedeuten.
Dabei sind die Kurven g — C die Striktionslinien der ool Regel-
scharen Il. Ordnung des konfokalen Systems, die Kurven k= C
dagegen die der ool Henriciflaichen (Ketten 2. Art). Die Glei-
chung von s ergibt sich auch durch Elimination von o aus
den beiden Relationen:

Sy*z%a* - 0)3(b% e%YHo= O,
Sx2b%— ®(@A—o0)= (@z—g){lr — g) (c%— Qg).
Von der Resultante dieser Gleichungen lasst sich der

unwesentliche Faktor x1y1l abspalten. Die Flache s ist da-
her von der XII. Ordnung und hinsichtlich der drei Haupt-
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ebenen symmetrisch. Jeder der drei Fokalkegelschnitte ist
eine Ruckkehrkante von s; die Ruckkehrtangentialebene in
jedem Punkte eines solchen Kegelschnitts ist mit der be-
treffenden Hauptebene identisch. Die drei Koordinatenachsen
sind Doppellinien der Flache; die vier Punkte, welche jede der
drei Achsen mit den Fokalkegelschnitten gemein hat, sind
~Klemmpunkte“. Ausserdem enthalt die Flache s noch die
Asymptoten jedes der drei Fokalkegelschnitte. Der vollstandige
Schnitt der Flache s mit einer Hauptebene besteht also aus
dem dreifach zahlenden Fokalkegelschnitt, dem einfach z&h-
lenden Asymptotenpaar und den beiden je doppelt zahlenden
Achsen desselben.

Die Mittelflache m ist eine algebraische Minimalflache und
zwar eine sogenannte Doppelflache;] sie ist namlich der Ort
der Mitten je zweier konjugiert komplexer Punkte der Minimal-
kurve y, und hat die Evoluten der drei Fokalkegelschnitte zu
geodatischen Linien.*) Daraus folgt die von R. Townsend8
konstatierte Tatsache, dass die Vertikalprojektion der Kurve y
auf eine Hauptebene mit der Evolute des betreffenden Fokal-
kegelschnitts identisch ist.

]) 6. Darboux, Legons sur la th. gén. des surfaces 1, p. 349.

2 Die Resultate der vorliegenden Arbeit lassen sich naturlich «ehr
leicht auch fir das System reeller konfokaler Paraboloide aussprechen;
die Mittelflache m wird in diesem Fall identisch mit der Henneberg-
Hchen Minimalflache, die die Neil’Hche Parabel zur geodatischen Linie
hat (vgl. Darboux, a. a. 0., Bd. 1, p. 352).

3 Mess of Math 12), 1, 491 (1872).



