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Beitrdge zur Theorie der unendlich kleinen
Deformationen einer Flache.

Von A. Tos«.

(Singdauftn 12. Mai,)

Erster Teil.

Uber unendlich kleine Deformationen allgemeinster Art,
welche eine Flache erfahren kann, habe ich bereits vor langerer
Zeit einige ganz kurze Andeutungen gegeben,] insbesondere
auch damals die partielle Differentialgleichung aufgestellt, von
der ebenso wie bei der isometrischen Deformation, die Bestim-
mung der charakteristischen Funktion der Deformation abhangt.
Inzwischen hat auch Herr E. Daniele? diesen Gegenstand be-
handelt. Die folgenden Betrachtungen deuten eine Reihe von
hierauf bezlglichen Fragen an, die sich mit Erfolg behandeln
lassen; sie geben insbesondere eine, wie ich glaube, neue Be-
handlung des allgemeinen Deformationsproblems, welche ge-
eigret scheint, in besonders einfacher Weise mit den unendlich
Kleinen Deformationen projektive und endliche Umformungen
duch ,Biegung* zu verbinden.

1) Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 4,
p. 132 (1895).

* Sulle deformazioni infinitesime delle superficie flessibili ed esten-
«bili, Acc. li Torino, serie 2, tom. 1, p. 26, 1900; es ist wohl naturlich,

daw meine Darlegungen in mehreren Punkten mit denen des Herrn
Daniele Zusammentreffen.



142 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Mai 1904.

§ 1
Die allgemeine infinitesimale Flachendeformation.

Sind x,y,z die rechtwinkeligen Koordinaten der Punkte
einer Flache, die auf irgend ein System krummliniger Koordi-
naten m v bezogen ist, und bezeichnet man die Fundamental-
gréssen erster und zweiter Ordnung durch e, \g; E, F, fa, die
Richtungscosinus der Normale mit p, # r, so bestehen bekannt-
lich die Gleichungenl

X Atdx £ j.dx \_I—Er,
du2 du dv P
A) -— =B--—hB. - -+ Fp
dudv du 1dv
d2Xx dx dx
i* = a»™a 'ip p’
nebst den analogen, welche durch gleichzeitige Vertauschung
von x,E, mity, i7j; 6r, r hervorgehen. Dabei ist, wenn
eg—f2~ H

gesetzt wird,
de 3f de

2A,H~2elf -e 3“-1P
1 dv 1du
2B H=(‘j:|

B)
2B{H
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* Vgl. 7 B. diese Berichte 1892, p. 231; diee Formeln mussten hier
angefuhrt werden, weil auf dieselben bestédndig Bezug genommen wird.
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ferner
B F+liiG-¢c E-FCt+ 1?-1£ =0
0
BtF + B E—AXG—FA + -—27-= 0,
¢ 1 3v
und
3p T dx dx
L 3«+
9v 3« 19v
D) LH=Ff—Eg
LtH —Ef— Fe
M H=Gf— Fg
M1H — Ff — Ge,
3logV H
B + Ct=
3v
B
B + A ~ | K
du
. EG —F* .
Das Krummungsmass , Welches mit den Funda-

mentalgrossen erster Ordnung durch eine dritte Gleichung ver-
bunden ist, sei k

Wird die Flache einer infinitesimalen Deformation unter-
worfen, so gehen x,y,z in x+ c£, y+ e%, &+ «f Uber,
wo e eine unendlich kleine Konstante bedeutet. Das Quadrat
s Langenelementes

ds%= edu%+ 2f dudv \ gdvl

wird dann den Zuwachs dds% enthalten, wobei

\ 3m3m \am3v  3vam/ V0V

wird, falls unter
v ?21 **

)('dldstt’ "3«3t)""
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die Ausdriicke
dx 3£ 3y dt] | 3# 3£

dH dU  dU dU  dU duU
dx de tdyd  d2dE

verstanden werden. Soll nun die Deformation einen vorge-
schriebenen Charakter haben, so setze man

dds*= 2e [Pdu*+ 2Qdudv+ B dw]VH,

wobei also P, Q, B irgend welche gegebene Funktionen der
u, v sind, oder

jjL *uaL = H
JJdUdU py

>

Sind P, Q R gleich Null, so hat man die infinitesimal
isometrische Deformation, die infinitesimale Isometriel)
mit der charakteristischen Funktion y; sind die P, Q,R
die Fundamentralgrossen erster Ordnung proportional, oder
P= A2 Q= Xft R = Xg, so hat man die infinitesimale
konforme Deformation; sind die P, Q, R den Fundamental-
gréssen zweiter Ordnung proportional, so hat man

1 Dieses System von Differentialgleichungen fur die J, rjitC geht
durch Vertauschung von w, r, P, Q, R, 7; mit r, MR, Q,P, — pin sich uber;
daher intin den folgenden Formeln bei Untersuchung von u und V jedes-
mal < mit — ¢ P mit R zu vertauschen.

2 Zwei Flachen mit denselben FundamentalgréBen erster Ord-
nung nenne ich zueinander isometrisch; haufiger werden dieselben als
Biegungen voneinander bezeichnet; zu unterscheiden ist von der in-
finitesimalen Biegung der allgemeine Prozess der infinitesimal-isometri-
schen Deformation.
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dds*=2eX(Edu*-\-2Fdudv + Gdv%
dds = — ds
e

nn man mit g den Krimmungshalbmesser des der Richtung
i, dv zugehotrigen Normalschnittes bezeichnet, u. s. w.

Die Bestimmung der Komponentenl f, I7 f d.h. der
shtwinkeligen Projektionen des Verschiebungsvektors r
11, f) auf die Koordinaten kann auf dieselbe Weise wie in
n speziellen Falle der infinitesimalen Isometrie erfolgen,
mlich durch Aufstellung der Integrabilitatsbedingungen der
fferentialgleichungen 1).

Dabei mag gleich bemerkt werden, dass die Deformationen
n Charakter 2) sich sofort erledigen lassen. Setzt man
mlich

£= -1pVH
n— —kqgVH
t= — XrVH

o X eine willkuirliche Funktion von w, v ist, so wird

Die Gleichungen 1)

]) Deformationen mit verschiedenen Komponentensystemen setzen
ich «elbstverstandlich durch Addition zusammen.
19 Sitzangsb. d. m&tb.-phys. KI. 10
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gehen daher Uber in
du du
"V 3« 3u-~ 3

3t ov

d. h. in dem speziellen Fall der isometrischen Deformation. Man
erhalt daher alle Transformationen vom Charakter 2)1,
wenn man mit einer vollig willkarlichen infinitesimalen Ver-
rickung nach der Normale der Flache die infinitesimalen
isometrischen Deformationen zusammensetzt. Fiur die Kugel
insbesondere, wo die E, F, G den e f, g proportional sind,
sind diese Transformationen konforme: Alle infinitesimalen
konformen Deformationen der Kugel ergeben sich
durch Zusammensetzung ihrer infinitesimalen isome-
trischen Deformationen mit einer willkarlichen Ver-
schiebung im Radius.2

Die Gleichungen 1) fihrt man auf eine partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung fur die charakteristische
Funktion @ zurtGck. Man erhalt durch Differentiation nach
v und u aus der ersten und dritten

S pajv-bo + £ 8u 8udv = dv Fdv
\Y; £ 4-v d - = VW 4. (0 4-~ \YE
dvdudu dV dudU du du

und durch Subtraktion, falls die zweiten Differentialquotienten
der %, y, z nach den Gleichungen A) durch die ersten und zu-

Es sind dies zugleich diejenigen Deformationen, bei denen die
Kurven der Haupttangenten der Flache ihre Lange nicht andern.
2 Eine Kugelflache (Ebene) ist auch die einzige Flache, welche
eine infinitesimale konforme Deformation in der Richtung der
Normale allein zulésst.
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. . 3£3 . .
gleich die Werte der £ — P2 etc. wieder vermoge der Glei-

chungen 1) ersetzt werden,

3% V H

sowie durch Vertauschung von u und v

3
= ’au+ R A + PC —Z%B—d('Qd\;q)\

Die beiden Qieichungen 3) driicken aus, dass die Ausdrucke

6 \ d x

\3m3v dvdujdu

VvV ( dw _ J\L\ *5

\3* 3L, dvdu)dv'
identisch verschwinden. Fugt man den Gleichungen 3) noch
die Bedingung

a\ 9v M ) SZdA
4)  9* ~HT - dlj-T5* tt9v  Sv9n)

hinzu, so wird auch

"Vau3t; dvdu)p

d. h. die Integrabilitatsbedingungen fir die Funktionen f, I £
sind identisch erfullt (selbstverstandlich unter der Voraus-
setzung H + 0), so dass dieselben durch Quadratur gefunden
werden, sobald ¢ bestimmt ist. Man erhalt aber aus 4) ver-
moge der Gleichungen D)

10*
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-j3iE,+G'-2fF)-v=.EFO

und nun ergibt sich aus 3) und 4) die partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung fur q sobald man die aus 3§, 3b

. 3f 3f .
bestimmten Werte der 2j me , 2§ PﬂT/ in die linke Seite von
5) eintragt.

Setzt man vermodge der Gleichungen E)

d~+ PC1+RAI-2QB 1 d
gle|ch 3«; 1 1 du

Wp+P 24y~ PB+BAREQB|+RA-f;-Q —fy"

und fahrt an Stelle der PVH, QVnh, EVI1! die Grossen
P', Q\ R ein, so wird dieser Ausdruck

YaG ?- 1 « B+ * A'- B-+«'4
Wird der Zahler desselben durch S bezeichnet, und de-
finiert man dementsprechend

T= 9«~ "7 ~ QB~ RB'+ PO+ Q

so werden die Gleichungen 34, 3b

Vu 3« V h

39
V h a» VH
oder, unter der Voraussetzung, dass k nicht Null ist,
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F*JP-Ed?
dv SF+ ET
V 9uJ kVH kH
6)
Qd - F*JP
dv GS+TF
VvV 3t/ KcVvU kH

ud die partielle Differentialgleichung wird nach 5)

FALE %/ £A -gl?
\f du dv)) & oy goin} FS+ET dGS+FT

KV H + KVH kH + _hH_
7) dv ' du 3v a«

P QR 1Y

E F G\.

« f 91

Die Ausdricke iS T verschwinden, wie ein Blick auf
die Codazzi’schen Gleichungen C) zeigt, sobald P* Q41V durch
die Fundamentalgrossen zweiter Ordnung irgend einer der
as der Flache F durch Isometrie hergeleiteten Flachen F *
ersetzt werden. Von dieser Reduktion der partiellen Differential-
gleichung 7), die zugleich eine Beziehung des Problems der
infinitesimalen Deformationen mit dem der endlichen
Isometrieen enthalt, wird spater4d Gebrauch gemacht werden;
hier mdge nur gleich ein spezieller Fall hervorgehoben sein.
Ist ndmlich F eine Flache, die mit Erhaltung der Kriminungs-
linien gebogen werden kann, so fuhrt die Aufgabe, alle in-
finitesimalen Deformationen derselben zu bestimmen, bei denen

»ds*= 2£(E‘du»+ G*dvd 3

1) Diese Gleichung in abgekirzter Form, Jahresberichte d. D. Math,
a. a. 0., p. 133. sodann bei Herrn Daniele, a. a. 0., p. 53.

*) Siehe § 5.

3 25\ Q' sind die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung irgend einer
der durch Biegung entstehenden Flachen; als Koordinatensystem der u, v
ist das der Krimmungslinien (#= o, F = o) vorausgesetzt.
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wird, auf die Wein garten’sche partielle Differentialgleichung
iur die charakteristische Funktion {g welche aus 7) fur

P'= <2'=jB'= 0

folgt, aus welcher die Komponenten f, rj, £ durch Quadratur
bestimmt werden.

=72

Die infinitesimale Deformation der Developpabeln.
Ist die Flache F developpabel, so lassen sich, da

EG —F2= 0 ist, aus 39 und 3b die v nicht

du d
ausdriicken. Man erhéalt in diesem Falle keine partielle Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung fur @ Wenn aber
Darbouxl diesen Fall als unwesentlich ansieht, weil es sich
umn den isometrischen Deformationsprozess der Developpabeln
handelt, fur welche ja von vornherein alle endlichen Biegungen
bekannt seien, so scheint mir diese Ausdrucksweise nicht ganz
zutreffend. In der Tat misste dann, da bei jeder endlichen
Biegung die Developpabele in eine Developpabele, die Erzeu-
genden dabei in Erzeugende Ubergehen, auch bei der infini-
tesimalen Isometrie die Developpabele in eine unendlich be-
nachbarte Developpabele Ubergehen, wahrend die allgemeine
isometrische infinitesimale Deformation sie in eine Regel-
flache verwandelt.

Man kann in diesem Falle folgendermassen verfahren.
Denkt man sich von vornherein die developpabele Flache auf
das System ihrer Erzeugenden v = Konst bezogen, so sind E

* Herr Darboux sagt, Lecons sur la theorie générale des surface»,
toin. 1V, p. 28 geradezu: Comme on sait résoudre le probleme de la dé-
formation finie pour toute surface développable, on saura, par cela méme
résoudre aussi celui de la déformation infiniment petite. Herr Bianchi
bezeichnet dagegen (Lezioni di geometria, ed. Il, 1903, vol. Il, p. s, vgl.
auch die Anm. auf p. 2) diesen Fall als privo d’intéressé. Aber derselbe
scheint gerade geeignet, den Unterschied zwischen unendlich kleiner
Biegung und infinitesimaler Isometrie zu erlautern.
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und F gleich Null. Die Gleichung 39 § 1 bestimmt dann
durch Quadratur die Funktion 92 da G nicht verschwindet,
falls die Flache nicht eine Ebene ist, folgt aus 3 die Grisse

Alsdann ergibt sich durch Quadratur aus der Gleichung 5)

far B auftretenden willkdrlichen Funktion von v eine zweite
solche Funktion eingefihrt wird. Alle infinitesimalen De-
formationen einer Developpabelen eines vorgeschrie-
benen Charakters lassen sich daher durch Quadraturen
bestimmen und enthalten — bei der vorausgesetzten
Koordinatenbestimmung — noch zwei willkarliche
Funktionen von v.

Hinsichtlich der weiteren Ausfiihrung beschranke ich mich
der Einfachheit halber auf die isometrische Deformation.

Bezeichnet man mit X, F, Z die Koordinaten eines Punktes
der Ruckkehrkurve der Flache, welche als Funktionen von v
so angenommen sind, dass

ist, so sind die auf das aus den Erzeugenden und ihnen ortho-
gonalen Trajektorien gebildete Koordinatensystem bezogenen
rechtwinkligen Koordinaten der Developpabelen

y und 8 haben die durch Vertauschung von X mit Y, Z lier-
vorgehenden Werte. Es ist aber

dx 3X

1)

mithin
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(U — V)* 7,

152

e=1, £f= 0, g-=

falls .
Io a*x,a»r ,a*z
= gy Rd t gy

gesetzt wird, und V H ist gleich h (u— v).

Die Richtungskosinus der Flachennormale sind ferner d

die ldentitat

9*X dwy d'Z
dv* dv* dv*
dX 3Y dz

h(,I>+ ctq+ csr) =
dv ‘dv dv

«S

gegeben, in der die cx willkurliche Koeffizienten bede
Setzt man noch

d*X a Y d'Z

dv* dv3 dv*

A = d*x a» y arz

dv* at;* a»*

dX ar az
dv at; dv
so erhalt man
A
1= (m _ * )«
A*

Da nach 33 8 1, (p= V wird, wo V eine willkir

Funktion von V ist, so folgt aus 3B

_ L

wo V* den Differentialguotienten von V bedeutet. Au

folgt dann

mithin
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wo Vteine zweite willklrliche Funktion von v bedeutet. Hieraus
folgt dann unter Benutzung der Gleichung 1) des § 1

11- - L d
du~ h dv* Ap

Hieraus folgt, dass die Erzeugenden der Flache v = Konst
auch bei der infinitesimalen Isometrie geradlinig bleiben,
{,  f sind lineare gerade Funktionen von u. Die aus
den Koordinaten f, I7 £ gebildete Flache, welche zu der De-
veloppabeln in Moutard’scher Zuordnung steht, ist aber im
allgemeinen eine Kegelflache, welche nur dann in eine
Developpabele Ubergeht, wenn V oder Vx verschwindet. Im
ersten Falle aber ist

d h. man hat eine singulédre Transformation, bei der die so-
eben genannte Flache in eine Kurve degeneriert. Im zweiten
Falle dagegen entsteht die infinitesimale Isometrie, bei der die
Flachen #, vy, z und £ I7 £ gleichzeitig Developpabele sind.
Ist die gegebene Flache eine Kegelflache, so muss die
Betrachtung etwas anders gefuhrt werden. Setzt man

X= uX
19 y=uY
z= uZz,

wo X, Y, Z Funktionen von v sind, welche die Gleichungen

X' fr-+z*=1
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befriedigen, so wird die Flachennormale bestimmt durch die

Identitat
1X Y z |

3X dy 3z

iP + csr=
CiP+ ctq s dv dv dv

Setzt man wieder
ar X3y d*z\

‘ar Jv* oarr !
J=\ax avy az |
dv dv dv
Il x y Z
so wird
G = UuA,
und zugleich e= 1, f— 0, g = w = m Hieraus er-

geben sich die Gleichungen

-A(i'AV)-r4+ ,'+ "5Kk--

unter Beibehaltung der Bedeutungen von V, V\ Vx. Es wird
daher:

33 bl «-K-vg} A

@D

- = XVX —p VX+VA + u-

dv ai;
Auch hier ist die Flache f, f im allgemeinen eine
Regel flache, welche — abgesehen von dem singularen Falle
F=0 — in eine Kegelflache ubergeht, wenn Vvx gleich

Null angenommen wird.

Fur die infinitesimal deformierte Fléache der Developpabelen,
deren Koordinaten nach § 1
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x f e£, y+ erj, ef

sind, ist nun selbstverstandlich die Fundamentalgrosse F* gleich

Null. Dagegen erhédlt man fur F 1den Ausdruck
d't d'x d'x
du dv dudv du dv
dz . 0 . dx
du du du
dX dX dt
dv dv dv

wobei von den Determinanten nur eine Vertikalreihe hinge-
schrieben ist. Werden die Differentialquotienten der £ I £
nach 3) eingesetzt, so ergibt sich

e Vlihy

d h. die infinitesimal deformierte Flache ist im all-
gemeinen eine Regelflache und nur dann wieder de-
veloppabel, wenn vx= 0 angenommen wird. Der genauere
Nachweis, dass in der Tat dieser Fall, wie es zu vermuten ist,
der infinitesimalen Biegung der Developpabeln entspricht,
scheint allerdings die explizite Biegung dieser Flachen zu er-
fordern; ich gehe auf diese Frage, die eine etwas andere Be-
handlung erfordert, hier nicht ein.

Developpabele Flachen andern sich also bei infinitesimaler
Isometrie auch nur so, dass ihre Erzeugenden geradlinig
bleiben. Nur die Ebene ist bei den vorstehenden Betrachtungen
ausgeschlossen. Setzt man aber in den Gleichungen 3) und
5) des § 1 die drei Fundamentalgrossen E, F, G gleich Null
voraus, so ergibt sich:

Bei allen infinitesimalen Isometrieen der Ebene ist die
charakteristische Funktion 9? eine Konstante und alle Defor-
mationen dieser Art ergeben sich, wenn man den Gleichungen
1) noch die Beziehungen
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X P*A = d£
r du du
dvVv dv'

wo yj eine willkdrliche Funktion von u und t; hinzufugt. Und
in analoger Weise erhédlt man auch alle Deformationen der
Ebene von vorgeschriebenem Charakter, doch ist zu
bemerken, dass die P, Q, R in diesem Falle nicht voll-
kommen willktrlich angenommen werden durfen, sondern
den Gleichungen 33, 38 des § 1 zufolge selbst einer Bedin-
gung geniugen missen, die besonders einfach ausfallt, wenn
man z. B. die Koeffizienten ¢, f, g als Konstanten voraussetzt.

8 3.
Die infinitesimale Isometrie der Flachen.

Fur die Untersuchung derselben sind im wesentlichen drei
Methoden entwickelt. Herr Darboux hat bereits 1882 in
seinen Vorlesungen unter Zugrundelegung des Koordinaten-
systems der Haupttangentenkurven die betreffenden Unter-
suchungen in ausserordentlich eleganter und fruchtbarer Weise
durchgefiihrt; Herr Weingarten hat 1886 bei der allgemein-
sten Koordinatenbestimmung die Frage auf die Ermittelung
der charakteristischen Funktion ¢ reduziert; Herr Bianchi,
dem man insbesondere die wichtige Theorie der assoziierten
Flachen verdankt, bestimmt endlich die Differentialgleichungen,
denen die Anderungen der Fundamentalgrossen zweiter Ord-
nung bei der infinitesimalen Isometrie gentigen missen.]) Jeder
dieser Wege hat besondere Vorzige, allen aber ist das gemein-
sam, dass die eine Flache F* mit den Koordinaten f, I7 f als
gesuchte, die andere F (#, vy, z) als gegebene erscheint, wah-
rend die vollige Reziprozitat der beiden Flachen zuricktritt.

Stellt man sich auf den Standpunkt, dass F und Uber-
haupt zwei Flachen sind, welche in Moutard’scher Zuordnung
stehen, derart, dass in korrespondierenden Punkten korrespon-
dierende Richtungen einen rechten Winkel miteinander bilden,

1) Lezioni, Vol. Il, p. 22.
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so erscheint es zweckmassig, die beiden Flachen als vodllig
gleichberechtigt anzusehen.

Setzt man an a# __
Adi du ~
S didy
dudv Vv
af axX .
i'9V««- +V
£ ?£_ ot
AN dv dv '

< folgt durch Differentiation dieser Gleichungen nach u und
A\ wenn man die Fundamentalgréssen erster und zweiter Ord-
nung fur die Flache F* (f, *7 £) durch e\ /¥, g\ E\ F\ G°, die
Normalenkosinus durch w, x, g, die Christoffel’schen Koeffi-

zienten A, B .. des § 1 durch kleine griechische Buchstaben
bezeichnet,

) (.,-")v+E-£(4*-)+E£e (j.?4)-0

2 4 -v +CL,v+F's(L,”™”)+es(™)—
«  (A+ + +|s
6 fr.+ Gb.+G'~,;-
7)(-/71 + S)v+i',E(»~)+i'S(?]])-0

8 (-J-+ OV+0O-SAJA+CSAH)-#!

% Zwischen y> und den charakteristischen Funktionen q und o far
die beiden Flachen F und F* besteht daher die Bezeichnung

y— pVS = ptVif,.
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dabei ist nach E) § 1

R+ Yi=s*}°gYEt BRi+ta=t~"~I1E
H~ 7 dv * Hinr du

Durch Subtraktion von 2), 1) und 5), 4) und 7) ergeben
sich die Gleichungen von Weingarten

FS. -E S . — V,3 «] YK
du

IS +
du 'r
FS. -OS. = + Vv

dv T dv

F- Xu— E- X, = + (]JG—\'{—%L’J\ ~

F-X,- G‘X,= — -I-
dv y' dv
wenn zur Abkulrzung
H ds = su, E I1-s.
Pdu P dv
o dx y dx v
du dv 9

gesetzt wird.]) Aus den Gleichungen 3) ergibt sich wieder die
partielle Differentialgleichung des § 2 fur y»

Aus den Gleichungen 2) lasst sich der Satz folgern:

Far irgend zwei in Moutard’scher Zuordnung
stehende Flachen F und F* besteht zwischen den

1) Bei Anwendung der Gleichungen E) des g 1 und der Gleichungen
8) nehmen die Gleichungen 2) 1, 2, 3 und 4, sowie 5 und 6, 7, 8 die
vollig symmetrische Gestalt an

@ — Ai)yt-f-E Xm-]-E Sn*=0

Bi-B i)w+ F Xn+ F~u =0
(yt — Cf)y;-]- 01Xu 4“0 Cu= 0
(A — a) y»-\-E X§ E Sv =-0
/?—RB) v + +
(C—y) y+ G'X, +GS, =0.
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Fundamentalgrossen zweiter Ordnung derselben die
Relation)
Q= EG'+ GE-— 2FF*‘= 0.

Zunachst erhalt man flur das Produkt der beiden Deter-
minanten

1dX

I\du du

1

dx af
dv av
=) 71

durch Multiplikation die Gleichung
4) VHH\ = E uX ,- E, X, + V.cos <9
welche zeigt, dass die rechte Seite, in der

£ (pn)= cosG

gesetzt ist, wobei cos G den Kosinus des Neigungswinkels der
Normalen von .Fund F* bedeutet, niemals verschwinden kann,
da H,H x nach Voraussetzung nicht Null sind.

Man differentiiere nun die beiden ersten Gleichungen 3)
nach u und v. Alsdann folgt, wenn man wieder die zweiten
Differentialquotienten der Koordinaten, sowie die ersten der
p, 9, r nach den Gleichungen A) und D) des § 1 durch die
ersten Differentialquotienten ersetzt,

I) Diese Relation selbst ist fur nicht cleveloppabele Flachen eine
Folge von dem Satze, dass dem System der Haupttangenten kurven
von F ein konjugiertes System auf F* entspricht, welchen Darboux
durch Benutzung der gegenwartig als Lelieuvre’s Formeln bezeichneten
Transformation ableitet, Lecons, IV, p. 50. Die Betrachtung des Textes
beweist diesen wichtigen Satz in der allgemeinsten Weise fur irgend
zwei Flachen F und F ‘\ Ubrigens ist er in g 2 schon fur die Develop-
pabelen hergeleitet.
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F(RE,+ BE,)-E(yEm+ 7t3,) + Eudf - E ,

4+ FF- - E G- .- EE
v Gl os9 =+ Gif gf: 3v 3y
— 3*v>_, 3y»>3logVH a* log V/Mf
dadv dv du dtldv
F(REu+ RtE.)- G(ar.+ & S.)+ E.
+\(/F|1- GE-)cosO+FI3P§B— (Ea\lll
. 3 _dydlogVH__  alogVvil
du dVv du dv fad du dv

also durch Addition
A2 -, E-ad+;] -?2f)+=-(2Ai--Tif£ -.IG+?-i-")

= ficoae + ~ 3I10gVli-*y I~SVH

dv du du dv
oder, wenn
2RF-yE-aG~~\1=U
»A*-r.s-«.0 + ~-*£ =v,
gesetzt wird,
5) S.F+5F+Cc<»«-]222 »*U 1] VI.
! dv du du dv

Aus den Gleichungen 2) 1, 2, 5, 6 folgt ferner durch
Zuziehung von C) § 1

X.Q+ (EG—F*Eu—yV=E-V—FA
e+ {f | Eu—y, av du

X,i2+ {EG-F*)E,-y>U=Fd -G d.

Multipliziert man diese beiden Gleichungen mit St und Eu
und subtrahiert, so folgt
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(X.5,—X,£,)Q—y>(VZ,+ US,)
-gyiS.-FSJ +9g&S.-FS.).
Ersetzt man hierin nach 5) den mit tp multiplizierten Teil,
= folgt unter Benutzung der beiden ersten Gleichungen 3)
(X,, S9— Xi En+ ycos0)Q = O,
ds nach der oben gemachten Bemerkung
B=20

ud diese Gleichung gilt daher auch ftir den Fall, dass eine
cbr Flachen F und F 1 oder beide, developpabel sind.]

Ist nun die nicht developpabele Flache auf ihre Haupt-
tangentenkurven bezogen, d h. E = O = 0, so ist auch
F'=0. Zugleich aber folgt aus den Gleichungen 2) 4 und 5

rj.r — 1
*  ydv
1 \p du
Nun ist aber nach den Gleichungen C) § 1
11Fdv
1 1F du

O Ist die Flache F elliptisch gekrummt, so kann man immer
ein isotherm-konjugiertes Koordinatensystem E = G, F = o (vgl. Bianchi,
Lezioni, Vol. I, p. 167) voraussetzen. Dann ist aber E-\- G*= o, also
die Flache F* negativ gekrummt. Es folgt also: Ist die Flache F
positiv gekrummt, so ist F* von negativer Krummung; ist dagegen
JFnegativ gekrummt, so kann das Krimmungsmass von F* positiv,
negativ oder auch Null sein.

1904. Sitxungsb. d. m*th.-phya. K). 11
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also
2C = —gF~H
du
also
2R = dlog
Fj'H
"y
2R = 3log— — .
' Ff/7/7/
3«

Das heisst: Bei zwei in Moutard’scher Beziehung stehen-
den Flachen entspricht dem System der Haupttangenten-
kurven der einen ein konjugiertes System mit gleichen
Invarianten der anderen.)

Andererseits folgt fiir das gemeinsame konjugierte
System, welches die beiden Flachen F und F ' besitzen

F=0 F‘=0,
mithin nach 2) 2 und 7
R= B, RBt= B,.

Aber dies ist nur eine andere Ausdrucksweise fur die be-
kannte Tatsache, dass die beiden Flachen mit den Koordinaten
X — zu einander isometrisch sind, also auch
in Bezug auf das gemeinsame konjugierte System derselben
Laplace’schen Differentialgleichung genutgen.

Aus den Gleichungen 2) kénnen noch einige weitere Folge-
rungen gezogen werden. Ist die Flache F developpabel und
E= 0, F= 0, so ist notwendig Ex= 0. Dann ist aber nach
2), 1 auch ax= Av Da nun aber fur die Erzeugende der
Developpabeln auch ~ = 0 ist, so folgt aj = 0; d.h. die
Flache F ‘ ist eine Kegelflache, wie in g 2 bereits erkannt

I) Vvgl. Dar boux, Le”ons IV, p. 50.
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wurde. Es gilt Ubrigens der allgemeine Satz: Stehen zwei
Flachen in Moutard’scher Beziehung und entspricht dabei
einer Schar von Haupttangentenkurven der einen Flache wieder
eine solche Schar auf der anderen, so ist die eine Flache
developpabel, die andere eine Regelflache. Ist Uber-
haupt auf der einen Flache eine gerade Linie mit parabolischer
Krummung vorhanden, also léangs derseloen F = 0, E = O,

= 0, so entspricht ihr auf der anderen Flache notwendig
eire gerade Linie.

Durch Multiplikation der beiden Determinanten

af 1 9x 1

9« 3<<i!

ds = cosB VS, dX = CcosO VH,
9v dv

P 171

folgt
Vwa=coso6lIfu U x.

Die Bestimmung von Hx ergibt sich, wenn die Flache F
nicht developpabel ist, auf folgende Weise. Setzt man
af dx Qdx
4Z= aSu+B~ + 7P
D ist:
ae-mRf= 0
af \Bg= — <pVH= —
7= Sm
Han erhalt daher fur die Fundamentalgrossen erster
Ordnung e, f, g‘ von F *:

e'= e<p%+ EI
6 f'= f<p*+ EuZz,
g'=g<p%\rei.

Und hieraus folgt mittelst der Gleichungen 3%), 30 des § 1

El,= HgA+ 9*J(rp),
]1*
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wenn man unter A (99 den ersten Differentialparameter der af
die spharische Abbildung von F bezogenen charakteristi-
schen Funktion <p versteht, mithin ist auch

. P _
COsS O = . =

Man kann noch eine andere Gleichung fur cos R erhalten.
Multipliziert man die Determinante

dt dx |
du Jau
dl = vH.X« mit 2%
dv ¢ v
dx

du P

so folgt
VHH ; Xmy,(fSn— eS"

VHHIX, = -v>(fS,-gSm
und durch Vertauschung
VHH1S ~ v (e'X ,-fIXy
VHHtE .----- v([BX*-rX,).
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, wenn

= OH Hx= cosOYHHX

gesetzt wird, falls die Normalen der Flachen FAF* nicht zu-
einander parallel sind, also Eu, S9 Null sind, durch geeignete
Kombination
Co'HHx-0>(eg‘+ ge‘-2 ff‘1) + 1= O,

wodurch die charakteristische Funktion resp. cos Q durch die
Fundamentalgrossen erster Ordnung von F und F' ausge-
drickt ist.

Sind nun F und F 4 konform aufeinander bezogen, die
Normalen aber in entsprechenden Punkten nicht zueinander
parallel, so folgt wegen &= ie f*= A/ g = ig
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(»PEP-2wXH+ 1= 0
oder 1

= <p*=X.

Dann aber folgt aus den Gleichungen 6), dass £«, S, Null
sein missten, was der Voraussetzung widerspricht. Die kon-
forme Beziehung erfordert also den Parallelismus der Normalen.
Dann aber ist nach den Gleichungen 3) des § 1 die charakte-
ristische Funktion notwendig eine Konstante, und dies kann
nur eintreten, wenn F eine Minimalflache ist. Dann ist
aber auch F * eine Minimalflache; die Beziehung Uberdies (wegen
I=konst) eine Ahnlichkeit; man erkennt sofort, dass F
udF ' zwei adjungierte Minimalflachen (mit parallel zuge-
ordneten Normalen) oder zu solchen &hnlich und &hnlich ge-
legen sind.

Zwei inMoutard’scher Beziehung stehende Flachen,
die nicht developpabel sind, kdnnen nur dann zugleich
konform aufeinander bezogen sein, wenn sie adjun-
gierte Minimalflachen (also auch isometrisch zueinander)
oder zu solchen ahnlich und ahnlich gelegen sind.

Die noch mdgliche Ausnahme lasst sich leicht beseitigen.
Ist ndmlich F developpabel, so sind die Koeffizienten e\ f1 g*
ks Quadrates des Langenelementes von F* nach 3) § 2

7) = — v)* + Jf»
=h'Mdv

Konform aber kann diese Beziechung nur sein, wenn auch
/*= 0 ist, also entweder V konstant oder M gleich Null ist;
hieraus wirde aber in beiden Fallen vi=0 1V =0 folgen.
Ere konforme Beziehung kann also Uberhaupt nicht ein-
treten, wenn F developpabel ist.



166 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Mai 1904.

Man kann endlich voraussetzen, dass die beiden Flachen
F und F* auf das gemeinsame reelle System orthogonaler
Koordinatenlinien bezogen sind. Dann ist notwendig nach 6}

also, wenn etwa £',=0 angenommen wird, auch X* = 0, und
man erhalt

3( __y3x \
3 edu n
3f V 3x
du gdv'

Es gibt daher immer ein System der Kurven u = konst
der ersten Flache, denen Kurven v = konst mit parallelen
Tangenten in entsprechenden Punkten der zweiten Flache ent-
sprechen; eine besondere Vereinfachung scheint aber die Ein-
fuhrung dieses Koordinatensystems nicht mit sich zu bringen.
— Ist F eine developpabele Flache, so erfordert der Fall f*— O,
dass entweder V = konst ist oder M verschwindet. Im ersten
Falle ist F* noch eine Regelflache, im 2zweiten Falle ist F *
notwendig auch developpabel, und V ist aus der Differential-
gleichung

Zu bestimmen.

Die konforme Transformation.

Bei der konformen Transformation ist

dds¥%= 2ei ds*

6ds = ekas,

wie aus den Gleichungen

de= 2eke, df=2efl, dg= 2eqgl,

oder
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N dRAE AN dx o dx

du du du du
2 2 — + — 3f —2JE-* dX
du dv dVv du du dv

A dX dE _ A~ dX dX
dv dv du dv

hervorgeht. Di© Transformation andert (bis auf Glieder mit e%
die Lange Null der Minimalkurven der Flache nicht, und kann
auch durch diese Eigenschaft definiert werden. FuUr den Ko-
sinus des Winkels zweier Richtungen dx und dt auf der Flache

dx8dtscos O * edxud¥ + f(dxud?™ + d%u dxv) g dxv d%
folgt 6cos 0 = 0.

Bei der konformen infinitesimalen Deformation bleiben
also auch die Winkel ungeandert; isometrische Kurvensysteme
bewahren ihren Charakter. Auch eine gewisse Analogie zur
Moutard’schen Deutung der infinitesimalen Isometrie lasst sich
hier festhalten. Setzt man

£—1Ix, Xy, £— Xz
in den Formeln 2) gleich £ H, Z, so folgt:

yydx d£ 13i 3r%

du du ~~ " “du du
2M NdxdsS dxdE _ jidXdr1l 3i dro\
du dVv dv du 1\av3M du dV)

y, dx dE__ 1dX3r%

dv dv 2dv dv’

wenn unter r* das Quadrat der Entfernung des Punktes x,Yy, z
vom Anfang der Koordinaten verstanden wird. Das Quadrat
dks Langenelementes d a der Flache mit den Koordinaten

x ft— y+ tH, z -tz
ist bei konstantem Werte von t nach 2»)

do%=ds'-tdkdr'+ (d=-*+ dH*+ dz*).
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Die beiden Flachen mit den Koordinaten
X+ tZ, y+ z+ tZ

sind daher nicht mehr isometrisch zueinander — dies wirde*
abgesehen von dem Falle der Kugel x%\- # = r%— konst,]
nur fir X= konst eintreten, d. h. fur die mit einer Ahnlich-
keitstransformation £= cx, = cy, £— cz verbundene in-
finitesimale Isometrie, aber sie stehen in der Beziehung, dass
langs der Kurven, welche durch die Beziehung

dr* = konst, oder auch X= konst

auf den Flachen in Korrespondenz versetzt werden, die Ladngen-
elemente derselben gleich sind. Es sind das im allgemeinen
zwei verschiedene Kurvensysteme, die nur dann zusammen-
fallen, wenn der Modulus X der konformen Deformation selbst
eine Funktion von r allein ist.4

Setzt man in den Formeln 3*), 3 des § 1
P = (ie, Q= /*f, R = ftg,

so ergeben sich fur die rechten Seiten derselben

@t PO RAg 2QBh— o,

A+ RA +PC -2QB —
du Q dv

nach den Gleichungen C) des § 1 die Ausdricke
1 (9 *VH _ fof*VH\

VH \ 9v " 9u J
i (fdfivH
Vh V.  9hn 9 9v vy
)] Dieser Fall eines Paares zueinander isometrischer Flachen, welche

noch von einer willkirlichen Funktion abhangen, dirfte eine etwas aus-
fuhrlichere Behandlung verdienen.

*) Derartige Kurvensysteme (reell oder imaginar) gibt es selbstver-
standlich bei jeder Korrespondenz zwischen den Punkten zweier Flachen;
dieselben sind im vorliegenden Falle nur durch eine besonders einfache
Beziehung ausgedrickt.
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v dass, wenn jbi}iS= X gesetzt wird, die partielle Differential-
gleichung fur die charakteristische Funktion ¢ die Form an-
nimmt:

( FdP-Ega If— —Go—\ " n
du 3VI al dv N
kvH / JevW f 9v~ du
+ Ge-2fF),

wenn man zur Abklrzung
- E - inE- Ff)]i+ («F - fE)"™ ,
4

setzt. FUr die Kugel, wo ox und a9 identisch Null sind,
reduziert sich die Gleichung 3) auf die der infinitesimalen Iso-
metrie, wie nach 8§ 1 zu erwarten war.

Dieser Umstand findet auch dann statt, wenn
dwl 300,

9 W Ay 7O
wird. Nun ist aber nach § 1, D)

Hdf = (FF- gE)~ + (FE- eF)\x
du ( 9 )du ( )7dV

Q/fG -9 F)3~m+ Q/fF-eG)d-

H N
dv dv

ud hieraus folgt, dass die Gleichungen

S~*v | f+VF~" Tv~2Hh 2 <%

bestehen. Fur diejenigen Flachen, bei denen, wie z B.
bei den Flachen konstanter Krimmung, den Rotations-
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flachen etc. das Krilmmungsmass & eine Funktion der
Entfernung der Tangentialebene vom Anfang ist, kennt
man daher eine partikulare konforme infinitesimale Deformation,
bei der k= r%gewahlt ist.

Etwas &hnliches findet statt, wenn das Krummungs-
mass h in den gleichen Punkten einen konstanten
Wert hat, wo die Neigung der Flachennormale gegen
eine feste Richtung eine konstante Orgsse besitzt.
Denn es ist auch

ifa - , F)a + <fF - .G)3 = HE £ cp,

so dass man wieder eine partikulare Losung erhalt, wenn

k= ¢, x+ c2y + csz
genommen wird.

Die Flachen, bei denen das Krimmungsmass eine Funktion
des Winkels ist, den die Normale mit einer festen Richtung,
etwa mit der Z Axe des rechtwinkligen Koordinatensystems
bildet, lassen sich auf folgende Weise finden. Man nehme an,
dass das Krimmungsmass nicht konstant sei und wahle die
Kurven konstanten Krimmungsmasses zu Kurven u = konst;
die Kurven v = konst seien ihre senkrechten Trajektorien. Die
sphérische Abbildung dieses Kunrensystems besteht dann in den
Parallelkreisen und Meridianen der Einheitskugel, und aus
dieser spharischen Abbildung ist umgekehrt die Flache her-
zuleiten.

Setzt man demgeméss
p = cosvsinu
gq= sinvsinu
r = cosuy

so ergeben sich die Koordinaten der zugehdrigen Fléache durch
die Gleichungen



A. Vom: Uber unendlich kleine Deformationen. 171

dx . , \sinv
— = — [ cosvecosu+ r - —
3u sinu
dy r, . -~COS V
— = —JbSmucosu— b —
3u sinu
* .
3 = |:—_[Psm«,
du
dx . /Tsinv

= —r cosvcosU4- cr

Sin 4

3y N /f cosv

= —rsinv cosu— —
dv sinl
9z O

= isinu,
dv

wobei

EG — F* = sinfn U
Yorauszusetzen ist, und die von u allein abhéngige Funktion U
das reziproke Krummungsmass bedeutet. Die vorstehenden
Gleichungen missen nun noch den Integrabilitadtsbedingungen
genuigen. Setzt man

* *
Psmu= 3
du

Fsinu= 9-,

dv'

so sind dieselben, wie eine einfache Rechnung zeigt
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zu setzen ist. Man erhalt also die Differentialgleichung zweiter
Ordnung fur e durch Einsetzen von 8) in 7).) Da sie nicht
allgemein losbar scheint, beschranke ich mich auf die Betrach-
tung eines speziellen Falles.

Nimmt man av = c= konst an, so ist E eine Funktion

von u allein
COsti du
dann aber wird nach 7)
Q= (74-3 g)sinw,
weil O nach 8) nicht von v abhangen kann. Die Gleichung
8) dient dann zur Bestimmung der Funktion T3 Es folgt daher
x= — (Ux+ c,)cosv— csinvcotgu

y= — (Ux+ cX¥sinv+ ccosvcotgu

*= cv+ p~tgudu,

oder, wenn
ccotgu = Xsine

Ui + cx= Xcose
gesetzt wird
X — — Xcos (v— f)
y — — Xsin (v— g)

Z= c(v- e+ ce+ J N tg«du.

*) Einfache Eigenschaften dieser Flachen sind folgende. Da
dz = sinu{Edu-\- Fdv),
so sind die Kurven z = konst konjugiert zu den Kurven v = konst.
Ferner ist das Quadrat des Léngenelementes
,*:/ru £ * (F_dL;\+r8_dv\2.

d. h. die zu den Kurven u = konst, v = konst konjugierten Kurven
bilden ein Orthogonalsystem.
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Da X und e nur Funktionen von u sind, erkennt man in
dieser Darstellung die Schraubenflachen, im speziellen Falle
==0 die Rotationsflachen.

Bei der Aufstellung der Gleichungen 7), 8) ist indessen

ds . . .
vorausgesetzt, dass — oder E nicht Null ist. Fur den Fall,

dess die Kurven v = konst Haupttangentenkurven der ge-
suchten Flache werden, erhalt man aber aus den aufgestellten

Gleichungen
z= cvéd-ex

Sinti
wahrend die Integrabilitatsbedingungen liefern
G =V sinw,

wenn V eine willktrliche Funktion von v ist, und somit

X = —csinvcotgu + j*Vsinvdv

y = -\ ccost?cotgu — j*V cosv dv

l= cV+ cX,
d h. eine Regelflache mit dem Krimmungsmass

sindu
c*~;

in dem speziellen Falle F = 0 entsteht die gewthnliche
Schraubenflache.

Verlangt man, alle konformen infinitesimalen Deforma-
tionen zu bestimmen, bei denen X einen vorgeschriebenen
Wert hat, so ist natuUrlich die partielle Differentialgleichung
fur 9 zu lésen. Will man aber Uberhaupt nur konforme De-
formationen finden, so kann man auch in dieser Gleichung X
als Unbekannte ansehen; kann man sie dann in der allgemein-
sten Weise befriedigen, so gelingt es, alle konformen Defor-
mationen zu bestimmen, jedoch nicht so, dass man nun auch
schon alle solchen Deformationen eines vorgeschriebenen
Charakters gewonnen hétte. In diesem Sinne lasst sich z.B.



174 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Mai 1904.

fur die Minimalflachen das Problem der infinitesimalen
konformen Deformationen vollstéandig ldsen.

Bezieht man eine (reelle) Minimalflache auf ihre Krim-
mungslinien t, v, so sind die beiden Fundamentalgrossen E (G)
nach den Codazzi’'sehen Gleichungen § 1, D) Funktionen von
u (v) allein. Da keine derselben verschwinden darf, so kann
man dieselben gleich + 1, resp. — 1 annehmen; dann ist aber
die Flache durch ihre Krimmungslinien in infinitesimale Qua-
drate geteilt, denn aus der fur Minimalflachen charakteristischen
Gleichung

Eg [ Ge= v
folgt jetzt g = e Da nun das Kriimmungsmass k= — ~ wird,

nimmt die Gleichung 3) die einfache Form

dv \dv du) du dv)

an. Setzt man jetzt
d&p dk __ 13v
dv du e du
dp dk _ 13y
du dv e 3v'

WO eine willkurliche Funktion an u, v ist, so erhalt man

_-F = JL 1 _ i 19F —n( \
3U% 3w du €du dv € dv
welche Gleichung in bekannter Weise auf die durch Quadratur
zu lésende

vk nt N

zurtckgefuhrt wird. Alle konformen infinitesimalen De-
formationen der Minimalflachen Ilassen sich daher
durch Quadraturen bestimmen.

Ich erwdhne, um ein weiteres Beispiel zu geben, noch
die Cycliden. FuUhrt man Uberhaupt in die Gleichung 3) die
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Voraussetzung ein, dass die Flache auf ihre Krimmungslinien
bezogen ist, so erhalt sie wegen

/=0, F=0
de Form

1 3(1
3W G dv) du\ E du) 'dv\Gdu) du\Edv)

Ist also — nur von v, A nur von u abhangig, so wird der

I enthaltende Teil von der Form

3udyv

© dass | durch Quadratur gefunden werden kann. Es sind
des aber diejenigen Flachen, bei denen die beiden Schalen
der Zentralflache sich auf zwei Kurven reduzieren, d. h. die
Dupin’schen Cycliden. Alle infinitesimalen konformen
Deformationen dieser Cycliden sind demnach durch
Quadraturen bestimmbar; ich Ubergehe die leicht auszu-
fahrenden Integrationen, durch welche man die Fundamental-
grossen erster und zweiter Ordnung einer solchen auf ihre
Krimmungslinien bezogenen Cyclide aus den Codazzi’schen
Gleichungen zu bestimmen hat.

Wir fragen nun nach den infinitesimalen konformen
Deformationen der Flache in sich. Lasst sich die Flache
in dieser Weise in sich verschieben, so gibt es fur jeden Punkt
eine gewisse Richtung der Verschiebung; die von diesen Rich-
tungen umhullten Kurven seien die Kurven v = konst. Wenn diese
Kurven nicht gerade zugleich Minimalkurven der Flache
sind, kann man das System ihrer Orthogonalkurven zu Kurven
«*=—= konst wahlen. Unter dieser Voraussetzung aber werden
die Komponenten des Verschiebungsvektors
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Ye 3«
n= jL*y.
Ye 3«
£= fl —
Ye3«
Wegen der Gleichungen
3 f__djidx 1 fi 3*«__  fl dxde

du duduVe Y'gdu* 2eYeSuSu

3 f__djidx 1 fi  dx 3a 3e
3t; 3v3«]| /™ yr3«3v 2eVe 3« 3v

ist daher zu setzen

X’\Ye = Xg
u
M m=1a
2YeS» 9
~ o |/c 0 =
3» - 2Y~-edv
Dies liefert aber
»log/* = , 3logg
3u 1 du
3log i , 3log «
3t T dv
oder
i0g L o

Man erhalt daher die allgemeine Auflésung der Auf-
gabe, alle konformen infinitesimalen Deformationen
der Flache in sich zu bestimmen, durch die Bestim-
mung aller isothermen Systeme derselben. Setzt man

demgemass
e= 9
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voras, so wird (i = e konst und die Komponenten der Ver-
schiebung sind einfach der Grisse des Langenelements an der
betreffenden Stelle proportional, die Funktion X hat den Wert
i3joge
1 du

Ist aber das System der Kurven v = konst aus Minimal-
kurven der Flache gebildet, was freilich nur bei imaginéren
Verschiebungen maoglich ist, so gilt die vorstehende Betrach-
tug nicht mehr, weil diese Kurven kein Orthogonalsystem
besizen Durch EinfUhrung der zweiten Schar von Minimal-
kunen u = konst erhalt man jetzt far die Bedingungen einer
konformen Deformation

= S —— =0
du du dudyV

welde durch den Ansatz

dx dx L
ff®/*a—d——h * av » etc.

2u befriedigen sind. Hieraus folgt aber

N = ANy AL

chher ist die allgemeine Losung

du 1 dv
rest den analogen Werten fur tlyf, und far X folgt

(d(m +d (ZB\
- f[9du + 3 dv /-

Im allgemeinen erhalt man hier selbstverstandlich nur die
isothermen Systeme wieder. Aber hievon abgesehen ist es auch
roch zulassig, z. B. die willkarliche Funktion v von v gleich
Null zu setzen; man hat dann eine Verschiebung langs
der Minimalkurve. Nur in dem Falle, wo die Funktion X

1901 Bfzmsgftb. d. math.-phys. KL 12
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gleich Null sein, d. h. eine infinitesimale isometrische De-
formation entstehen soll, ist diese Annahme im allgemeinen
nicht mehr gestattet. Denn es musste dann u f von u unab-

\
héngig, also die Fundamentalgrosse f selbst von der Form ~

sein. Dann aber ware die Flache developpabel; ein Fall,
den man gewohnlich ausschliesst.])

§ 5
Neue Lo6sung des Problems der infinitesimalen Deformation.

Anstatt die Differentialquotienten der Verschiebungskoordi-
naten Zu suchen, aus denen durch Quadratur dann die
Werte der f, 7 f selbst hergeleitet werden, kann man auch
darauf ausgehen, diese Komponenten direkt darzustellen.*) Setzt
man zu diesem Zwecke

” 9x ’ 9x ’

so wird

S ({si) * xf+ i

Es sind also
Xf + ng

Ve - Vg

* So auch Bianchi, Lezioni vol. Il, p. 60; die Flachen mit in-
finitPHimaler Isometrie in »ich sind zu Rotationsfldchen isometrisch.

2 Dieser Ansatz findet sich, indessen unter Voraussetzung eines
Orthogonalsystems der u, v auch bei Herrn DaniSle, a & 0., p. 28.
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die Projektionen des Verschiebungsvektors f, £ auf
die Tangenten der Kurven v und u, und die Flachen-
normale. Aus den Bedingungen fur eine beliebige Deformation,
de wir jetzt

K \avavj = R

schreiben, erhélt man durch Einfuhrung der Funktion Yo die
Gleichungen

cl4+is+#+SH-"*+p

f*A+ X(IL— 13&A + yd>*+ Q
du \du *dv)~vdu ' 2du Y X
2
) (df  jdg\ _
'"H»®“ T»*J
fol .Xdg 9u /tdg _ r
N+ 23F+*a"t + 241" ro +

Multipliziert man diese Gleichungen mit den Fundamental-
gressen erster Ordnung
9, —f, —f, e
ud addiert, so ergibt sich

du ' dv
3
(Eg + Ge-2fF\ , Pg-2Qf+Rc

Vs J+ “— VH-———-"

Durch eine etwas andere Kombination kann man die
Gleichungen 2) in die Form

12*
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a* i ja, ., P vie 9 —Ff) + vf+Pg—Qf
gl\./+IjB+pC: v(Fg ~ Gf) fVclqui 9JLzRf
cIj{-_‘;+iA'+pI?=;iFe- Ef)-p'/ e+ Qe- p(

tt+ XB+rC~~viGe-Fft-vf+2r~2rHFf

bringen, in denen linker Hand nur die Christoffel’schen

Koeffizienten Vorkommen. Multipliziert man diese Gleichungen

der Reihe nach mit den Fundamentalgrossen zweiter Ordnung
-F, E, —G, F,

so entsteht, wenn man die Codazzi'sehen Gleichungen C)
hinzuzieht:

4) = "(BRg+Ge-ZFfF)
1 P QR
., E F G
e f 9

Ferner folgt unmittelbar aus den Gleichungen 1%*):

5) sX.xftf~rdiL+£1=s2y,
dt) du

aus welchen Gleichungen man auch 4) hatte direkt finden
kénnen, nach § 1, 5). — Bildet man ferner die Integrabilitats-
bedingungen des Systemes 2), so ergibt sich, wenn man wieder
die Codazzi’'schen Gleichungen beachtet,])

1) Selbstverstandlich ergeben sich diese Gleichungen auch aus den
in 8 3 bestimmten Werten der c«, S9 nach s).
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E— —F—

3t 3m 13, s
’ fl~ k H Jywdu k H
G— —F—
. 3m 3v 1 3P T
~ kH kV H dv kH'
wo — = < die charakteristische Funktion bedeutet, und S
V H

und T durch die Bezeichnungen
S-U-!£+ —JW + A Q -15i>

T= + GP- B C.QO- BxB
du  dv Q+ €y Q- BY

des § 1 definiert sind.
Bildet man nun aus 6) die Gleichungen

,(EBr _ F*JE)
KVHN dv du) k H
- F+vG)= IV+ -i=-(F&dr— G + FS-+ B ~
Y I VARDE S - g k F

2 ergibt sich wieder durch Elimination von V die partielle
Differentialgleichung, der die Funktion < zu genttgen hat, in
der Form

(-pd<p -pd P\ (p d<P jpd<p\ ES+FT FS+GT
an» du) dV 3m dv) k H k H
i v S A +3 — 3
dv JiYFf du kVH dv du

fP Q B\

\e f gij
welche vollstandig mit der in § 1 gegebenen ubereinstimmt.

Die Gleichungen 2) und 6) bilden daher unter Voraus-
setzung von 7) ein System von sechs unbeschrankt in-
tegrabelen Differentialgleichungen, aus denen man die A ju V
bestimmen kann, sobald die Werte derselben fur irgend einen
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Punkt beliebig festgesetzt sind.} An und fur sich wird da-
durch freilich die Bestimmung der Transformation, welche nach
Losung von 7) nach § 1 nur noch Quadraturen verlangt,
sobald die Flache gegeben ist, nicht vereinfacht. Denn die
Integration dieses Systems ist selbst wieder eine neue Aufgabe,
die im wesentlichen auf die hinauskommt, die Koordinaten
einer Flache aus ihren sechs Fundamentalgrossen herzuleiten.
Die wahre Bedeutung dieses Systems besteht vielmehr darin,
dass durch dasselbe die Komponenten des Verschiebungsvektors
auf eine von jeder Koordinatenbestimmung unabhéngige Weise
ausgedruickt sind, sobald man nur diese Fundamentalgréssen
kennt.

In dem besonderen Falle der infinitesimalen Isometrie hat
man Ubrigens an Stelle von 3), 4) und 6)

8) iiYii | >'-211t +
’ du ~ dv yiji '
4 9~ —3— £ ft— = Eg+ Ge — 2fF),
Q dv du Y h L 9 € )
3v dv
E — .
dv du 1 dp
jivVR*m
6) I
3v 3v
o du dv 1 397
~ ~hH" KYE*vm

Um eine Anwendung von diesen Formeln zu machen,
nehme man an, die Flache sei eine Minimalflache. Dann
ist nach 3')

, ¥ *--"E
und nach Gleichung 5) wird

1) Vgl. auch einige Bemerkungen bei Herrn Daniele, a.a. 0., p. 45.
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’\(\e**pi | ﬁ‘%u) Bdi— ﬁ'gv)
Vh Vh ~
dv du

d.h. bei den Minimalflachen ist die charakteristische
Funktionl der zweite Differentialparameter der Funk-
tion g, deren partielle Differentialquotienten die
Grossen A fx bestimmen.

Andererseits ist nach 4')

ok, durch Auflésung nach den A fi

3 & 30
TzHX = G%, — F ~
dtt dp
krfi= £ 0 90
1= dv du

Setzt man diese Werte der A fi in die Gleichung 30 ein,
9 folgt
ab% P W F3% F Fua
TtVH hvu
du dv

Dies aber sagt nach 7) aus, dass O wieder eine charakte-
ristische Funktion fur die gegebene Minimalflache ist. Aus
jeder infinitesimalen isometrischen Deformation einer
Minimalflache mit der charakteristischen Funktion
lasst sich daher eine zweite mit der charakteristischen
Punktion O durch Quadratur herleiten.

Da endlich auch noch nach 7)

*) Bis auf den Faktor Va.
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Eyr_Fhr
dv du 0(9)

TcYH ~da

( “atf - * dv da)
JcVH 9®’
so folgt wegen

0= XE K+ G+ 3r (= g )

0= A"+ «G + N K, =\ LFf " —
‘ bVAkY\Hk dv duy
die Beziehung
d& dv dco__ ~

du du du
30 , dv do_ n

also
Q v (o= konst.
Eine zweite Anwendung lasst sich auf die Flachen kon-
stanter Krummung machen. Multipliziert man die Glei-
chungen 64 mit V H und bildet dann die Relation 30, so folgt

r - —Fdv
(Eg + Ge — 2fF) dv du du ~av
V'~ vU ~ kVH + hVH
dv dn
4. — 1 - (- d<p\

-
dti\kdv) — dv\kdu)*
Bestellt also eine Relation

F (9219 = o,

so genigt die Funktion v, d. h. die Normalkomponente des
Verschiebungsvektors wieder der partiellen Differentialgleichung
7), ist also eine charakteristische Funktion. Insbesondere ist
diese Bedingung fur die Flachen konstanter Krimmung von
selbst erfullt, und so folgt:
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Aus jeder infinitesimalen Isometrie einer Flache
konstanter Krimmung mit der charakteristischen
Funktion < ergibt sich durch Quadraturen eine
zweite, deren charakteristische Funktion die Normal-
komponente des Verschiebungsvektors ist.])

Mit Hilfe der angegebenen Formeln lasst sich auch die
Frage nach denjenigen Flachen, welche eine infinitesimale Iso-
metrie in sich besitzen, ohne Anwendung eines speziellen
Koordinatensystems entscheiden. Die Flache wird in sich ver-
schoben, wenn die Normalkomponente v des Vektors f, I7 f
Null ist; dann ist aber nach 30

&
ud nach 60
xVh —
k dv
,.v3 =+ili.
k du
Aus den Gleichungen
lv = _ kdl_
du du
*<p_ V
av dv

folgt, dass pund t] Funktionen des Krimmungsmasses k allein
sind Die Gleichung

1 dv dtl . 9« dv
+

Vh VH 3 Vh
dv du /

%) Auf einem ganz anderen Wege habe ich die beiden Satze uber
Deformation von Minimalflaichen und Flachen konstanter Krimmung
bereits in diesen Berichten 1897, p. 269 hergeleitet.



186 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Mai 1904.

in der i und 9 Funktionen von k allein sind, sagt jetzt aus,
dass der zweite Differentialparanieter einer Funktion des Kriim-
mungsmasses wieder eine Funktion desselben ist. Aber diese
Beziehung ist noch nicht hinreichend; um eine zweite zu finden,
entwickeln wir eine allgemeine Formel, die auch sonst Ver-
wendung finden kann.

Fur den Quadrat des Verschiebungsvektors

erhélt man nach 1) den Wert
re= v%t eA+ 2f Xfi g fi\
Durch Addition der beiden ersten Gleichungen 2) aber folgt

0- aA arx de
2Xey« + | B3u+ 21f,. + ilxVv
io NA, - font 3e\ , 0 9 ja dg
r 2 n e+ WASES -8+ 2m 9 + " s,
= 2v(AE + fiF) — 2fi g>VTlI,
oder
\*£ = r(XE+hF )-p 9VH + ,\'u

f+*e)+1fv*l+"' 1
also nach 6')
~ = —N®PVRh e N N
}a« NFVh hYji (e ég_ Fdlb

—_~ = * N
Yav T T TFV Rt kyn [Ty dv)
In dem besonderen Falle, wo v = 0 sein soll, ist daher

1dr% _<pd<p

2 du k du
1dr%__  (pdg?
2 dv kdv'

also auch r%eine Funktion von k allein. Demgemass ist
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r*=l*e-{-2fiXf-tL*g

\dvj 1du dv \du)
H

d h. der erste Differentialparameter einer Funktion von k wieder
eine Funktion von k allein. Dies aber bildet mit der vorhin
gefundenen Beziehung die Bedingung dafur, dass die Flache
zu einer Rotationsflache isometrisch sein muss.

§ 6
Umformung der Gleichungen des § 5.

Man kann die Gleichungen 2) des § 5 in eine viel Uber-
sichtlichere Form bringen, wenn man die Grossen Xe -f- p 4
X f+ pg, welche durch ve, vg dividiert die Projektionen des
Verschiebungsvektors r auf die Tangenten der Kurven v = konst,
u= konst sind, in sie einfihrt. Um eine kurze Ausdrucks-
weise zu haben, seien

Q= ke + H'f

o= Xf+ pg
die auf die Koordinatenlinien reduzierten Komponenten des
Verschiebungsvektors, die reduziertenVektorkomponenten,
genannt. Vermdge 1) nehmen die Gleichungen 2) des 8 5 die
Form an

du

dg X de fxdg
dv 2dv 2 du

3m 23p 23m = vE- owh @

da
dv

Aber es bestehen die Gleichungen
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(2 dv du)
flxL lid _ Si-
2du” 2dv QE J-o

2 du dv)

so dass die Gleichungen des § 5 nun auch folgende Form an-
nehmen

— A—oA.= VE -\:P
du Q 8

1”~-eB-0B”™VF+Q +Yy,
Il -eB-0Bt-vF + Q -V
P-—gC -o0oC.= vG+ R,
dv

welche sich in manchen Fallen als besonders vorteilhaft ernweist.

Ist die Flache auf ihre Haupttangentenkurven be-
zogen, so wird wegen E = O = O die erste und letzte Glei-
chung 2) von v ganz unabhangig. Man hat daher zwei Diffe-
rentialgleichungen zur Bestimmung von g und a, ferner aus

B +7 -2(eB+ 02?)= 2(,'i,+ Q)

die Funktion v. Hierdurch ist aber die L6sung des Pro-
blems auf ihre einfachste Gestalt zurtuckgefuhrt, denn
nach Losung der beiden Differentialgleichungen

3)

4)

ergeben sich die infinitesimalen Deformationen nach § 5, 1)
ohne weitere Quadratur.
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Ist insbesondere die Flache eine aufihreHaupttangenten-
kurven bezogene Regelflache, deren Erzeugende die Kurven
v = konst sind, so ist auch noch A x gleich Null. Man erhalt
also aus 3) die Funktion £ wobei eine willktrliche Funktion
VvV von v allein eingeflhrt wird, sodann aus 4) die Funktion o,
wobei eine willkdrliche Funktion U von u allein eintritt.
Dabei kann man noch bemerken, dass wegen der Gleichungen

mithin

wird. Es werden daher bei beliebigen Werten der P und 2,
zur Integration von 3) und 4) nur zwei Quadraturen erfordert,
da A und Cx schon selbst Differentialquotienten bekannter
Gréssen sind, und man hat den Satz:

Alle infinitesimalen Deformationen einer Regel-
flache von vorgeschriebenem Charakter lassen sich
durch zwei Quadraturen bestimmen, sobald die Flache
in Bezug auf ihre Haupttangentenkurven vollig gegeben ist.
Insbesondere ergeben sich also auch alle infinitesimalen Iso-
metrieen der Regelflachen, wenn man setzt

VFfVh = e,
aus den Gleichungen

Hiernach wird, wenn unter Z7, Vv wieder willkirliche
Funktionen ihres entsprechenden Argumentes bedeuten

R=er
o= G$CVvd v+ U,
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in welchen Gleichungen nur noch eine Quadratur vorkommt.
Alle infinitesimalen isometrischen Deformationen las-
sen sich daher vermdége einer einzigen Quadratur unter
der obigen Voraussetzung bestimmen.

Ist endlich die Regelflache eine Flache zweiten Grades,
so hat man, da nun auch C gleich Null ist, ohne jede Qua-
dratur fur den Fall der Isometrie

Q= re
o= i/0,
und im allgemeinen

£=0

Zu setzen.

Nimmt man andererseits in den Gleichungen 2) v gleich
Null an und setzt voraus, dass das System der Kurven v = konst
aus geodatischen Linien der Flache gebildet sei, so findet man
wegen Ax= 0 aus der ersten Gleichung 2) durch Quadratur
die Funktion p; durch zwei weitere Quadraturen aus der letzten
aber 0. Aus den beiden mittleren Gleichungen ergeben sich
dann die Werte von ¢ und Q. Das heisst:

Man kann durch drei Quadraturen und zwei willkarliche
Funktionen ZI, Falle infinitesimalen Verschiebungen einer Flache
in sich bestimmen, bei denen die Langenelemente der Kurven
eines gegebenen Koordinatensystems, dessen eine Schar aus
geodatischen Linien der Flache besteht, in vorgeschriebener
Weise deformiert werden.

Man kann die Gleichungen 1) noch weiter vereinfachen
durch die Voraussetzung, dass auf der Flache bereits dos Ko-
ordinatensystem der ff, v so gewéahlt sei, dass die Tangenten
der Kurven u = konst senkrecht zum Verschiebungs-
vektor stehen. Dann ist die reduzierte Komponente o gleich
Null und man hat
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\G— gA -*VE + P
ad — ¢ v

— BB = vF+y> + Q

— QB = vF —y - Q
— e C=vG + R.

Die Kurven u = konst sind auf der Flache durch den
Umstand charakterisiert, dass bei der betrachteten Deformation
keine Verschiebung in der Richtung ihrer Tangenten statt-
findet, sie sind die Kurven ohne Verschiebung, ihre ortho-
gonalen Trajektorien sind dann als Verschiebungs-
kurven zu bezeichnen, weil ihre Tangenten von den Pro-
jektionen des Verschiebungsvektors auf die zugehdrige Tan-
gentialebene der Flache gebildet werden. Beschrankt man sich
hier der Einfachheit halber auf den Fall der isometrischen
Deformation P = (9= li = 0, so ergibt sich aus 5) durch
Elimination von y> und v

Sind also die Kurven u = konst Kurven ohne Verschie-
bung bei irgend einer infinitesimalen Isometrie, so muss flur
die zugehodrigen Fundamentalgriossen der Flache die Beziehung

stattfinden
a

dv

und umgekehrt sind alle Koordinatensysteme auf der
Flache, deren eine Schar u = konst von Kurven ohne
Verschiebung bei einer isometrischen infinitesimalen
Deformation gebildet sein kann, durch diese Beziehung
vollig charakterisiert; auch ist die zugehorige reduzierte
Komponente g dann jedesmal bis auf einen konstanten Faktor
bestimmit.
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Diese Betrachtung gilt nur dann nicht, wenn G = O ist,
d. h. wenn die Kurven ohne Verschiebung Haupttangenten-
kurven sein kénnten. In diesem Falle muss nach der letzten
Gleichung 5) notwendig auch C gleich Null sein, d. h. die
Flache ist eine Regelflache. Das heisst:

Die einzigen Fladchen, bei denen die Kurven ohne
Verschiebung aus den Haupttangentenkurven einer
Schar der Flache gebildet sein kénnen, sind die Regel-
flachen, jene Kurven selbst ihre Erzeugenden.

und ebenso folgt fur (7=0, falls nicht auch v gleich
Null ist, also die Flache zu einer Rotationsflache isometrisch
ist, dass auch G = 0 sein muss, d. h.:

Die einzigen Flachen, bei denen die Kurven ohne
Verschiebung eine Schar von geodatischen Linien
bilden, sind die Regelflachen, jene Kurven selbst ihre
Erzeugenden, — mit Ausnahme der zu Rotationsflachen iso-
metrischen Flachen. In der Tat gestatten ja auch die letzteren
eine infinitesimale Verschiebung in sich, deren Richtung uUberall
senkrecht steht zu den Bildern der Meridiane der korrespon-
dierenden Rotationsflache.

In der Gleichung 7) kann das System der Kurven v = konst
immer noch ganz willkarlich angenommen werden. Setzt mar
voraus — unter Ausschluss des soeben betrachteten Ausnahme-
falles — dass die Kurven v = konst zu den Kurven ohne Ver-
schiebung konjugiert liegen, so ist nach den Gleichungen
D) des § 1, wegen F = 0

also

und an Stelle der Bedingung 5) tritt nunmehr

8)
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Andererseits kann man voraussetzen, dass die Kurven w, v
ks aus den Kurven ohne Verschiebung und den Verschiebungs-
kurven gebildete Orthogonalsystem bilden. Dann ist in 7) die
Fundamentalgrosse f — O zu setzen. Damit sind durch die
Gleichung 7) und durch die Codazzi’'schen Gleichungen
diese charakteristischen Koordinatensysteme auf einer
Flache durch Eigenschaften der zugehoérigen Funda-
mentalgréssen voéllig definiert.

Ausgezeichnet ist hier der Fall der Kugel. Ist f= 0,
ist auch F =0 und E = ke, G — kg, wo k das Krim-
mungsness bezeichnet.

Die Gleichung 8), welche jetzt giltig sein muss, liefert
aer, wenn man die 22, Bx nach A) § 1 einsetzt,

log *
dudyv

Auf der Kugel sind daher die Scharen der Kurven
ohneVerschiebung von allen Kurvensystemen gebildet,
welche die eine Schar eines isothermen Systemes zu
bilden geeignet sind. Die zugehoérige Schar des betreifenden
isothermen Systems stellt dann die Verschiebungskurven vor.
Auch ergibt sich aus der konjugierten Beziehung der beiden
Kurvenscharen eines isothermen Systems, dass zu jeder infini-
tesimal isometrischen Deformation der Kugel eine zweite ge-
hort Und integriert man endlich die Gleichungen 6) unter

der Voraussetzung
e= g, E = G — ke,
so folgt
y dloge
S= 9-*-.-9u
falls y eine willkirliche Konstante bedeutet. Hierdurch sind
alle infinitesimalen Isometrieen der Kugel in der an-
schaulichsten Weise bestimmt.
In den meisten Fallen wird allerdings, wie es scheint, die

Beziehung zwischen den Fundamentalgrossen fur die charakte-
1904. Sitsoxigsb. d. matb.-phys. KL 13
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risti8chen Orthogonalsysteme nicht einfach. Ich bemerke nur
noch, dass fur die Minimalflachen (f= 0, Eg + Ge = 0) die
Gleichung 7) durch Integration die Form

4C~=Uog(ge)+ U,

wo U eine willkUrliche Funktion von w, annimmt.

Diejenigen Flachen, auf denen, wie bei der Kugel, Kurven
ohne Verschiebung aus einer Schar von Krimmungs-
linien gebildet sein kénnen, sind Ubrigens ganz spezieller
Natur. Man erhalt zunachst unter der Annahme f — O aus
der Gleichung 8) durch Integration

G=UV-V7~g

oder, indem man an Stelle der Variabein w, v neue Funktionen
desselben so einfuhrt, dass die nur von u (v) abhéngigen Funk-
tionen U (V) in Konstanten ubergefuhrt werden,

G = Yy Veg.
Nach C) § 1 ist dann
9loggG , E*9_ 9G= o0
du r 2edu du
oder

E=r]*“ VvJi.
du

Aber diese beiden Ausdriicke fur E und G missen nun
noch den zwei nicht berucksichtigten Codazzi’scheu Glei-
chungen genlgen, woraus sich zwei partielle Differential-
gleichungen fur die e, g ergeben, die eine einfache Deutung
nicht zu gestatten scheinen.

Die Gleichungen 2) haben ferner eine ausgezeichnete pro-
jektive Eigenschaft. Ich habe bei einer anderen Gelegenheit
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gezeigt,]) dass die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung einer
Flache und die Christofferschen Koeffizienten bei einer all-
gemeinen projektiven Transformation der Flache sich in fol-
gender Weise &ndern, dass, wenn man die entsprechenden
Grissen fur die projektiv verwandte Flache durch in Klammem
gesetzte Ausdriucke bezeichnet

= (F)= XF,

(A) = A —23~Iog<—imE
a

(-4j) = A%— XnE

du

(7) = ¢ —im G

wird. Dabei ist t der gemeinsame Nenner in den Transfor-
mationsgleichungen der Koordinaten

(M)=£. (y)=J, W=

wahrend die Grossen X, tn, n einfach definiert werden kénnen.3

Bezeichnet man nun die Gréssen g, a, v, P, Q, R fur die
transformierte Flache F' durch gv ov vw Pv Qv Rv so ist nach
2) und den angefuhrten Gleichungen

* Vgl. meine Arbeit: Zur Theorie der Krimmung der Flachen,
Mathemat. AnnalL, Bd. 39, p. 177.

g a a O.tp. 191
13+
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==viJF + v'+ 0,

= HjF — V'+ft
N - e (P-lIm0O)-c, (c,-2’ a+B,.
Setzt man nun
e, t% o6t
°l t%— at
tvtA— kmgtt*— i ngt*= vt

dt dr.
o a >'aMik exc*al® >
so ergibt sich, wenn man die eben erhaltenen Gleichungen mit
t% multipliziert und in geeigneter Weise zusammenzieht

gf~eB - 0,B,=r,F + <e,+ vf

ax“ £ "= F+f4 “ W

Das sind aber gerade die Gleichungen 2) fur die gegebene
Flache, falls man die t* P,, t* Qx, t%R xdurch P, Q, U ersetzt.
Hieraus ergibt sich ein, wie es scheint, sehr fruchtbarer Satz:

Man erhalt alle infinitesimalen Deformationen des
vorgeschriebenen Charakters P,, Qx, 2 einer durch
projektive Transformation aus F hervorgegangenen
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Flache F* aus den Deformationen der gegebenen Flache
F vom Charakter P xt% Qx<*, B xt%

Dabei bestehen fur die reduzierten Komponenten
des Verschiebung8vektors die Gleichungen

gxP =g
Oxt%= o,

welche fur den Fall der Affinitat | = konst besonders merk-
wurdig erscheinen. Insbesondere aber findet bei allen pro-
jektiven Transformationen die Beziehungl)

0OX o

statt. Endlich hat man flar die zu den charakteristischen
Funktionen der betreffenden Funktionen gehorigen Funktionen
yx und y> die Gleichung

Aus der soeben angegebenen Gleichung folgt fir o — O
auch ox= 0; mithin:

Bei allen projektiven Transformationen bleiben
die Kurven ohne Verschiebung einer Fladche invariant.

Far die infinitesimale Isometrie kann man diesen Satz auch
unmittelbar aus der Gleichung 7) entnehmen, welche die Kurven
ohre Verschiebung charakterisiert. Denn diese Gleichung hat
selbst einen absolut invarianten Charakter bei projek-
tiven Transformationen, sie geht geradezu in die folgende

) In Bezug auf dasjenige Koordinatensystem, fur welches
edu*-\-2fdudv-{-g dv* = exdul-\-2fxdudv -\-gidv2

wird, gilt dieser Satz von den wirklichen Komponenten. Aber dieses
System ist nicht immer reell.
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Uber, sowie man an Stelle der A, 22, C ... die in Klammern
eingescblossenen Ausdricke substituiert. Man erkennt daraus
zugleich in Rucksicht auf die fruhere Bemerkung tber die Ver-
schiebungskurven der Kugel den geometrischen Charakter
der Verschiebungskurven auf den Flachen zweiten
Grades.

Eine andere Anwendung lasst sich auf diejenigen Flachen
F * machen, welche einer gegebenen Flache F Uberhaupt mit
Erhaltung der Langenelemente entsprechen oder zu ihr iso-
metrisch sind. Es wird dabei einer Richtung auf F, der
ein Normalschnitt mit dem Krimmungshalbmesser 22 entspricht,
eine Richtung auf F* zugeordnet sein, welcher der Krimmungs-
halbmesser R 1 des zugehoérigen Normalschnittes zukommt. Bei
diesem Prozesse gehen die Fundamentalgrossen 23, F, G von
F in die entsprechenden E\ F\ G* von F' uUber, wahrend die
A, 22, C ... vollig ungeadndert bleiben. Wird nun verlangt,
die gegebene Flache F mit dem Charakter

V'E', V'E', r'G'

zu deformieren, so sind die Gleichungen 2)

—Aq—A,lo—vE—v‘E'z 0

du

— Bg—B.a—VE—wEF —w= 0
dv
I[, - Bg- Bxn—VF—VF + V=20
C

—Cg —C.o—vG —VvGr= 0.
dv 1

Dieselben sind aber vollig symmetrisch in den Grossen,
welche sich auf die eine oder die andere Flache beziehen.
Daraus entspringt der folgende Reziprozitdtssatz:

Sind Q o, v die (reduzierten) Komponenten des
Verschiebungsvektors fur die gegebene Flache bei
derjenigen Deformation, welche das Langenelement
derselben nach dem Gesetze
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0O as = eV*d—S
umformt, so sind Q,o,v* zugleich die reduzierten Kom-
ponenten desVerschiebungsvektors fur die isometrische
Flache, welche nach dem Gesetze

deformiert wird.

Um von diesem sehr allgemeinen Satze wenigstens eine
Anwendung zu machen, sei jetzt F eine Flache positiver
konstanter Krimmung und F' diejenige Kugel, welche
zu ihr auf irgend eine Weise in isometrische Beziehung ver-
letzt ist. Alsdann sind die Koeffizienten E* F* G4 den e, fyg
selbst proportional; d. h. man hat eine konforme infinitesimale
Deformation von F. Diese lasst sich aber ausf&hren, wenn
man die Kugel in vorgeschriebener Weise deformieren kann,
und letztere Aufgabe ist in diesem Paragraph vollstandig geldst.
Kennt man aber eine Transformation, welche die Flache kon-
stanter Krimmung auf die Kugel isometrisch bezieht, so kennt
man auch alle Transformationen dieser Art, und so ergibt
sich schliesslich der Satz:

Kennt man fur eine Fldche konstanter positiver
Krimmung irgend eine Transformation, durch welche
sie isometrisch auf die Kugel bezogen ist, so lassen
sichauch alle konformen infinitesimalen Deformationen
der Flache ermitteln.



