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ZeicLenregel für die Anzahl der Nullstellen 

in einem offenen Intervall. 
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Von Heinrich Tielze in München. 

Vorgelegt in der Sitzung vom 2. November 1935. 

1. Bei der Erweiterung-, die zuerst A. Hurwitz1 für die be- 

kannte nach Fourier oder Budan benannte Zeichenregel 

—■ unter Ausdehnung auf reelle in a A x A b analytische Funk- 

tionen / Gr) — gegeben hat, handelt es sich um eine Aussage 

über die Anzahl AT
a h der Nullstellen von / Gr) im halboffenen 

Intervall a f x FE es wird für 7V„ b eine obere Schranke auf- 

gestellt, von der sich JVlt ll nur um eine gerade Zahl unterscheiden 

kann2. Diese Schranke ist natürlich auch obere Schranke für 

die Anzahl A/*b der Nullstellen von / (x) im offenen Inter- 

val 1 a A x •< b. Eine unter Umstanden2 bessere Schranke für N* b 

gibt eine von K. Petr sowie auch von F. Giudice mitgeteilte 

Zeichenregel, wobei wieder der Unterschied dieser Schranke von 

j\a I, eine gerade Zahl sein muß4. Der in diesen Sitzungsberichten 

(l.c.2) dargelegte auf dem Satz von Rolle beruhende Beweis 

der Fourierschen (sowie der Descartesschen) Regel läßt sich 

nun, wie ich inzwischen an anderer Stelle angegeben habe5, 

1 A. Hurwitz. Molli. Ann. 71 (un:) S. 5X4 -501. 

2 Vgl. hierzu diese Si/.Uingsherichtc Jalirg. 1935 S. 367. Nr. 8, Satz III 

und lila. 

3 Nämlich in gewissen Fällen, wo in der Folge fn. fui), fr''. ... 

Nullen auftreten, denen von Null verschiedene Zahlen nachfolgen. 

4 K. Petr, f'asopis Mathemat. a Fysik. 36 ( 1007) S. 49—54 1. e.-Anin.26 
wurde irrtümlich Bd. 26 statt 30 angegeben': F. Giudice, Giornale di 

Matemat. di Battaglini (3) 3 50 (um) S. 188 —100. 
5 In dem demnächst erscheinenden Wirtin ger-Fosthand der Monatshefte 

für Math, und Phys.. Bd. 43 (1936). 

München Alt.Sh. 1:1:15, III :u; 
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noch etwas vereinfachen6, und so ist es vielleicht von Interesse, 

daß sich nach dem gleichen vereinfachten Verfahren auch die 

von Petr und Giudice aufgestellte Zeichenregel (s. unten 

Satz I) beweisen läßt. 

2. Sei zunächst eine Bemerkung über Zeichenwechsel voraus- 

geschickt, die zu einer reellen Zahlenfolge 

6'o> Gi G> • • • ■ (1.) 

gehören, von der wir voraussetzen, daß sie nicht aus lauter 

Nullen besteht. Wenn es in (1) — an einer oder an mehreren 

Stellen —• vorkommt, daß vor einer von Null verschiedenen 

Zahl ch eine oder mehrere Nullen stehen, etwa ch__r = 0 für 

1 V v V m, dann werde aus (1) eine neue Zahlenfolge 

C0, Cv C,  (2; 

so gebildet, daß an Stelle jeder solchen Zahl ch.._v eine Zahl 

Ch_t, gesetzt wird, deren Vorzeichen gleich dem von ch ist ; 

sowie eine weitere Zahlcniolgc 

C, c*, (■;, .... (3) 

so, daß an Stelle jeder Zahl ch_y eine Zahl C*_,, gesetzt wird, 

deren Vorzeichen gleich dem von (— 1/ ch ist. (Für jedes 

cr == o sei C,, = C* — c,'). Die Zahlenfolgen (2) und (3) ent- 

halten dann entweder überhaupt keine Nullen oder keine 

Nullen bis zu einer gewissen Stelle und von da ab lauter 

Nullen. 

Wird für (1) die Folge 

/(«). /"(«) (4) 

genommen, so werde unter W„ bzw. //'* die Anzahl der Zeichen- 
o ’ (1(1 

6 Bei diesem Verfahren wird der Beweis der Kouricrsohen Regel noch ein- 

facher als der der Dcscartcsschen Regel, während für den 1. c. - dargelegtcn 

Beweis gerade das Umgekehrte gilt. 
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Wechsel in der zugehörigen Folge (2) bzw. (3) verstanden7; of- 

fenbar ist IV* A IVa. 

3. Die zu beweisende Regel lautet dann: 

Satz I. Die Anzahl N*h der (mit ihren Vielfachheiten ge- 

zählten) Nullstellen, die die in a At VLb analytische reelle 

und nicht identisch verschwindende Funktion f(x) im offenen 

Intervall a •< x < b aufweist, ist A JVa — IV* und es ist 

!! IV*-— A/* b eine gerade Zahl. Dabei wird Wn als end- 

lich vorausgesetzt, woraus die Endlichkeit von W* folgt8. 

Aus den Überlegungen der Anm. 7 und 8 und daraus, daß sich bei a und b 

Nullstellen von/(.r) nicht häufen können, kann man schließen, daß man zwei 

positive Zahlen p und n (< Y>{b— a)) so klein wählen kann, daß 1. für 

jedes zwischen a und a -(- p liegende n1 die Folge f a 1), /'(ay), f"(
a i)> • ■ 

die gleichen Vorzeichen aufweist wie die Folge (2), hierbei unter (1) die Folge 

/(</), /'(«), /"(«), . . . verstanden, woraus 11], jy folgt; 2. für jedes 
zwischen b — <7 und b liegende l\ die Folge f]/\ ),f'\b1),f':b1). . . . die gleichen 

Vorzeichen aufweist wie die Folge (3), hierbei unter (1) die Folge f'b), 

/'{/>), /"(/>), ... verstanden, woraus ll-'f] -11], folgt; 3. für derartige av 

bx alle zwischen a und b gelegenen Xulistellen von f hr) dem Bereich a1 < ,r A 

A bl angehören, woraus A]*, 1, -- -Vn,.folgt. Die Aussage des Satzes I, 

daß JV„ - -IV* —,Y* (,=--• \Va — 11%—.Vrt {, eine nicht-negative gerade 

Zahl ist, läßt sich also auch zurückführen auf die Fouriersehe Zeichenregel 

(1. c. ~), wenn diese auf das Intervall ax- \ ,r A bx angewendet wird. 

4. Die Richtigkeit von Satz I ist unmittelbar ersichtlich im 

Falle IVa = o, in dem sich (analog wie JVh = o, vgl. 1. c. 3 Nr.9) 

auch IV* = o, sowie N* b = o ergibt. Um auf diesen Fall den 

Fall Wa >> o zurückzuführen, beweisen wir zunächst 

7) Jede der Zahlen Cr aus (2) liât dann das Vorzeichen, das /ö) (.t) in 

a < x < a + p,, für genügend kleines positives p,, hat; analog jede Zahl C~, 

aus (3) das Vorzeichen von /<>'• (_r) in a — a,, < x < a. Übrigens fällt JVa 

mit der Anzahl der (unter Weglassung der Nullen gezählten) Zeichen- 

wechsel in (4) zusammen. 
8 I Iran aus der Endlichkeit von 11], folgt die Existenz eines _/u) (.r), 

daß f{,
-
]
 ,a) =g o, /('•) (17) fV- + r) o für v A 1. Dabei kann man annehmen, 

daß nicht von einer gewissen Stelle an alle+ (77) Null sind, da in diesem 

Falle (in dem f (,r) ein Polynom ist) von der gleichen Stelle an alle (3) 

Null sind und die Endlichkeit von 11% unmittelbar einleuchtet. Zu jedem 
/(* + >•) (Ä) existiere also ein/(/- + " + D (a) A o (•/. V 1). Ist nun z. B./1'-' (a) 

X- o, so sind alle [('■ + >■) (.7) (0 • o) monoton-wachsende Funktionen, somit 

alle /('■ + > ) (g) g, o ( v A o) und ll%
: endlich. 

36* 
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Satz II. Ist f(x) eine den Voraussetzungen des Satzes I 

(einschließlich der Endlichkeit von Wa) genügende, nicht kon- 

stante Funktion und haben W'0 JVf, N'* b für /' (x) die gleiche 

Bedeutung wie JVa, II'*, N*b für f (x), dann ist 

K» = K*u-<i,+ ira-JV'a-ir? + w'b* 

eine nicht-negative gerade Zahl. 

Beim Beweis benützen wir die Formel 

iii—1 m—1 

in der a = .r0 < x1 < . . . < xlll_l < xm = b (m ^ 1) an- 

genommen wird (für m = 1 entfällt die zweite Summe), wobei 

Fc = 1- Lc r W* - W* - JFC ■- JV'C 

ist, unter Lc bzw. /,. die Vielfachheit verstanden, mit der x = c 

Nullstelle von fix) bzw. von J’ix) ist; die Gültigkeit von (5) 

folgt dabei unmittelbar aus 

I —1 

-1 

Al'* 
a, b 2:N'* Xn tfH-l 

! 1 

-Vw. 
i'=l 

Wählt man9 für x1: . . . xm_1 die sämtlichen in ,1 ■ x ■ ) b 

gelegenen Nullstellen von fix) ff) (also m = 1, bills keine 

solchen Stellen vorhanden sind), dann ist/f.r) ; 0 und fix) ={= o 

in jedem der Intervalle :rr <Vr ■ V ,. Satz II wird nun all- 

gemein bewiesen sein, wenn dies für den besonderen Fall ge- 

leistet ist, daß in a -< x V b sowohl /(. x) als fix) : o ist, und 

wenn von jeder Zahl rc gezeigt ist, daß sie nicht-negativ und 

gerade ist; denn dann sind alle im -— 1 Summanden von (5) und 

daher auch A * h selbst als nicht-negativ und gerade nach- 

gewiesen. 

9 Das folgende Verfahren ist demjenigen völlig analog, das 1. c. 5 zum Be- 

weis des dortigen Satzes II angewendet wird, nur daß hier noch die Zahlen 

Tx in (5) zu berücksichtigen sind. 
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5. Was nun den Beweis von Satz II in dem besonderen Fall 

anlangt, daß f(x) und f'(x) beide in a •< x <C b von Null 

verschieden sind, wo dann N*b = o, N'*b = o und 

A * „ = ( wa - W' ) - ( W*b - in*) 

ist, so unterscheiden wir die Fälle 

°0 Wa-Wa = o, ß) Wa—W'a= 1. 

Dabei möge, was ohne Beschränkung der Allgemeinheit zuläs- 

sig ist, f (x) f> o in a <f x <j b angenommen werden. 

Im Falle «) wächst10 / (x) monoton in a A .r iCb, es ist also 

f(b) > o und — je nachdem l — lb gerade oder ungerade ist — 

ist f{l+x
\b) b> o oder < o; wird nun die zur Folge f(b'), f'.b), 

f"(b), ■ ■ . (diese Folge als Folge (1) genommen) zugehörige 

Folge (3) gebildet, so erscheint an der Stelle von f{b), ob nun 

die Anzahl / der Nullen zwischen f(b) und gerade oder 

ungerade ist, allemal eine positive Zahl Cf. (Das gleiche gilt, 

wenn /(,,)(b) =0 für v > 1 und f(b') - - o, und zwar notwendig 

j> o ist). Die erste Zahl C* =/(<)) bildet also mit C* keinen 

Zeichenwechsel, es ist somit W* = W* und A*j, = o. 

Im Falle ß) ist/(.r) in a ff x A b monoton abnehmend, /' b ■ ko 

und /<,+1)(é) <S o oder o, je nachdem / gerade oder ungerade 

ist; nimmt man für (1) die Folge f(b), f(b'), f"(b'\ so 

erscheint in der zugehörigen Folge I3) an der Stelle von f<b), 

ob nun / gerade oder ungerade ist, allemal eine negative Zahl Cf 

(das gleiche gilt, wenn f(
'\b) = o für v > 1 und f(b) == o, 

und zwar notwendig <C o ist), hingegen an der Stelle von 

f(b), gleichgültig ob f(b) j> o und Cf = f (b), oder ob/(/;) = o 

ist, allemal eine positive Zahl Cf. Da somit C* mit Cf einen 

Zeichenwechsel bildet, ist IV* = W* A 1 und A*;,= o. 

10 Vgl. hierfür sowie für den p’all ß) die analogen Überlegungen 1. c. ". 

Man erkennt (unter Beachtung von /(>■) (b) = o für o < v < !b — 1) durch 
Schluß von n auf ;/-f 1, daß für genügend kleines positives c jedes "’(/') — 

fU—
n
\x) (für od»d/ = lb) im Bereich b — a < x < b das Vorzeichen von 

(— i)'*/(i+1) D), f(b)—f(x) also das Vorzeichen von (—i)l f (H-D (/;) hat. 
Dabei braucht nur der Rollesche (nicht der Tavlorschc) Satz herangezogen 
zu werden. 
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In beiden Fällen a), ß) ist A*(, = o, also nicht-negativ und 

gerade, wie behauptet. 

6. Um zu zeigen, daß auch jede Zahl Tc nicht-negativ und 

gerade ist (wobei wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

f(c) ff o annehmen können), unterscheiden wir die Fälle 

A)/(/0=o B) / (c) > o. 

Im Falle A) ist Wc— W' o, IV* — W* = 1, Lc = l, -|- 1, 

also ; o. 

Im Falle B), wo Lc = o ist, betrachten wir die zur Folge 

J(c), f'(c), f"(c), . . . (diese als Folge (1) genommen) zugehörige 

Folge (3); in dieser Folge, in der C* — / (c) positiv ist, erscheint 

an der Stelle von f(c) eine Zahl Cf, die das Vorzeichen von 

(— 0'/a+1> <Z) hat (hierbei kurz l für /,. geschrieben). Es wird 

also Cf positiv und IVf— II f* = o, wenn entweder/gerade und 

f
[UA
\c) >- o oder / ungerade und /lM1)(b) <g 0j zusammen- 

gefaßt wenn /—■ (IVc— Jl’f) eine gerade Zahl (notwendig >0) 

ist. Hingegen wird Cf negativ und IV*— IV* 1, wenn ent- 

weder I gerade und f(Ul
\c) < o oder I ungerade und fu 1 rYc) >0, 

zusammen gefaßt wenn l — (IVc — IV,'.) eine ungerade Zahl 

(notwendig A— 1) ist. Im einen wie im anderen Fall ist F(. = 

IVf — Il I* + /— (IVc — 1 If.) gerade und > O, wie behauptet". 

7. Mit diesen Feststellungen ist der Nachweis von Satz II er- 

bracht12. Um mit seiner Hilfe den Beweis von Satz I im Falle 

IVa f> o auf den Fall IVa = o zurückzuführen, verfährt man 

analog, wie an anderer Stelle13 für den Beweis der Fouricrschen 

11 Für den Beweis von Satz II wird diese Aussage, wie aus Nr. 4 ersichtlich, 

nur für den besonderen Fall benötigt, daß c eine Nullstelle von /fr) oder /'(.r) 
ist. Sie gilt aber, wie man sieht, auch ohne diese Einschränkung (und zwar 

auch für die in Anm. 12 genannten nicht-analytischen Funktionen). 
12 Die Behauptung des Satzes 11 gilt, wie aus dem Beweis ersichtlich, nicht 

nur für analytische Funktionen, sondern für jede in n :f .r < b unbeschränkt 

differenzierbare Funktion /(.r), bei welcher die Nullstellen von /'(.r) (und 
daher auch von/(.r)) nur in endlicher Anzahl vorhanden und von endlicher 

Vielfachheit sind. Dabei kann auch auf die Voraussetzung der Endlichkeit 

von Wa verzichtet werden, wenn man die Behauptung so faßt, daß nicht von 

den Anzahlen Wu, ■ ■ IVf,* selbst die Rede ist, sondern nur von den geeignet 

(vgl. 1. c. 5 Nr. 3 Anm. 3) erklärten Zahlen Iff,— Iff, und Wf - - Ilf/f 
13 Siehe 1. c. 2 Nr. 3 und 9, 1. c. 5 Nr. 4. 
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und der Descartesschen Regel auseinandergesetzt: Für ein ge- 

eignetes f'\x) liegt der Fall \Va = o vor; und da die Zahlen 

Wa— IV*—N* b, der Reihe nach gebildet für die Funktionen 

/(;-) (x), . . . f(x), gemäß Satz II eine nicht-abnehmende 
Folge mit geraden Differenzen bilden, die mit Null beginnt, so 

sind alle diese Zahlen nicht-negativ und gerade. 

Bemerkung zu der Note „Über eine Verallgemeinerung der Vorzeichenregeln 
von Descartes und Fourier-Budan“, S. 357-377 dieser Sitzungsberichte. 

Die in Nr. 2 (S. 361) angcstellten Betrachtungen über analytische Fortsetzung 

mittels einer Kette von Potenzreihenentwicklungen sind - worauf mich Herr 

Perron freundlicherweise aufmerksam machte - entbehrlich. Denn aus JV=o 

und der Regularität in x N « folgt schon die Konvergenz der Ausgangspotenz- 

reihe für alle x, da andernfalls (bei endlichem Konvergenzradius r0) nach einem 

Satz von Pringsheim (Math. Ann. 44 [1894], S.42; vgl. auch diese Sitz.- 

Ber., Jahrg. 1928. S. 343 und E. Landau, Darstellung und Begründung 
einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, 2. Aufk, 1929. §17} die 

Stelle x = a 4- r0 singuläre Stelle der Funktion wäre. Das Gleiche gilt über- 

haupt bei endlichem JE’. Es kann also für die Funktion, fix) des Satzes I nur 

der schon von Laguerre in etwas .anderer Weise behandelte Fall der ganzen 

(durch eine beständig konvergente Potenzreihe darstellbaren) Funktion wirk- 

lich vorliegen. 

Ferner seien folgende Berichtigungen beigefügt: 

S. 357, Zeile 1 der Anni. 2: statt ,,1649'' lies „1637“. 

S. 358, Zeile 7: statt ,,relie" lies „reelle“. 

S. 377, Zeile 2 der Anm. 30: statt „de"' lies ,,di“. 


