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Ueber eine der Fourierschen Regel verwandte

ZeicLenregel fir die Anzahl der Nullstellen

in eincin offenen Intervali.
Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung vom 2. November 1933,

1. Bei der Lirweiterung, die zuerst A. Hurwitz! fiir die be-
kannte nach Fourier oder Budan benannte Zeichenregel
~— unter Ausdehnung auf reelle in @ < x < & analytische Funk-
tionen f (x) — gegehen hat, handelt es sich um eine Aussage
tiber die Anzahl &V, , der Nullstellen von f(x) im halboffenen

Intervall @ <Zx < &: es wird fiir &V, , cine obere Schranke auf-

o, b

gestellt, von der sich /

N, nur um cine gerade Zahl unterscheiden

kann® Dicse Schranke ist nattirlich auch obere Schranke fiir
dic Anzahl V), der Nullstellen von f (x) im offenen Inter-
vall @7 x4, Linc unter Umstinden® bessere Schranke ftir V),
gibt cine von K. Petr sowie auch von F. Giudice mitgeteilte
Zeichenregel, wobel wieder der Unterschied dieser Schranke von
NS, eine gerade Zah!l sein muB3® Der in diesen Sitzungsberichten
(I.¢.?) dargelegte auf dem Satz von Rolle beruhende Beweis
der Fourierschen (sowic der Descartesschen) Regel 1Bt sich

nun, wie ich inzwischen an anderer Stelle anpegeben habed
) S 3

DA Hurwitz, Math. Ann. 71 {1912) S0 584 301,

® Nl hierzu diese Siztungsberichte Jahrg. 19335 S, 367, Nr. 8, Satz I11
und Illa.

8 Niamlich in gewissen Fillen, wo in der Folge o). f18), /75,
Nullen auftreten, denen von Null verschicdene Zahlen nachiolgen.

T K. Petr, C’zmopis Mathemat. a Fysik. 36 (1907) S, 40—354 L ¢.? Anm, 26
wurde drrtiimlich Bd. 26 statt 36 angegeben): T Giudice, Giornale di
Matemat. di Battaglini (3) 3 == 50 (1912) S. 188 —190.

5 In dem demniichst erscheinenden Wirtinger-Festband der Monatshefte
fir Math. und Phys., Bd. 43 (19306).

Miinchen Ak.Sh, 14935, TLL 36
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noch etwas vereinfachen®, und so ist es vielleicht von Interesse,
daB sich nach dem gleichen vereinfachten Verfahren auch die
von Petr und Giudice aufgestellte Zeichenregel (s. unten
Satz 1) beweisen ldBt.

2. Sei zunichst cine Bemerkung iiber Zeichenwechsel voraus-
geschickt, dic zu einer reellen Zahlenfolge

Cor €1y Coy vov (1)

gchoren, von der wir voraussctzen, dafl sic nicht aus lauter
Nullen besteht. Wenn es in (1) — an einer oder an mehreren
Stellen — vorkommt, dall vor einer von Null verschicdenen
Zahl ¢, cine oder mehrere Nullen stehen, etwa ¢, _, = o fir
1 < v <o, dann werde aus (1) eine neue Zahlenfolge

Co Cpy Coy ... (2)

so gebildet, dall an Stelle jeder solchen Zahl ¢, cine Zahl
C,—_, gesetzt wird, deren Vorzeichen gleich dem von ¢ ist;
sowic cine weitere Zahlenfolge

0 O G (3)

so, daB3 an Stelle jeder Zahl ¢, __, eine Zahl C)f_, gesetzt wird,
deren Vorzeichen gleich dem von (— 1) ¢, ist. (Fir jedes
¢, =0 sci C,=CF==¢). Dic Zahlenfolgen (2) und (3) ent-
halten dann entweder iiberhaupt keine Nullen oder keine
Nullen bis zu einer gewissen Stelle und von da ab lauter
Nullen.

Wird far (1) die Folge
fla), flla), f'(a), -... (@)

genommen, so werde unter W, bzw. JI7¥ die Anzahl der Zeichen-

§ Bel diesem Verfahren wird der Bewels der Fourlerschen Regel noeh ein-
facher als der der Descartesschen Regel, withvend fir den 1oe.® dargelegten
Beweis gerade das Umgekehrte gilt
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wechsel in der zugchérigen Folge (2) bzw. (3) verstanden?; of-
fenbar ist V¥ = IV,

3. Die zu beweisende Regel lautet dann:

Satz I. Die Anzahl NS, der (mit ihren Vielfachheiten ge-
zihlten) Nullstellen, die dic in @ <x <4 analytische reelle

und nicht identisch verschwindende FFunktion f(x) im offenen
Intervall @ < x <7 4 aufweist, ist < W, — V¥ und ecs ist
W,— IWf-—NJ, cinc gerade Zahl. Dabei wird W, als end-

lich vorausgesctzt, woraus die Endlichkeit von ¥ folgt?.

Aus den Uberlegungen der Anm. 7 und 8 und daraus, daB sich bei ¢ und 4
Nullstellen von /(&) nicht hitufen kimnen, kann man schlieBen, dall man zwel
positive Zahlen ¢ und o (<2 14 (6 — a)) so klein withlen kann, dal 1. fir
jedes zwischen @ und « - g liegende @ die Folge fla), fllay), f/ay), ..
die gleichen Vorzeichen aufweist wie die olge (2), hierbei unter (1) die Folge
Jla@), fa), f7(@), ... verstanden, woraus 117, = IF, folgt; 2. fir jedes
zwischen & — o und & liegende &y die Folge f(0), /(0,7 4y), . . . die gleichen
Vorzeichen aufweist wie die Folge (3), hierbel unter (1) die Folge f14),
fUy, 1), ... verstanden, woraus =11, folgt; 3. fir derartige a,
by alle zwischen @ und 4 gelegenen Nullstellen von f(x) dem Bereich ay <2 v =
< by angehiren, woraus Ny =V, 4, folgt. Die Aussage des Satzes I,
daB 17, - WF — N~ Weq,— Wy, — N, p, cine nicht-negative gerade
Zahl ist, liBt sich also auch zuriickfithren auf die Fourlersche Zeichenregel
(1. c.®), wenn diese auf das Intervall ¢ = x = 4; angewendet wird.

4. Die Richtigkeit von Satz I ist unmittelbar ersichtlich im
Falle I, = o, in dem sich (analog wie IV, = o, vgl. 1. ¢. ? Nr.9)
auch IV == o, sowic N, = o crgibt. Um auf diesen Fall den
Fall IV, > o zurlckzufihren, beweisen wir zunéchst

7 Jede der Zahlen C, aus (2) hat dann das Vorzeichen, das 700 (2) in
a < x < a- g, fiir genligend kleines positives p, hat; analog jede Zahl CF
aus (3) das Vorzeichen von f() (2) in a—o0, < x < @. Ubrigens falle [V,
mit der Anzahl der (unter Weglassung der Nullen gezdhlten) Zeichen-
wechsel in (4) zusammen.

8 Denn aus der Endlichkeit von 1§, folgt die Existenz cines /14 (x), so
dal /18 (@) = o, [P (@) f+) (@)= o filr v = 1. Dabei kann man annchmen,
dalB nicht von einer gewissen Stelle an alle £+ (@) Null sind, da in diesem
Falle (in dem £ (x) cin Polynom ist) von der gleichen Stelle an alle £4+(2)
Null sind und die Endlichkeit von IF unmittelbar cinleuchtet. Zu jedem
S (@) existicre also ein T+ () & o (x> 1), Ist nun z. B. £ ()
=0, su sind alle 4+ () (v == o) monoton-wachsende Funktionen, somit
alle J44) (4) > o (v =2 0) und IF§ endlich.

36*
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Satz II. Ist f(x) cine den Voraussetzungen des Satzes I
(einschlieBlich der Endlichkeit von 1¥,) gentigende, nicht kon-
stante Funktion und } abcn whow, 7';*1, fiir /' (x) die gleiche

Bedeutung wie 17, NF, fur f (x), dann ist
a IJ ’ Wb

Au b ‘/\/vz/t%b u b + ” W,— ” + W

eine nicht-negative gerade Zahl
Beim Beweis bentitzen wir dic Formel

m—1 m—1
* S # N
a, b T — A\',, vl 1 - Ix,,) (5)
=0 r=1
in der @ =<y < ... Zx,_, < x, =6 (n =1) an-
genommen wird (fiir 7 = 1 entfillt die zweite Summe), wobei

U,emly— Ly WE— W, - V)

ist, unter Z, bzw. /, dic Vielfachheit verstanden, mit der v = ¢
Nullstelle von f(a) bzw. von f(x) ist; dic Gultigkeit von (5)
folgt dabei unmittelbar aus

nm-—1 m—1 i—1 m—1
¥ __ N ATk N TI¥ N ATI¥ IS
NE,=3NP . EXNL., NF=XNF NI
| ,
y=0 =1 ) =1
Wihlt man?® far &y, ..., x4, dic simtlichen in @< x <6

gelegenen Nullstellen von flx) f'(x) (also we =1, falls keine
solchen Stellen vorhanden sind), dann ist f(x) - o und f'(x) == o
in jedem der Intervalle a, «Zx T, Satz II wird nun all-
gemein bewiesen sein, wenn dies fir den besonderen Fall ge-
leistet ist, dal} in @ < x < & sowohl fla) als f'(x) <= o ist, und
wenn von jeder Zahl I', gezeigt ist, dall sie nicht-negativ und
gerade ist; denn dann sind alle 272 — 1 Summanden von (5) und
daher auch AJ, seclbst als nicht-ncgativ und gerade nach-
gewiesern.

9 Das folgende Verfahren ist demjenigen vollig analog, das L ¢, ® zum DBe-
woi< des dortigen Satzes 11 angewendet wird, nur dall hier noch die Zahlen
x,, in (5) zu berticksichtigen sind.
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5. Was nun den Beweis von Satz II in dem besonderen Fall
anlangt, dall f(x) und f'(x) beide in a < x <4 von Null

verschieden sind, wo dann NV, = o, N}¥, = o und
A2y = (W, — W) — (W — %)
ist, so unterscheiden wir die Falle
w) W,—W,=o, B W,—W,=

Dabei moge, was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zulis-
sig ist, f(x) >0 in a < x <4 angenommen werden.

Im Falle o) wichst!® /(x) monoton in @« < x < 4, es ist also
Ff(6) > o und — je nachdem / = /, gerade oder ungerade ist —
ist f7D(4) > o oder <C 0; wird nun die zur Folge f(2), f/(4),
J(6), ... (diese Folge als Folge (1) genommen) zugehdrige
Folge (3) gebildet, so erscheint an der Stelle von f'(4), ob nun

" dic Anzahl / der Nullen zwischen f(8) und F4TY(h) gerade oder
ungerade ist, allemal eine positive Zahl CF. (Das gleiche gilt,
wenn fU(4) = o fiir v > 1 und f'(4) - o,und zwar notwendig
> o ist). Die erste Zahl C§ = f(4) bildet also mit (¥ keinen
Zeichenwechsel, es ist somit W) = Wj* und A, = o.

Im Falle B) ist f(x) in @ < 2 < 4 monoton abnehmend, /74 >o
und f4() << o oder > o, je nachdem / gerade oder ungerade
ist; nimmt man fur (1) die Folge f(6), f'(b), f"(6), ... so
erscheint in der zugehorigen Folge (3) an der Stelle von f'(4),
ob nun / gerade oder ungerade ist, allemal eine negative Zahl Cf
(das gleiche gilt, wenn fY)(4) =o fir v>1 und /(%) = o,
und zwar notwendig <o ist), hingegen an der Stelle von
f(6), gleichgiiltig ob f(8) > o und Cf = f(4), oder ob f(4) =o
ist, allemal cine positive Zahl CF. Da somit € mit CF einen
Zcichenwechsel bildet, ist ¥ = IW'¥ + 1 und Aib: 0.

10 Vgl hierfiir sowie fiir den Fall B) die analogen Ubcrlegungen 1. c. 3,
Man erkennt (unter Beachtung von f0) (&) = o fiir o << v << /5 + 1) durch
SchluB von 7 auf 741, daB fir geniigend kleines positives ¢ jedes FlU=mpy
FU=n(x) (fir 0 < 5 =< 7 = /) im Bereichd — 6 <¢ x < & das Vorzeichen von
(— O)n DY, f(6) — flx) also das Vorzeichen von (— 1)l fU+1D (4) hat.
Dabei braucht nur der Rollesche (nicht der Taylorsche) Satz herangezogen
zu werden,
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In beiden Fillen o), 8) ist A}, = o, also nicht-negativ und
gerade, wie behauptet.

6. Um zu zeigen, daB auch jede Zahl T', nicht-negativ und
gerade ist (wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
f(¢) 2 o annchmen kénnen), unterscheiden wir die Fille

A)F@ =0 B)f()>o0

Im Falle A) ist W, — W, =o, W~ Wi* =1, L, =1, |
also T', = o.

Im Falle B), wo Z, = o ist, betrachten wir dic zur Folge
7(e), f1(e), /'(e), . .. (diese als Folge (1) genommen) zugehorige
Folge (3); in dieser Folge, in der Cf = f(¢) positiv ist, erscheint
an der Stelle von f'(¢) cine Zahl C#*, dic das Vorzeichen von
(— ) 4D () hat (hierbei kurz 7 fir /, gesc hricben). Iis wird
also C¥ positiv und W}* —1I""* = o, wenn entweder Zgerade und
/Uy > 0 oder Zungerade und V() < o, zusammen-
gefalit wenn 7 — (I, - II'}) einc gerade Zahl (notwendig = o)
ist. Hingegen wird €} negativ und JI7* — 7% = 1, wenn cnt-
weder / gerade und fH () << 0 oder Zungerade und fU() =0,
zusammengefa3t wenn / — (W, —— V) cine ungerade Zahl
(notwendig = — 1) ist. Im einen wie im anderen Fall ist 17, ==
Wk -—I* + 7 —(W,— W) gerade und > o, wie behauptet!,

7. Mit dicsen Feststellungen ist der Nachweis von Satz 1T er-
bracht’ Um mit seiner Hilfe den Beweis von Satz 1 im Falle
W,> o auf den Tall JI', = o zuriickzufithren, verfibrt man
analog, wic an andcrer Stelle!® fiir den Beweis der Fourierschen

I Fir den Bewets von Satz [T wird diese Aussage, wie aus Ny, 4 crsichitlich,
nur fiir den besonderen Fall benotigt, daB ¢ eine Nullstelle von f(x) oder f'(x)
st. Sie gilt aber, wie man sicht, auch ohne diese Einschriinkung (und zwar
auch fiir die in Anm. 12 genannten nicht-analytischen Funktionen).

12 Die Behauptung des Satzes 11 gilt, wie aus dem Bewels crsichtlich, nicht
nur fiir analytische Funktionen, sondern fiir jede in @ = & =< 4 unbeschriinkt
differenzierbare Funktion f(x), bel welcher die Nullstellen von f7(x) (und
daher auch von f (x)) nur in endlicher Anzahl vorhanden und von endlicher
Vielfachheit sind. Dabei kann auch auf dic Voraussctzung der Endlichkeit
von IV, verzichtet werden, wenn man dic Behauptung so faBt, dal nicht von
den Anzahlen B, ..., W% selbst die Rede ist, sondern nur von den geeignet
(vgl. L .5 Nr. 3 Ann. 8) erklirten Zahlen W, — IV, und W — W*

13 Siechel.c.? Nr.3und 9, 1. ¢. 3 Nr. 4.
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und der Descartesschen Regel auseinandergesetzt: Fiir ein ge-
cignetes fA(x) liegt der Fall IV, = o vor; und da die Zahlen
W,— W¥—NJ,, der Reihe nach gebildet fitr die Funktionen
), ..., f(x), f(x), gemiB Satz Il cine nicht-abnehmende
Folge mit geraden Differenzen bilden, die mit Null beginnt, so
sind alle diese Zahlen nicht-negativ und gerade.

Bemerkung zu der Note ,,Uber eine Verallgemeinerung der Vorzeichenregeln
von Descartes und Fourier-Budan‘, S. 357-377 dieser Sitzungsberichte.

Dic inNr. 2 (S. 361) angestellten Betrachtungen iiber analytische Fortsetzung
mittels einer Kette von Potenzreihenentwicklungen sind — worauf mich Herr
Perron freundlicherweise aufmerksam machte - entbehrlich. Denn aus =0
und der Regularitit in v = @ folgt schon dic Konvergenz der Ausgangspotenz-
reihe fir alle x, da andernfalls (bei endlichem Konvergenzradius ) nach einem
Satz von Pringsheim (Math. Ann. 44 [1894], S. 42; vgl. auch diese Sitz.-
Ber., Jahrg. 1928, S. 343 und E. Landau, Darstellung und Begriindung
einiger neucrer Ergebnisse der Funktionentheorie, 2. Aufl., 1929, §17) die
Stelle x = @ +- 7 singulire Stelle der Funktion wire. Das Gleiche gilt {iber-
haupt bei endlichem 7V, Es kann also fiir die Funktion f(x) des Satzes I nur
der schon von Laguerre in ctwas anderer Weise behandelte Fall der ganzen
(durch eine bestandig konvergente Potenzreihe darstellbaren) Funktion wirk-
lich vorliegen.

Ferner seien folgende Berichtigungen beigefiigt:

S. 357, Zetle t der Anm. 2: statt ;1649 lies ,,1637°¢.
S.3 e 7 statt , relle’ lies | reellest.
S. 377, Zedde 2 der Anm. 30: statt |, det* lies ,,di*".



