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Einleitung,

Sauter hat in zwei Arbeiten! die Anregung gegeben, die
Dirac-Gleichung zu lésen, ohne die Diracschen Operatoren und
entsprechend die Eigenfunktionen durch Matrizen darzustellen;
die Eigenfunktionen lassen sich vielmehr darstellen als hyper-
komplexe Zahlen, die dem durch die Dirac-Operatoren crzeug-
ten Zahlkorper angehdren. Diese Methode bietet offensichtlich
Vortcile mnemotechnischer Art, indem sie das Eingehen auf die
etwas uniibersichtlichen (insbes. Vorzeichen-) Verhiltnisse der
Matrizen tberflissig und statt dessen die einfachen Rechen-
regeln der Dirac-Operatoren zur Grundlage aller Rechnungen
macht. Jedoch schien aus folgenden Untersuchungen, insbeson-
dere von Bechert,? hervorzugehen, dall die Vorteile der Sau-
terschen Methode sich hiermit bereits erschépfen. Freilich bie-
tet es bei der Ableitung allgemeiner Bezichungen aus der Dirac-
schen Gleichung (wie etwa dic Behandlung des WKB-Verfah-
rens durch Bechert, ebda. § 2) grofle Vortcile, die y-Matrizen
nicht explizit hinzuschreiben, sondern nur die zwischen ihnen
bestehenden einfachen Bezichungen zu bentitzen; dieses Vor-
gehen ist aber keineswegs fir die Sautersche Methode kenn-
zeichnend (eine konscquente Behandlung der Dirac-Gleichung
ohne Matrizenansatz fir diec v-s wurde kurz vor der ersten
Sauterschen Arbeit durch Temple® gegeben). Das Typische der
Sauterschen Methode bestcht vielmehr darin, da3 man die L&-

' F. Sauter, Z. f. Phys. 03, 803 (1930) und 64, 295 (1930).

2 K. Bechert, Z. f. Phys. 79, 26 (1932) und Helv. Phys. Acta 6, 82 (1933).

3 G.Temple, The operational wave equation ..., Proc. Roy. Soc. 127,
349 (1933).
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sungen (nicht nur die Gleichung selbst) als Aggregat in den
v-s ansetzt.

Die folgende Untersuchung will zeigen, dal3 die Methode nicht
nur mnemotechnischen Wert besitzt, sondern sich auch als selb-
stindiger Ausgangspunkt fiir allgemeine Uberlegungen und spe-
zielle Rechnungen eignet. Die Behandlung der Wellenfunktio-
nen als hyperkomplexe Zahlen bietet zwar so lange keine wesent-
lichen Vorteile, als man sich darauf beschrinkt, diejenigen Ver-
fahren nachzuahmen, welche sich bei der Matrizenbehandlung
der Dirac-Gleichung als zweckmaBig erwiesen haben; wenn man
aber auf diesen engen historischen Anschlul3 verzichtet und bei
der Wahl der anzuwendenden Verfahren dem Geist des hyper-
komplexen Zahlkorpers gebithrend Rechnung trigt, ergeben sich
Vorteile sowohl] fiir diec Theorie der Gleichung wie fir ihre prak-
tische Anwendung. Der offensichtlichste Vorteil fuir die theoreti-
sche Behandlung liegt in der begrifflichen Einfachheit und Uber-
sichtlichkeit der Methode, die z. B. einen besonders einfachen
Beweis fiir die Lorentz-Invarianz der Gleichung gestattet (s. § 6).
Um dic Sautersche Mecthode bei der praktischen Berechnung
von Wellenfunktionen mit Vorteil anzuwenden, bendtigt man
ein systematisches Lésungsverfahren, welches die in der Dirac-
Gleichung vorhandene Zuordnung der vy-s zu den Koordinaten
in keinem Augenblick verloren gehen 140t.

Der erste Teil der folgenden Betrachtungen ist ganz der Theorie
der Dirac-Gleichung gewidmet, der zweite Teil beschaftigt sich mit
Fragen der praktischen Rechnung, wihrend der dritte Teil das
Vorhergehende an cinigen einfachen und wichtigen Beispielen
erliutern soll. Um die Methode der hyperkomplexen Zahlen klar
hervortreten zu lassen, werden wir die Existenz aller von der
Matrizendarstellung ausgehenden Theorien ignorieren, bzw. die
Zusammenhidnge mit diesen nur in Einschaltungen behandeln.



Teil I. Theorie der Dirac-Gleichung.

§ 1. Theorie der Pauli-Gleichung.

Um die spiteren Darlegungen tber die Dirac-Gleichung an-
schaulicher und leichter verstindlich zu machen, sollen die wich-
tigsten Punkte an dem einfacheren Beispicle der Pauli-Gleichung
for ein Elektron erliutert werden. Wir bringen daher in Kiirze
die Ableitung der Paulischen Gleichung sowie die wichtigsten
Gesichtspunkte bei ithrer Deutung; dabei missen wir natiirlich
in vielen Punkten die Paulische Arbeit? cinfach kopieren, wih-
rend wir in denjenigen Punkten, welche mit der Matrizendar-
stellung der Paulischen Wellenfunktionen zusammenhingen, die
urspringliche Arbeit, wie verabredet, ignorieren.

a) Ableitung der Gleichung. Ausgangspunkt ist die klas-
sische Hamilton-Funktion fir cin Elcktron mit magnetischem
Moment

(1) H = Hy + 1,

worin A, die Hamilton-Funktion eines Elektrons ohne Spin (ein-
schlieBlich angemessener Relativititskorrekturen) ist, wihrend

eh eli .
) m=— % G- " 69)
4m 2w ¢

der spektroskopisch bekannten Tatsache Rechnung trigt, dal3
das Elektron ein magnetisches Moment von der GréBe eines
Bohrschen Magnetons besitzt. 8 ist der Einheitsvektor in Rich-
tung des Moments.

Bei der Quantisierung der Gleichung (1) entsteht die Aufgabe,
den Einheitsvektor 8 durch einen geeigneten Operator-Vektor ¢
zu ersetzen. Die Vertauschungsrelation fiir Momente

(3) (e, M} =— h Mm

7
. 1 .
angewandt auf das Spinmoment I = i crgibt
2

(4) (6, 6] =276.
W, Pauli, Z. f. Phys. 43, 6ot (1927).
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Wenn man noch beachtet, daB o,, 0, o, nur dic Werte + 1
annchmen kénnen, d. h, dal3
2 2 2
(5) Oy =0y =0, =1,
dann ergibt sich nach kurzer Rechnung:

(6) 6,0, =~ 0,0, =10,

und zwei entsprechende Gleichungen, die aus (6) durch zyklische
Vertauschung der Koordinaten entstehen; damit erweisen sich
die drei Komponenten des Operators ¢ als Quaternionen (von
einem Faktor 7 abgesehen).

Damit der Operator ¢ wirklich einen sinnvollen Ersatz fiir den
klassischen Vektor 8 bildet, mul3 man auch ihm notwendig Vek-
tor-Charakter zuschreiben kénnen. Das bedeutet, dal3 (¢ e), das
skalare Produkt von o mit irgendeinem Einheitsvektor e, ent-
sprechend Gleichung (5) das Quadrat (oe)? = 1 besitzen muB,
und daB ferner eine Gleichung wie (6) ((e, &) (¢, ) = 7 ([e,e.]6))
fiir zwei beliebige senkrechte Einheitsvektoren gelten mufl. Man
tiberzeugt sich leicht, daB dies tatsdchlich der Fall ist, und da3
man (5) und (6) ersetzen kann durch die folgende bekannte vek-
torielle Bezichung:

(7) (ao)(bo) = (ab) +#([ab]s),
worin a und b beliehige Vektoren sind.

b) Die Zahlen des Quaternionenkorpers haben alle die
Gestalt 4 = a5 +- @361 4 ay65 + agoy oder gy + (ac). Die g
sind gewdhnliche komplexe Zahlen. Das Produkt

{ao + (@) }Hag—(a o) | =af— a2,

ist eine Quaternionen-freie Grofle. Ist diese von Null verschie-
. ay—(ac

den, dann besitzt die Zahl 4 ein Reziprokes (A‘lz ”0_); )‘))
a’—a?

wenn dagegen a@f — a% = o ist, dann ist 4 ein Nullteiler und

besitzt kein Reziprokes. Die Nullteiler haben, wie man sich

leicht iiberzeugt, alle die Gestalt (1 + (e¢)) mit rechten oder

linken Faktoren. (e ist ein Einheitsvektor.)
Die fiir uns wichtigste Eigenschaft der Nullteiler ist ihre
Fahigkeit zu ,,reduzieren. Multiplizieren wir etwa die allge-

b
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meine vierparametrige Quaternionenzahl 4 von rechts mit dem
Nullteiler (1 4+ o4), dann hiingt das Produkt (¢, + @, 0, -+ ay-70,
+ a3)(1 4+ o3) nur mehr von den zwei Parametern (¢, + aj)
und (a; -+ 7a,) ab. Multiplizieren wir auch noch von links mit
(1 + o03), dann entsteht die einparametrige GroBe (a, + ag)
‘(1 + 4% Jede Multiplikation mit (1 + ¢4) hat dic Anzahl der
Parameter auf die Hilfte reduziert. Diesclbe Reduktion tritt ein,
wenn man statt (1 4 og) irgend zwei Nullteiler zur Multiplika-
tion von rechts und von links verwendect.

c¢) Lésungen der Gleichung. Die Loésungen der Pauli-
Gleichung miussen ebenso wie deren Koeffizienten dem Kérper
der Quaternionen angehodren. Ein Lésungssystem der Gleichung,
welches in dem Kérper der Quaternionen vollstindig ist, ist
aber nicht ohne weiteres physikalisch brauchbar. — Die physi-
kalisch deutbaren GréBen haben die Gestalt ¢, ITd,, wobei §,,
eine Losung der Pauli-Gleichung, ¢, cine Losung der adjungier-
ten Gleichung und II cine dem Quaternionenkérper angehérige
GroBe ist. Damit cin Losungssystem physikalisch brauchbar ist,
miissen natiirlich alle auf diesc Weise gebildeten Ausdricke un-
tereinander, insbesondere zu der die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit kennzeichnenden Gréfe, in einem von Quaternionen freien
Verhiltnis stehen, d. h. es muB} secin

(8) an H(‘IDTTL: P‘ll m : N’

worin diec 2, ,,
universelle konstante Quaternionengréf3e ist. In die physikalische
Deutung gehen nur die Verhiltnisse der 2

Das unter b) besprochene Reduktionsvermégen der Nullteiler
verhilft zur Erfillung der Forderung (8). Besitzen wir etwa cin
im Gesamtkérper der Quaternionen vollstindiges System von
Losungen, dann multiplizieren wir die ¢,, von rechts und die
¢, von links mit je einem willkiirlichen konstanten Nullteiler.
Die Eigenschaft der {,, und ¢, Loésung der Pauli-Gleichung
und deren Adjungierter zu sein, wird dadurch nicht zerstort. Die
Gesamtheit der quadratischen GréBen ¢, I1{,, wird jedoch cin-
parametrig, wie (8) verlangt. Es 148t sich leicht cinschen, dal
die physikalischen Ergebnisse von der speziellen Wahl der bei-
den Nullteiler unabhingig sind; den allgemeinen Beweis hier-

keine Quaternionen enthalten, wihrend N eine

o Untereinander ein.
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fiir werden wir bei der spiteren Behandlung der Dirac-Gleichung
erbringen (s. § 4).

Der Ansatz von ¢ als Matrixspalte ist offensichtlich ein spezieller Fall
fiir die gegebene allgemeine Vorschrift; denn

G1\_ [V1ds) (10
(dﬁz)h— Yo by/ \ooOf
Oy o '

(1 O) ist ein Nullteiler, wihrend die Matrix (?1 ?’3) das allgemeinste
00 Y2 Yy

Aggregat der Einheitsmatrix und der drei Quaternionen-Matrizen ist. Die
gréfere Allgemeinheit unserer obigen Vorschrift 128t sich beim Aufbau der
Theorie mit Vorteil bentiitzen, sofern man eben nicht Matrizen, sondern
den hyperkomplexen Zahlbereich zugrunde legt. Wihrend ndmlich beim
Arbeiten mit Matrizen diec Forderung nach der einfachsten Matrizen-Dar-
stellung der ¢ wie der ¢ dazu zwingt, den Y-s die Transformationseigen-
schaften von Spinoren zuzuschreiben und die damit verbundenen Umstdnd-
lichkeiten in Kauf zu nehmen, die 6 dagegen invariant zu lassen (d. h. sie
in jedem Bezugssystem durch dieselben einfachsten Matrizen darzustellen),
erweist sich auf Grund der Sauterschen Methode die natiirliche Behandlung
von ¢ als Vektor und entsprechend von ¢ als Invariante auch als die zweck-
miiBigste; der Grund ist, daB im Koérper der Quaternionen jede Komponente
von 6 (= (ae)) ebenso wie jeder Nullteiler (= (1 -+ (se))) prinzipiell den
gleichen einfachen Bau aufweist.

d) Recalitdtseigenschaften. Die Pauli-Gleichung lautet
nach (1):

2
Hy=—-"_"1.
©) Yy ;327

St

Hierzu ist adjungiert die Gleichung

(09) =t 0y
70t

(Der Stern soll den Vorzeichenwechsel der imaginiren Einheit
andeuten; die Differentiationen sollen in /A * nach links wirken.)
Hieraus folgt sofort, dal man aus einer Lésung & der Gleichung
(9) cine Lésung von (9a) gewinnt, indem man 7z durch -7 ersetzt
und auBlerdem die Reihenfolge simtlicher Faktoren umkehrt (die
letzte Vorschrift ist bedeutungslos, wenn man die Lésung in einer
Gestalt angeschricben hat, welche die nichtkommutativen Ele-
mente, die Quaternionen, nur lincar enthilt).
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Die angegebene Vorschrift liefert zu ¢ diejenige Lésung ¢ der
adjungierten Gleichung, welche demselben Zustand zugehért wie
¢; dies folgt daraus, daB3 bei dieser Vorschrift die Dichte definit
wird, wie es sein muB3 (und daf3 dies im wesentlichen die einzige
Vorschrift ist, welche zu ciner definiten Dichte fithrt); wir kén-
nen etwa { annehmen in der Gestalt

(10) b= (b + (o)1 +(e0))
mit e’ L e. Jede Funktion mit dem rechten Faktor (1 4-(e 9)), all-

gemein von der Form (@, + ¢, (¢'c) + @, (ec) + 95 ([ee'] o))
(1 +(eo)), kann auf diese Gestalt gebracht werden, weil

(ea)(r +(eo)) =1-(1 + (eo))
und
([ee'Jo)(1 -+ (eo)) = 2(e'0)(1 + (e0)).

Die zu (10) adjungierte Funktion lautet

(11) ¢ =@ + o)l +¥i o))
daraus folgt

Yo = (o5 +dady) (1 + (),
was tatsdchlich definit ist.

Die Hermitizitat der zu selbstadjungierten Operatoren II ge-
hérigen quadratischen GréBen ¢, 14, (oder genauer der ihnen
entsprechenden Gleichung (8) zugeordneten Quaternionen-freien
Ausdriicke) ist eine triviale Folge unserer adjungicrt-Definition
sowie deren Vertrdglichkeit mit den o-Rechenregeln (7). Denn
die in (8) auftretende GroBe N kann offenbar als selbstadjungiert
angenommen werden (z. B. = (1 4 (e0))?), worauf aus

HJn I L'r)m}adj = ‘!Jm I d/n
folgt

mn-

{an }adj =P

Da aber bei Quaternionen-freien GréBen adjungiert und kon-
jugiert komplex dasselbe bedeutet, kénnen wir hierfiir schreiben:

P;zm:Pmn’

womit die behauptete Hermitizitdt bewiesen ist.



Zur Methodik der Dirac-Gleichung 387

§ 2. Die Dirac-Gleichung und ihre Adjungierte.
Physikalische Deutung.

Die Diracsche Gleichung des Elektrons lautet:
S‘ ;8 E

(12> D‘LE Yr (71 _—_—gq)k)_i -0 kIJ:O.
¢

Y1 Yo Y3 Ya sind die vier Diracschen Operatoren, welche ver-
kniipft sind durch die Bezichungen:

(13) YiYn + Ynts =235,

Die adjungierte Gleichung D ist so zu definieren,* daf sich eine
Kontinuititsgleichung in der folgenden Weise ergibt:

4

R N B

(1) 0= (DY —WD= > Sji.
h=1

Daraus folgt, daB die adjungierte Gleichung zu (12) lautet:

4 -
ATy e = i o e E
5 LD = —_— e —®, | —Fi—} =0.
(15) Y v ) ( L0, p ,{) z . o)

h=1

Als Kontinuitidtsgleichung ergibt sich

A
N 0 -
(16) ’ :‘ an_kqj Ylqu:O

h=1
oder
4
—y a
(16a) ,a,,,.jh —o0,
e X
k=1

wobei 7, der Viererstrom ist

<17> jk = \P Tk HIJ :

Es ist jedoch zu bemerken, dal} sich 7, aus der Kontinuitits-
gleichung (16) nur bis auf eine additive Div-freie GréBe be-

1 Siehe A. Sommerfeld, Wellenmechanischer Erginzungsband S. 124
(1929).
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stimmt. (Siche das Beispiel der iterierten Dirac-Gleichung § 16a.)
Die genaue Form des Stromausdrucks muBl aus anderen Bedin-
gungen erschlossen werden.

Neben dem Viererstrom kann man noch andere physikalische
GroBlen P einfithren, indem man die Kontinuititsgleichung auf
das Ergebnis einer geeigneten Stérungsrechnung anwendet. Diese
GréBen sind gegeben durch die quadratischen Ausdriicke

(18) Hnm:;pn Hlp?n’

worin II der Operator ist, welcher der Gréfe P entspricht.? Fiir
II kommen beliebige (selbstadjungierte, s.spiter) Operatoren in
Frage, welche dem durch die Koeffizienten der Dirac-Gleichung
erzeugten Zahlkérper angehéren. ¢, und ¢, sind die Mitglieder
eines ,,vollstindigen®* Lésungssystems der Dirac-Gleichung. Der
Begriff der Vollstindigkeit fiir Dirac-Funktionen muf} im nich-
sten Paragraphen nidher erortert werden.

Den II,,,, kann nur dann physikalische Bedeutung beigelegt
werden, wenn sie alle in cinem v-freien Verhiltnis stehen, d. h.

wenn
— J
(19> Hnm""anI\’
worin £, von den v-s frei und N cine universelle konstante

GrofBe ist, die dem Kérper der Dirac-Operatoren angehért,

§ 3. Der Zahlkorper der Diracschen Operatoren.

Die fir das Folgende wichtigsten algebraischen Eigenschaften
des durch die Dirac-Operatoren erzeugten Zahlkérpers sollen
jetzt an Hand von Beispielen besprochen werden. Die Beweise
werden im Anhang fiir den allgemeineren Fall von # vy-s nach-
getragen.

Die durch Addition, Subtraktion und Multiplikation aus v,
Yor V3, Y4 cntstchenden Zahlen haben alle die Gestalt

! Wegen der Dichtedefinition p = $y,¥ lautet dic zum Operator T ge-
horige Eigenwertgleichung v, 11 = - 4. Die Grofle $II4 stellt die 2-Dichte
dar, wiihrend 2 als individuelle Eigenschaft des Elektrons dem Operator
vall entspricht.
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(20) A =ay +ary; +asYs +asys + g1,
+aav1i2t a3 Yas 0 +A34 Y34
4+ ay54Ye34 T @ 34Y134 T 2124Y124 T%123Y123
+ara3aYi2sa " (Y12 =71 Yo USW.)

Unter diesen Zahlen gibt es solche, welche cin Reziprokes be-
sitzen, z. B. v4; Zahlen ohne Reziprokes sind Nullteiler. Die fiir
uns wichtigste Eigenschaft der Nullteiler ist ihre Fihigkeit zu
reduzieren. Gegentber den Quaternionen liegen die Verhiltnisse
aber jetzt verwickelter, da nicht alle Nullteiler gleiches Reduk-
tionsvermégen besitzen.

Wir betrachten ctwa den Nullteiler (1 - v,). Er ist von der-
sclben Bauart wie unsere fritheren Quaternionennullteiler und
hat auch algebraisch dieselben Eigenschaften; sein Produkt mit
der allgemeinen 16-komponentigen Zahl (20) enthilt noch 8 un-
abhingige Parameter: '

A1 + vy = ((ao +oay) +(ay + a1y 1 (@ T @) T
F(ag+az)vst+ (@1t a104) Y12+ (@231 @234) Vo3
‘IL‘(413+4134Y134>Y13+(dlzs+“1234>‘(123)<1+Y4>

das beiderseitige Produkt

(19 A4-(1 +Y4>:(<ao+“4> + (@19 a120) Y12 (@23+a534) V23
+(413+11341>Y13)(1 + va)?

nur vier. (1 -+ v,) reduziert bei jeder Multiplikation die Anzahl
der unabhingigen Parameter von A4 auf die Hilfte. Wir kénnen

dieses Verhalten der Zahl (1 + v,) durch die Zahl % kennzeichnen,
welche wir als Reduktionsfaktor » bezeichnen wollen.

. . 1, .
Das Produkt aus zwei vertauschbaren Zahlen mit » = —ist ein
2

besonders starker Nullteiler. Wir betrachten etwa (1 -+ v,)

1+ 7Y19)-

A +Y4>(1—:‘ZIle):((“0+“4—2.“12_‘2'“124)"?‘(41+“14_Z.42—7-“24>
"Y1+ (@3 + azy — 1@y93—7G1334) Y3
+ (@13F @ra4—7as3—7iaqg34) \’13) (1+7vy

(147719
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6
enthilt 4 = 1: unabhingige Parameter,

(v 42y A (1 vy (1 2y10) = (@ + @y—7a1 5701 24)
(v (1 F 2y )

6
nur mehr 1 = i— Der Reduktionsfaktor unserer Zahl ist also

7 =". Eine stirkere Reduktion gibt es im Korper der Dirac-
Operatoren nicht (von der Null mit » = o abgesehen).
Dal3 es noch besonders schwache Nullteiler mit » = i gibt,

sei nur nebenbei erwahnt (z. B. (1 +v,) + (1 +7v12)-

Der Kérper der Dirac-Operatoren besitzt verschiedenerlet
Teilkoérper. Wir besprechen kurz diejenigen, welche fir uns
von praktischer Bedeutung sind.

Durch die hyperkomplexen GréBen vaq, Vs, Y13 wird cin
Quaterionenkdérper erzeugt, der durch die Substitution
6, = —— 1%, "Y1 23 in den frither (§ 1 b) besprochenen Koérper tiber
geht.

Auf den 8 GrundgréBen 1, vy, Yos, Ys1 Y14 Y210 Yaa Y1234
baut sich ein Biquatcrionenkoérper auf. Er laBlt sich in
zwel Quaternionenkorper zerfillen!; der eine von diesen beiden
Korpern enthilt alle Zahlen mit dem Faktor (1 + v1534), der
zweite alle Zahlen mit dem Faktor (1 —71534). Jede Zahl der
ersten Art ergibt mit jeder Zahl der zweiten Art das Produkt Null.
Jeder der beiden Quaternionenkdrper laBt sich aufbauen aus

. . . 1 . .
einer Einheit ¢* = (1 4= v; 534 und drei Quaternionenvy,,-e™,
2

o e gt RS
f32°€¢5 Y13 € -

Die drei GréBen v 4, v, ¥ 3 erzeugen ebenfalls einen Biquater-
nionenkdrper. Er zerfdllt in zwei Quaternionenkérper mit den

. . 1 . 1 .
Einheiten ) (1 -+ 2v145) und ) (1—7vy123)

1 Wir verwenden hier das Wort ,,zerfillen’ an Stelle des iiblichen ,,redu-
zieren*, weil wir das Wort ,,reduzieren‘* bereits in anderem Sinne verwendet
haben.
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Der einfachste Unterkorper des Dirac-Kérpers wird durch ein
cinziges v, etwa vy, erzeugt. Er 1at sich zerfillen in zwei Korper
vom Typus der gewdhnlichen komplexen Zahlen, ndmlich die
v-freien Vielfachen von (1 + v,) und (1 —1y).

§ 4. Reduktion des Losungssystems. Unabhidngigkeit
der physikalischen Ergebnisse von der speziellen Reduktion.

Die Losungen der Dirac-Gleichung sind hyperkomplexe Zah-
len aus dem Diracschen Zahlbereich. Als vollstindiges System
wire daher cin System von Funktionen zu bezeichnen, nach
welchem sich jede beliebige Funktion aus diesem Zahlbereich
entwickeln 1a8t. Ein solches System wiirde aber die physika-
lische Bedingung (19) nicht erfiillen, da die II,, eine 16-para-
metrige Mannigfaltigkeit waren. Nun ist es aber leicht, mit
Hilfe des in § 3 besprochenen Reduktionvermégens der Null-

teiler die 16-parametrige Mannigfaltigkeit der Il zu einer ein-

nm
parametrigen zu reduzieren.

Seien die ¢, ein im Diracschen Zahlkérper vollstindiges Lo-
sungssystem der Dirac-Gleichung, ¢, ein vollstindiges System
der adjungierten Gleichung. Wir multiplizieren alle 4, von rechts

o . . 1
mit einem Nullteiler Ty vom Reduktionsfaktor »= , alle ¢,

von links mit I'y von » = ' Das entstchende System ¢,, = 4, - Iy
und ¢, =TI, §,, ist ein System von Lésungen der Dirac-Gleichung
bzw. ihrer adjungierten, welches der Forderung (19) gentigt. Nach
den Losungen ¢, lassen sich nicht alle Funktionen des Dirac-
schen Zahlkérpers entwickeln, sondern nur die Funktionen mit
dem rechten Faktor Ty.

Wir gelangen so neben dem Begriff eines im Diracschen
Zahlkdrper vollstindigen Losungssystems zu einem Begriff der
physikalischen Vollstindigkeit, die wir im folgenden als Voll-
stindigkeit schlechthin bezeichnen wollen: Ein Funktionensystem
ist vollstindig, wenn sich alle Funktionen mit dem rechten Fak-
tor I'; danach entwickeln lassen.

Die physikalischen Ergebnisse sind von der speziellen Wahl
der Nullteiler I, und T’y unabhangig, sofern diese nur vom Re-
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. 1. . . . .
duktionsfaktor » = - sind. Um dies zu zeigen, beweisen wir
4

den Satz: Ein nach (19) brauchbares Funktionensystem erfihrt
keine wesentliche Anderung, wenn man alle ¢, von rechts und
alle ¢,, von links mit je cinem gemeinsamen konstanten Faktor
C; bzw. C multipliziert. Beweis: die Verhiltnisse der 2,,, zu-
einander werden durch eine solche Multiplikation nicht gein-
dert; es wird lediglich aus N ein N’= (, N(] (AuszuschlieBen
ist nur der Fall, daBl C,N Cy=0). Wir denken uns nun durch
Iy, T’y ein vollstindiges Funktionensystem erzeugt. Der vorige
Satz sagt aus, dal3 einc weitere Reduktion mit zwei beliebigen
Faktoren I'}, I%, die physikalischen Ergebnisse nicht dndert.
Dasselbe gilt, wenn man ein durch Reduktion mit I}, T ge-
wonnenes System mit I'y, I'y weiter reduziert. Man sicht hieraus,
daB} jede physikalische Beziehung, welche aus Eigenfunktionen
des einen Systems folgt, auch aus Eigenfunktionen des anderen
Systems gefolgert werden kann. So ergibtsich eine ein-cindeutige
Zuordnung der beiden mit Hilfe von I'j, I, und I'}, T, gewon-
nenen vollstindigen Systeme ohne Verdnderung der physika-
lischen Resultate; das bedeutet Unabhangigkeit von der spe-
ziellen Wahl der Faktoren I'; und T,.

Dariiber hinaus folgt aus dem angefiihrten Satz, dall jedes
Funktionensystem, welches (19) erfiillt, einem Teilsystem unseres
durch Reduktion gewonnenen vollstindigen System cindeutig
zugeordnet werden kann (indem man es namlich mit I';, T’y re-
duziert). Unser Reduktionsverfahren licfert also dic im wesent-
lichen ecinzige Lésung der folgenden Aufgabe: ein System von
moglichst vielen Funktionen aus dem Diracschen Zahlkérper
zu finden, welches der Bedingung (19) gentgt.

Die Bedingung, dall C,NC; - 0 sein muf3, macht keine Schwie-
rigkeiten. Wollen wir etwa ein System mit der Norm N durch
Faktoren I'y, Iy weiter reduzieren, dann wihlen wir C;=¢ T
Co="T5¢y. ¢; und ¢, lassen sich immer so wihlen, dall C,NCy
von Null verschieden wird.

§ 5. Bildung des Adjungierten. Realitidtseigenschaften.

Wir schreiben die Dirac-Gleichung (12) und ihre Adjungierte
(15) mit Unterscheidung reeller und imaginirer GroBen:
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N A /)
(21) {—ZC(‘.V'— A, Y)’*‘(—‘T‘_ )“(4_“50}4’:0-
Z ¢ i0¢

(22) ¢{—z‘c(—’?v-—eﬁr,y)+(’?-—V)«{4—Eo}=o.
z ¢ 70¢
Hierbel ist 2y =17ct, O, = ““Vund G, =9, fur =1, 2, 3 cin-
e

gefithrt. v ist der ,,Vektor® ( ?-, 787, é), v der Vektor (vq, Ya, /3
0x 0y 0z

Die Gestalt der Gleichungen (21) und (22) zeigt, dall man
aus einer Losung ¢ der Dirac-Gleichung (21) eine Lésung ¢
der adjungierten Gleichung (22) gewinnt, indem man die Reihen-
folge aller Faktoren vertauscht und den GréBen ¢z, vy, va, v3 das
entgegengesetzte Vorzeichen gibt. Es ist zu zeigen, dal} eine so
erzeugte Funktion ¢ auch wirklich die zu ¢ adjungierte Funk-
tion ist, d. h. dal} ¢ und ¢ dem gleichen Zustande zugeordnet
werden miissen; der Beweis folgt daraus, dal3 die angegebene
Definition fiir die adjungierte Funktion im wesentlichen die ein-
zige ist, welche zu einer definiten Dichte ¢ vy fiihrt. Seien etwa
w und  je eine Losung der Dirac-Gleichung und ihrer Adjun-
gierten; wie § 4 zeigt, kénnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annchmen, dall ¢ cinen rechten Faktor (1 7vqs)
(1 +v4) und ¢ cinen linken Faktor (1 - 7v,,) (1 - +,) abspaltet;
wir haben die beiden an sich willkiirlichen Faktoren Ty und T,
so gewahlt, dal} sie zueinander adjungiert sind. ¢ und ¢ haben
dann die folgende Gestalt:

Y=o+ Y11 T ¥yt Yrsv1a) (L4 7v12) (174,
U =0 +7v12) (1 + vy (Yo—P1Y1—Yava— Y13 Y13)-

Wir haben in { iiberall in den GrundgréBen vy, v3, v13den Vor-
zeichenwechsel von vy, v, 73 und die Vertauschung der Faktoren
vorgenommen; dic komplexen GréBen g, Uy, Us, U3 sind zu-
nédchst noch nicht in Bezichung gesetzt mit g, Uy, Us, U;5. Die
Dichte wird:
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Gys b= (Yo Yo+ b1 b1+ s g+ Grabis) (14771007 (1412

Hieraus folgt, dal3 die Dichte tatsdchlich definit wird, wenn wir
entsprechend der obigen adjungiert-Definition o= g, {; =11,
$3 =13, $13=1], setzen; ferner sicht man, dal diese Definition
im wesentlichen die einzige ist, welche zu einer definiten Dichte
fithrt. Die nach dieser Vorschrift gewonnene Lésung ¢ ist also
nicht nur tberhaupt ecine Lésung der adjungierten Gleichung,
sondern sie ist schlechthin die zu ¢ adjungicrte Funktion. Wir
koénnen etwas allgemeiner sagen:?

Das Adjungierte zu ciner GréBe gewinnt man, indem man die
Reihenfolge samtlicher Faktoren vertauscht und den GréBen 7,
Y1 Y, Y3 das entgegengesetzte Vorzeichen gibt. FFir Operatoren
ist noch hinzuzufiigen: Differentiationen haben ihre Richtung

— —

— —

zu andern, d. h. aus y wird y, aus 5 wird 5 und umgckehrt.

Der Beweis fur die Hermitizitidt der zu selbstadjungicrten Ope-
ratoren gehoérigen quadratischen Ausdriicke ist beinahe wort-
lich aus dem betreffenden Beweis fiir die Pauli-Gleichung zu

ibernehmen (§ 1d).

§ 6. Transformationseigenschaften.

Wir miissen bemerken, dal} die Frage nach den Transforma-
tionseigenschaften der ¢-s zunichst eine vollig inhaltsleere Re-
densart ist. Sinn hat an sich nur dic Forderung, dal3 sich dic
physikalischen Gréfen, namlich die Verhiltnisse der 2, (For-
mel (19)), als Tensoren entsprechend ihrer physikalischen Deu-
tung transformieren. Alle weiteren Aussagen iber die ¢-s sind
reine Konvention, da diese nur mathematische Hilfsgréflen dar-
stellen.

Diec Frage nach den Transformationseigenschaften einer Lo-
sung ¥ ist um so gegenstandsloser, als es nicht einmal méglich
ist, diese Losung einem bestimmten Koordinatensystem in sinn-
voller Weise zuzuordnen. Laute etwa die Dirac-Gleichung in
cinem Koordinatensystem (1)

1 Siche I'. Sauter, Atomarer Photoeftekt . . ., Ann. d. Phys. 9, 235 (1931).
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4

T e -Eol _
(23> 2 ({k’ h C(Dh)—‘zc' i¢_

k=1
Wir fithren in (23) neue rechtwinkelige Koordinaten ein

(24) 2 = % g 2 mit % a;, @;; = 8,; die Umkehrung lautet:

@ __ Y, 2
(243) 2 A Apify

Wenn wir noch als Abkiirzung benutzen Y(f) = 2 g, '\{}(;) mit der

Umkehrung Y(il) = ZfzhiYﬁf): dann wird aus (23):
k

4
Y ~ E
(232) ) (Yff’,ﬁff’ *g‘bﬁi)) =i l y=o.
c

h=1 & l

Wie man sich leicht {iberzeugt (s. Anhang f), geniigen aber

f) den Relationen der vier Diracschen Operatoren, und

(23a) ist die Dirac-Gleichung im System (2). Die Funktion {
genligt also der Dirac-Gleichung im System (2) genau so wie
der Dirac-Gleichung im System (1). Die Yﬁf) sind als Grund-

die v

groflen nicht besser und nicht schlechter als die YS), vielmehr
sind die Bezichungen zwischen ihnen véllig symmetrisch. Es
wiire daher vollkommen unmotiviert zu sagen: ¢ ist die Lésung
der Dirac-Gleichung im Koordinatensystem (1). Wenn vielmehr
dem ¢ iiberhaupt eine Bedeutung zukommt, so ist diese un-
abhingig vom Koordinatensystem.

Ebenso ist es sinnlos zu sagen, (23) wire die Dirac-Gleichung
im System (1), nicht die im System (2); (23) und (23a) sind ja
identisch. Jede Dirac-Gleichung ,,in irgendeinem System‘‘ unter-
scheidet sich von (23) hochstens infolge einer Anderung der
Buchstaben, d. h. tiberhaupt nicht.

Hierin unterscheidet sich die Sautersche Methode ganz wesentlich
von der Behandlung in Matrizen. Wenn man die y-s und die ¢-s durch
Matrizen bzw. Matrixspalten darstellt, dann hat es sehr woll Sinn, von
einer Losung ¢{1) im System (1) zu sprechen im Gegensatz zu einer Lo-
sung ¢(*) im System (2). Derartige Unterscheidungen sind aber immer
Aussagen iiber Darstellung der y-s durch Matrizen. Wenn wir z. B. (23)

30
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unter Zugrundelegung des Koordinatensystems (1) losen wollen, so wer-
den wir zunichst v{”, v”, v, ¥{” durch vier méglichst einfache Matrizen
darstellen, ${) werden wir (ebenfalls aus Griinden der Einfachheit) als
Matrixspalte ansetzen. Wollten wir nun nach der Einfihrung dieser Ma-
trizen die Koordinaten x,‘) durch 1,‘) ausdrucken dann erhielten wir (23a),
jedoch wiren die Koeffizenten von p,& , die YR , nicht mehr Matrizen von
einfachster Bauart. Wenn wir dies zu korrigieren versuchen, indem wir
nachtriglich die Matrizen einer geeigneten Automorphie unterwerfen, dann
verliert ¢(1) seine einfache Gestalt als Matrixspalte. Mit der urspriing-
lichen Matrizendarstellung der y-s und des ¢ in (23) haben wir uns also
tatsichlich auf das Koordinatensystem (1) festgelegt, weil in diesem System
die vier Dirac-Gleichungen ihre einfachste Gestalt annehmen. In bezug auf
den Diracschen Zahlkérper sind aber alle Formen der Dirac-Gleichung,
wie (23) und (23a), gleich einfach.

Die Notwendigkeit, die Lésung zu reduzieren, bereitet keine

Schwierigkeiten, da die Vorschrift: ,,alle {-s miissen einen ge-
. . 1

meinsamen rechten Faktor vom Reduktionsfaktor — abspal-
4

ten‘’, gegen Lorentz-Transformationen der vy-s invariant ist.
Es gibt im wesentlichen nur eine Dirac-Gleichung und cs
gibt bis auf unwesentliche konstante Faktoren nur cine Lo6-
sung ¢, welche cinen bestimmten Zustand kennzeichnet; das
letzte folgt aus der in § 4 bewiesenen Unabhingigkeit der Iir-
gebnisse von der speziellen Reduktion. Die Gleichung wie deren
Lésungen haben eine vom Koordinatensystern unabhiéingige Be-
deutung; ecine Losung ist imstande, den Zustand, dem sic an-
gechért, in jedem Koordinatensystem zu kennzeichnen. — Der
Angelpunkt fir dic physikalische Deutung ist diec Kontinuitits-
gleichung und die Stromdefinition, welche durch die Dirac-
Gleichung in cindeutiger Weise erzwungen wird. Man wird durch
(23) gezwungen, dem Strom in der xj{l)—Richtung die Grofle

100 JERERRNIE b i e 3R . & H(2)
7y = qJ{ ¢, dem Strom in der x”-Richtung die Gréfe ;77

=1{ *(’(12) QJEA;-'aihng}({l) ¢ zuzuordnen. D. h. die Dirac-Glei-

chung zwingt uns, dem Viererstrom die Transformationseigen-
schaften eines Vierervektors zuzuschreiben, wie es auch physi-
kalisch notwenig ist. In gleicher Weise zwingt uns dic Dirac-
Gleichung auch bei belicbigen anderen Grofien neben  ihrer
physikalischen Deutung dic dieser Deutung zukommenden Trans-
formationseigenschaften auf. Diesc Transformationseigenschaften



Zur Methodik der Dirac-Gleichung 397

werden richtig wiedergegeben, wenn wir ¢ wie eine Invariante
und (Y1, Yar Y3 Ya) Wic cinen Vierervektor behandeln.

Es mag auffallen, dal3 wir cinen Abschnitt tber die Transformations-
eigenschaften der Dirac-Gleichung beschlieBen, ohne von Spinoren ge-
sprochen zu haben. Dies kommt jedoch daher, daB3 eine Einfithrung von
Spinoren voéllig unmotiviert ist, sofern man nicht von Matrizen spricht.
‘Wenn man mit Matrizen arbeitet, so hat man die Wahl zwischen zwei Un-
bequemlichkeiten: entweder fiir die v-s beliebig komplizierte Matrizendar-
stellungen zuzulassen, oder den v-s die Transformationseigenschaften von
Spinoren zuzuschretben. In der Regel zieht man das letzte als das kleinere
Ubel vor. Da bei Anwendung der Sauterschen Methode die Frage nach
einer Matrizendarstellung gar nicht besteht, hat man keine Veranlassung,
Spinoren ecinzufithren. Uberdies scheint mir, daB auch unter Zugrunde-
legung von Matrizen dic Transformationseigenschaften der Stréme am besten
untersucht werden, ohne von der Spinortransformation der g-s Gebrauch
zu machen, da hierfiir die Spinoren nur unnétiges Beiwerk sind, welches
den einfachen Sachverhalt verschleiert.

§ 7. Normierungsbedingung. Vollstindigkeitsrelation.

Die Ladungsdichte im Zustande »# mufl3 der GréBe &, v, v, zu-
geordnet werden. Far die wirkliche reclle Ladungsdichte g, gilt
entsprechend (19):

(25> %Yz; q)n :Pn.N!

wobei N die allen Eigenfunktionen gemeinsame ,,Norm‘' ist.
Damit alle Zustinde # richtig normiert sind, mul [, d~ =1
scein, d. h.

(26> f\bn\l’tlkpnd'—:N'

Diese Norm ist invariant gegen Lorentz-Transformation; denn
die Div-Freiheit des Viererstromes ¢, v, 4, und die Randbedin-
gung im rdumlich Unendlichen garantieren die Invarianz von
f YoV Ynd 7. Zusammen mit der Orthogonalititsbedingung

(27) / an Ya d?m dx =o fur n==m

gibt (26) dic Méglichkeit zur Berechnung der Entwicklungs-
koeffizienten belicbiger Funktionen nach den ¢,. Die Vollstin-
digkeitsrelation lautet:

(28) 2 fy,dee [bgdi=N-[frgd=

30*
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mit willkiirlichen® Funktionen f und g. (28) gilt ebenso fiir kon-
tinuierliche wie fiir diskrete Eigenfunktionen, sofern man nur

im ersten Falle unter 2 eine Integration iber die kontinuierlichen
n

Parameter verstcht.

Teil II. Fragen der praktischen Rechnung.

§ 8. Rechenregeln.

Die direkte Benutzung der Relationen (13) ist angebracht
bei Aufgaben, weclche unter Wahrung der vierdimensionalen
Symmetrie in Tensorform behandelt werden. Bei der praktischen
Rechnung wird in der Regel die vierte Koordinate ausgezeich-
net, insbesondere durch die Einfiihrung stationirer Zustande. Die
physikalisch vorgegebenen Gréfen haben dabei die Gestalt von
Skalaren und Dreiervektoren. Dementsprechend ist es praktisch,
auch beim Rechnen mit den v, dic vierte Komponente y4 aus-
zuzeichnen und die drei ersten Komponenten (yq, o, Y3) zu cinem
Dreiervektor y zusammenzufassen. Wenn man noch fiir y;, 4 die
Abktirzung 1 cinfithrt, so crhilt man als GrundgréBen des
Diracschen Zahlkérpers

(29) Vier Skalare 1, 7, 14 Y4
Vier Dreicrvektoren v, ¥7, ¥4 YT74)

worin also

(30) Y= Yo Ya); T = Yies

Um mit diesen GréBen bequem arbeiten zu kénnen, missen die
Rechenregeln in eine vektoriclle Form gebracht werden; man
erreicht dies in rationelister Weise, indem man den Diracschen
Zahlkorper erzeugt denkt durch die beiden ,,Skalare® © und vy,
und durch den Vcktor v, verkniipft durch die Bezichungen:
(v, v beliebige komplexe Vektoren)

(31) (vy) () = (vw) -+ ([bw]y)=
T2 =—1; Yi = 1.
YT=TY; YYa TYsY =05 Ty TY4T =0

1 Im Sinne der Vollstindigkeitsdefinition von § 4.
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(Multipliziert man dic erste Gleichung (31) linkerhand mit
1 = (—27)% und sctzt ¢ = —7y7, so crgibt sich die bekannte
vektorielle Relation fiir dic Diracschen Spinmatrizen.)

Die Beziehungen der gewodhnlichen Vektorrechnung lassen
sich auf hyperkomplexe Vektoren ohne weiteres anwenden, so-
fern man nur sorgfaltig die unerlaubte Vertauschung von Fak-
toren vermeidet; wir fiithren ctwa die folgenden Regeln an:

(32a) ([ab]c) =(albc])
(32b) ([aB) (¢b]) ~ab b —abeD
(32¢) [[ab]c]:w~a-(bc).

Die Nichtvertauschbarkeit macht eine Kennzeichnung der ska-
laren Multiplikation durch Klammern tber oder unter der Zeile
erforderlich; im tbrigen bietet aber die Anwendung der Rela-
tionen keine Schwierigkeiten.

Nitzlich sind dic folgenden Regeln, welche sich aus (31) ab-
leiten lassen:

[ v =v+[by]~
(by) -y =b—[v7]~

(33) =3 [vl=z2vv;  (vlyy)) =67
(¢[yo]) =2 (oy)~.

Es ist bequem, bei Bedarf auch noch Formeln mit mehr Fak-
toren aufzustellen; wir fithren die folgende besonders einfache und
wichtige an:

P
(34) [ve] v lve] =—2e(ye)

Vereinfachungen ecrgeben sich bei der Berechnung selbstadjun-
gierter Ausdriicke. Wir fiihren an:

v(by)+ adj =20
(35) ¢ (0y) %+ adj = —2[v, 7]
iyyYy + adj =o.
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§ 9. Wechsel des Koordinatensystems. Normierungsfragen.

Wenn man zwel Zustinde in Bezichung setzen will, welche -
man durch verschieden normierte Eigenfunktionen wiedergege-
ben hat, dann entstcht die Aufgabe, diese auf gemeinsame Norm
zu bringen, d. h. wenigstens eine von ihnen umzunormicren. Wic
man hierbei vorzugehen hat, ist aus § 4 und § 7 zu entnehmen:
sei ¢’ eine noch nicht in gewiinschter Weise normicrte Funktion
und ¢’ ihre adjungicrte. Will man sic normieren auf N = I", - I'y,
worin sowohl N wie I'y und I'y den Reduktionsfaktor rzi be-
sitzen, dann bilde man b =4 -, 1y, & = I'j¢; -/, worin ¢
und ¢, Konstante sind, dic ein Verschwinden des Produkts ver-
hindern. Indem man in ¢; cinen geeigneten komplexen Normie-
rungsfaktor einbezieht, erreicht man dann die gewlnschte Nor-
micrung. Es sei ctwa N = [ /v, I’ & 7, dann lautet dic Bedingung
der richtigen Umnormicrung:

Iye,N'¢,Ty = N.

Man braucht sich also beim Umnormicren nicht mit den Funk-
tionen selbst, sondern nur mit der Norm N’ bzw. N zu befassen.

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich beim Wechsel des Koor-
dinatensystems. Sei etwa cine Funktion ¢ gegeben, welche
normiert ist auf N® =F(~{§1), *{f;), *,'fsl), *"g”,), wobel # cin ge-
wisses (einfaches) Polynom in den (" (den Komponenten des
Vierervektorsy, beziiglichder Achsen eines Koordinatensystemsq))
ist. Diese Funktion ist durch Hinzufiigen cines rechten Faktors
so umzunormieren, dal3 die Norm wird N(2)=F(~{(12), *(gz), Yf): *{12));
N® moge also aus N dadurch hervorgehen, daB tiberall der
Index 1 durch 2 ersetzt wird. Man hat zu bilden

(36) ‘JH(Z) — dr’(l) .S ¢(2) —= S’ li(i);
Die Faktoren S und S’ sind so zu wihlen, daBl ¢® auf N®
normiert ist. D, h.

37 SN LG N®

Geeignete S und S’ lassen sich auf zwei verschicdene Weisen
aufstellen. Zunichst wollen wir die zu Anfang dieses Paragraphen
gegebene allgemeine Vorschrift an dem Beispiel
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(38) N =1 +7v2) (1 +va)

durchfithren. Wir normieren um, indem wir ¢ von rechts und
U von links mit N® multiplizieren und dann mit einem geeig-

neten reellen Faktor )/ dividieren. Wir setzen also
(4 1+
(39) S—g= TP
Vv

Aus (37) wird dann:

1 . (2 . . . 2
Gra) o, GFADGHED G D G+ G+

12

(AP = G+ ).
Zwischen den Yil) und den 'Y(f) besteht die orthogonale Transfor-

mation Yil) = % a,{iyf). Dabher ist

1) __ ' 2) N 2 : “(2)
(38a) N'V=1 +~)ah»iY( Fi2a a2 @ an,; .
i I ki Elm klm

In den zwei- und dreifachen Produkten stehen nur Glieder,
welche lauter verschiedene Yf) enthalten. (Orthogonalititsbezie-
hungen, Tensorcharakter der vy,-Produkte.) Zu N® nach (372)
liefern nur diejenigen Glieder von N cinen Beitrag, welche
mit 1, *{f), z'«{g), z'Yl(Z?i behaftet sind; alle diese Gréflen kdnnen
durch 1 ersetzt werden. Fir &V ergibt sich hieraus der Wert:
Ja11“12v 3411“12414
L @y Gap apy
‘\ A4y Gyalyy

(40) N=1+4a,+

| Q21 @29
Fir den Fall einer rein rdumlichen Drehung (244 = 1) wird
' |
a1 a |
oa N=z2|1+ 1 12,)_
(402) ( | @31 Q29 |

Noch einfacher wird dic Umnormierung, wenn man als Norm
beniitzt

(41) N = +7v9)( + via3 0

weil vy53,4 gegen orthogonale Transformationen invariant ist.
(Freilich hat diese Norm den Nachteil, daB sie nicht selbst-
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adjungiert ist; dies ist jedoch keine ernstliche Schwierigkeit.
Wenn man ¢ so bestimmt, daB3 es einen rechten Faktor (1 4 7vy,)
*(1 -+ 123 4) abspaltet, dann spaltet § zunichst cinen linken Fak-
tor (1 + Zy15)(1 — Y1234 ab. Multipliziert man alle § von links
mit v4, dann erhilt man N als Norm.) Nur der Faktor (1 - zvyy4)
muf3 umnormiert werden; wir setzen

R

VN

(42) Se=5'
und erhalten nach (37)

A A G ) =0 v,
woraus folgt:

ay1 @y

(43) N ol Pl
Die auBerordentliche Einfachhcit der Umnormierung hingt
wesentlich damit zusammen, daf3 wir die Nullteilercigenschaften
von N beniitzt haben. Ohne diese zu benfitzen, kann man (37)
erfiillen, indem man S’und S so wihlt, daB S’ S=1, S'Y(il)SZY(ig)
fir 7 = 1, 2, 3, 4. Man kann also dic Aufgabe der Umnormie-
rung durch eine Spinortransformation erledigen. Es ist aber klar,
daf3 die Spinortransformation im allgemeinen viel umstindlicher
wird als die frihere Umformung (41), (42), {(43). Einc cinzige
GroBe mit besonders cinfachen Eigenschaften wie unsere Norm
N 148t sich nattirlich mit viel weniger Aufwand transformieren
als die Gesamtheit aller Zahlen des Diracschen Kérpers. Aller-
dings méchte man meinen, daB3 die Spinortransformation be-
sonders gute Dienste tut, wenn man in ¢ alle v{" durch die v
ersetzen will. Dieser Vorteil ist aber nur scheinbar. Es ist nim-
lich unpraktisch, die Yil)mit Hilfe der Spinortransformation und

die x(il) durch direkte Einfihrung der Lorentztransformation auf
die *((ig) und xig’ zuriickzufihren. Dic v; und x, treten ndmlich in

¢ in organischer Verbindung auf, so dall es angemessen ist, beide
gleichzeitig direkt der Lorentztransformation zu unterwerfen.
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Am offenkundigsten wird dies im Falle des freien Elektrons
oder der s-Zustinde des Elektrons im Zentralfeld (s. § 14, Ende).
Trotzdem kann in vielen praktischen Fillen die Verwendung
der Spinortransformation zur Umnormierung angebracht scin;
den praktisch wichtigen einfachen Fillen, wie einfachen rdum-
lichen Drehungen, entsprechen auch sehr einfache Transforma-
tions-Operatoren .S, auflerdem kann man die Spinortransforma-
tion mit Vorteil benutzen, um, wenn auch nicht in der ganzen
Eigenfunktion, so doch wenigstens in dem zum Zwecke der Re-
duktion eingefithrten Nullteiler T' die v{" durch dic v{? zu er-
setzen; es ist ja .5 =S5 .T®,

Es mul betont werden, dafB die zur Umnormierung eingefiihrte
Spinortransformation sich wesentlich von der iiblichen Spinor-
transformation der Eigenfunktionen unterscheidet; iiblicherweise
wird ndmlich § von links, d.h. von der inneren, offenen, empfind-
lichen Seite mit dem Transformations-Operator multipliziert.
Dadurch werden die Eigenschaften der Funktion ganz wesent-
lich abgedndert; sie gentigt nicht mehr derselben Gleichung wie
vorher. Anders bei uns: Wir multiplizieren ¢ mit dem Trans-
formations-Operator von rechts, also von der dulleren, unemp-
findlichen Seite, die noch durch den Faktor I' gepanzert ist.
v bleibt Losung derselben Gleichung wie vorher und wird auch
sonst in seinen Eigenschaften in keiner Weise verdndert.

§ 10. Beziehungen zwischen den physikalischen
GroBen.

Bei der Anwendung der Diracschen Gleichung ist es wohl
immer von Nutzen, das Rechnen mit den expliziten Eigenfunk-
tionen zu vermeiden, solange es irgend geht, und statt dessen
Beziehungen zwischen den physikalischen GréBen zu benutzen,
welche unmittelbar aus der Dirac-Gleichung folgen. Das ideale
Zicl wire, auf diese Weise alle auftretenden GréBen vy, -frei durch
die Norm jZIJ va¥d7 auszudricken. Wenn sich auch dieses ideale
Zicl nicht immer erreichen 14Bt, so lassen sich doch meistens mit
Hilfe der Dirac-Gleichung wesentliche Verecinfachungen vor-
nchmen. Bezichungen, welche man hierzu gebrauchen kann, er-
hilt man aus der Dirac-Gleichung
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i—- e ) fi 5
<44) {—C(Z'V_CQI’ ZY)+(—Z’aZ‘—_V)Y4— (O}an:o

und deren adjungierter:

(4421) \pm {*C(— /Z'l V—jg[’ ZY) < (Zl aat_V) Y4—E0 } =0,
indem man (44) von links mit (J,4) und (442) von rechts mit
(¢, multipliziert und die beiden hierdurch entstehenden Glei-
chungen addiert oder voneinander abzicht. An dic Stelle des
Sterns 4 kann man der Reihe nach die GroBen 1, v, =, v1, 14,
YY¥4 TYs YTY4 sctzen. Man crhilt auf diese Weise 16 Bezichun-
gen (8 skalare und 8 vektoriclle), die wir kurz zusammenstellen
wollen. Die auftretenden Gréfen enthalten alle cinen rechten
Faktor ¢, und einen linken Faktor {,,; diese Faktoren scien der
Kiirze halber weggelassen. Auflerdem fiihren wir die folgenden
Abkiirzungen ein:

1 /i g 0
5=

n{a @
AE__z'(at+at)

Dann lauten die 16 Beziehungen:

(&) c(Ap, 7v) — (A E, v,) = o (Kontinuititsgleichung)

(B c0—" Wy + (A, ¥] 7y — (B — V) iy =o

e 7 .
4 (© ep— W —2 A By —Tyiv =o
c d
(d) - AP, v+ E—V)—=Eyy, =0

7 e
(© — . eAprtelp—" U iyl + LA Eysy, =0
































































































