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Uber die Struktur der analytischen Konvexititen.
Von Georg Aumann in Princeton (N. J.).

Vorgelegt von H. Tietze in der Sitzung vom 12. Januar 1935.
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1. Einleitung. In meiner Arbeit iiber analytische Mittelwerte?
bewies ich

Satz 1. Das analytische Mittel 4/ (2, ..., 2,) ist dann
und nur dann quasiarithmetisch, wenn die #-kon-
vexe Hille {zl, ZZ}M ecines jeden Punktepaars z, z,
héchstens eindimensional ist.

Der Hauptzweck dieser Arbeit ist, dieser merkwiirdigen Eigen-
schaft der quasiarithmetischen Mittel eine andere bedeutsame
charakteristische Eigenschaft an die Seite zu stellen. Ich beweise
den

Satz z. Das analytische Mittel A/ (2, ..., z,) ist dann
und nur dann quasiarithmetisch, wenn jedes im klei-
nen M-konvexe Kontinuum M -konvex ist.

Dabei heiBit eine Menge 4 im kleinen M-konvex, wenn
sic in jedem ihrer Punkte A/-konvex ist; A heiit im Punkt P
von A M-konvex,?wenn es eine M-konvexe Kreisscheibe mit
dem Mittelpunkt 2 gibt, deren Durchschnitt mit 4 eine /-

! Grundlegung der Theorie der analytischen Mittelwerte, Sitzungsber. d.
Bayer. Ak. 1934, 45-81. In der Einleitung dieser Arbeit steht ein sinnstérender
Textfchler, den ich hier berichtigen méchte: Seite 47, Zeile 2 ist anstatt ,,nur
Jjene'* zu setzen ,,andere als nur jene*’,

2 Vgl H. Tietze, Uber Konvexitit im kleinen und groBen und iiber gewisse
den Punkten ciner Menge zugeordnete Dimensionszahlen, Math. Zeitschr, 28
(1928), 697-707.

Miinchen Ak, Sh. 1935, 1 7



72 Georg Aumann

konvexe Menge ist. Da es zu jedem gegebenen Punkt als Mittel-
punkt A-konvexe Kreisscheiben gibt,? so ist jede M-konvexe
Menge im kleinen A/-konvex. Satz 2 besagt also, dal3 der Satz
von H. Tietze Gber Konvexitit im kleinen (siehe a. a. O. 2) all-
gemein fiir quasiarithmetische Konvexitdten gilt, aber auch nur
fiir diese. Die quasiarithmetischen Konvexitirten sind demnach die
einzigen analytischen Konvexitéten, die sich durch infinitesimale
Eigenschaften charakterisieren lassen — man vergleiche damit
etwa die bekannte Bedingung fiir die Konvexitat ciner zweimal
differenzierbaren Funktion —, und das ist unter anderem ein
Grund fiir ihre bevorzugte Stellung in der Analysis.

Der Beweis von Satz 2 erfordert eine eingehendere Betrachtung
der durch analytische Mittelwerte erzeugten Konvexitdten. Das
wesentliche Ergebnis dieser Untersuchungen ist der Struktur-
satz, der besagt, da3 jedem analytischen Mittel 4/ in eindeutiger
Weise ein quasiarithmetisches Mittel @, zugeordnet ist von der
Beschaffenheit, daB jedes A/-konvexe Kontinuum zugleich Q-
konvex ist, oder anders ausgedrickt, da3 sich jedes analytische
Mittel M/ durch eine geeignete konforme Abbildung entzerren,
d. h. so abbilden 148t, dall dabei die AM/-konvexen Kontinuen in
(im gewdhnlichen Sinn) konvexe Kontinuen tubergehen.

2. Entzerrte Mittel. Wir definieren:

Das in G analytische Mittel 3 (2, ..., z,) heiBt entzerrt,
wenn die Funktion
o:M
2,1) K z)=[ ]
( u 0z 5y=..=z,=2
in G identisch verschwindet. Da wegen M (z, ..., z) =z und der
Symmetrie von M
o2 o2
A + | ~o
OBy by it =2 02102, 2=l =2

ist, so verschwinden fiir ein entzerrtes Mittel an jeder Entwick-
lungsstelle (z, ..., z) simtliche zweiten partiellen Ableitungen.
Beispielsweise ist das arithmetische Mittel entzerrt; ein entzerrtes,
vom arithmetischen Mittel verschiedenes Mittel ist

a.a.0.1 Satz 3, S.61.
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21+ 2y
2444'_F (Zl___z2>47

definiert in der ganzen endlichen z-Ebene.
Die Verwandtschaft der entzerrten Mittel mit dem arithmeti-
schen Mittel zeigt

Satz 3. Ist M ein centzerrtes Kreismittel, dann ist
jedes M-konvexe Kontinuum im gewdhnlichen Sinn
konvex.

Beweis. Sei M ein entzerrtes Mittel mit dem Grundgebiet
| |< 1 und 4 ein M-konvexes Kontinuum in I l <e<C1t
Fiir irgendeinen Punkt & mit I I < pgilt

atbit...+aetl

M (d+ cl) ey d+cn> = 7 + Z<C/'._C‘::>2§’B)./u

L

wobei die §;, Potenzreihen in {y, ..., ¢, sind, ohne konstantes
Glied; da die Koeffizienten von ¥, analytische Funktionen von
a sind, so gibt es eine positive (nur von p abhingige) Kon-
stante p, so dal3

ol =
) 1+ ..+ 2 I
K2)2> ./W<31,.‘.,3“>'—' 7 lg aX IZ _Zul2
fiir belicbi d it 0 Sy

r ige 6y und zy, . . ., 2, mit 0 < 6y <C , und
Iz,,—al_ﬁ_.co, V=1,...,7.

Aullerdem ist® fiir |z,,——b|§70, v=1,..,%

o] = 2
P e 5 ) I\/Iax Zi— 8
— 51 << To— |_ et ‘,’

7t = 4717y

wobei 4 ganz beliebig sein darf, Ist nun

(2,3)

1 1
2, < - =
( 4) Go = 471? To Ox

dann folgt aus (2,2), (2,3) sofort
| M (20, .y 2)— 8| < 70

* Dic Voraussetzung |z < p bedeutet keine Einschrinkung, siehe a.a. 0.1,
Satz s, S. 66.
% Siehe a.a. 0.1, S, 61, Formel (11, 1).

i
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Wir haben damit das folgende Ergebnis: Gibt man sich ein

7o = Max ( ) vor, so ist fiir jedes Punktepaar

1 1
2np(1—e) Vanp

2, 2" der Menge 4 mit |5’ —5""| < 206, die M-konvexe Hiille
{z’,z”}M in dem Kreiszweieck & (5, 2" 7p) enthalten, das durch
jene zweil Kreise bestimmt ist, die durch 2/, 5/’ hindurchgehen
und den Radius 7, haben. Aus dieser Eigenschaft folgt aber
die Konvexitiat von 4. In der Tat, wir wihlen =, >, so groB,
daBl fiir © > 7, die Schenkellinge eines in & (', 57; =) cinbe-
schriebenen gleichschenkeligen Dreiecks mit den Basisecken 2,

.
2" kleiner ist als = |2 — 2" |; wegen |2 — 2" | < 2 ist das z. B.
4 )
. 9
firt > - V
= Vs

Zwei Fille kéonnen eintreten:

v o S o . 1;——‘97_1__.
~der Fall. Weiter seio <7 ¢; <Z Min ( S 4”]”.1)

1. Es gibt ein 8 >> 0, so daf} jede Strecke mit ciner Linge
kleiner als 3, deren Endpunkte in 4 liegen, ganz in 4 enthalten
ist. Dann ist 4 im kleinen konvex, nach dem schon erwihnten
Satz von Tietze also konvex.

2. Die zweite Moglichkeit, es gibe kein solches 8, fithren wir
auf einen Widerspruch. Angenommen, es gibt eine Strecke mit
einer Linge kleiner als 24,, deren Endpunkte zu 4, aber deren
Innenpunkte nicht sdmtlich zu 4 gehoren. Diese Strecke ent-
hidlt dann auch eine Teilstrecke 72, Q;, wo Py, (1, aber kein
Innenpunkt von 2; Q; zu A gehéren. Die Teilmenge By =
12, Oy} y von A liegt in & (P, Oy; 7); da sie einfach zusammen-
hiangend ist, verbindet sie 2; und Q; innerhalb ecines der beiden
kongruenten Zweiecke {], &), in die & (P4, Qy; 7y) durch P, 0,
zerlegt wird, etwa in &]. Sei R, der Mittelpunkt von 2} Q; und
S; der Ry am nichsten gelegene Schnittpunkt von B; mit der
Mittelsenkrechten auf P; @ in §t{. Mit p; bezeichne ich den
Radius des Kreises durch 2y, Qy, Sy, mit 2{ Sy, Q7 .S, die ent-
sprechenden Teilbogen dieses Kreises. Nun stehen wir vor zwei
Moglichkeiten:

(a) Wenigstens eines der Dreiecke P Sy Ry, Q7 .S; R, enthilt
im Innern keinen Punkt von By, etwa das erste. Dann setzc
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ich Py = Py, Oy = S,. Bestimmt man dazu wie eben R,, S, und
ps, dann ist offenbar

P:’.épl und P2Q2<3P1Q1~

(b) Im Innern jedes der beiden genannten Dreiecke befinden
sich Punkte von B;. Wiirde es im Innern beider Dreiecke in
beliebiger Nihe von S; Punkte von B; geben, etwa U im ersten,
V im zweiten Dreieck mit

— 1
ov< 2np o

dann wire &t (U, V; p,) ganz im Innern des Zweiecks $t (Py, Oy; 1)

und die in & (U, V; pp) liegende Teilmenge |U, V |y von By, die

U und V verbindet, miite die Strecke &R;.S; im Innern durch-

setzen.

Das widerspricht der Konstruktion von S§;. Wir kénnen des-
halb annehmen, daB die Punkte von B, etwa im Innern von
P Sy Ry von S, einen endlichen Abstand bewahren; sei & das
betreffende Abstandsminimum. Da £, abgeschlossen ist, so gibt
es cinen Punkt 7, im Innern von P S, R, oder auf 7| S; mit
Py Sy =d. Ich setze dann @, = S; und konstruiere wieder &,
Sy und p,. Man sieht leicht ein, dal3 auch diesmal

2 = gy und Py Q, <2P1 Q.

Fortsetzung der in (a) und (b) beschriebenen Konstruktion
fuhrt auf P, Q,, R, S, und p;, mit

k—1
— 3 —
(2’5> Pr = P1y PIL Ql¢<(4) Pl Qly é:1,2,

Ist das Verfahren so weit fortgeschritten, daB

P]LQ,‘<2”PP/,
3

was ja wegen (2,5) einmal eintreten muf3, dann haben wir den
gewlnschten Widerspruch. Denn dann ist der Punkt S, in

1
B, =Py, Q)ly, also im Zweicck & {2y, Oy o)
L { . Q}e]M! also um Zweiece e Qi 2np P,{ Qk en
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halten, wahrend er nach Konstruktion auf dem Rand des Zwei-
ecks & (P, Qy; o) liegen muBl, das aber ersteres Zweieck, von
den Punkten P,, Q, abgesehen, im Innern enthalt.

3. Entzerrungsabbildungen. Schr aufschluB3reich fir die Struktur
der A/-konvexen Mengen ist

Satz 4. Jedes Kreismittel M 148t sich entzerren,
d. h. es gibt eine konforme Abbildung des Kreises
lz|< 1 auf ein konvexes Gebiet G, in dem das Bild-
mittel von M entzerrt ist.

Beweis. Wir stellen zunichst fest, wie sich die Funktion Ky, (2)
(siehe 2) bei einer konformen Abbildung z = f ({) transformiert.
Ist { = o () die Umkehrung dieser Abbildung, dann ist

NG nt)=¢ (MU, ..., /C))

das transformierte Mittel. Ein elementarer Differentiationspro-
zef3 ergibt

N I [

oder in die Veridnderliche # umgeschrieben:

¢ <Z> Ly (‘P (2’)) = (P”((’:; (n nz) + Ky (3)

Soll nun das Mittel V entzerrt sein, dann muB L (¢ (2)) =0
sein. Dies liefert, da » > 2, fur die Abbildungsfunktion ¢ (2)
die Differentialgleichung:

¢ _
‘?, (z) T o—1 AM (2>»

oder von einer unwesentlichen Konstanten abgeschen,

s 2
n <
n—1 / K M (w) dw
N 5

P ()=e

Fir jedes z mit |z|<1 ist also ¢’ (2) -~ 0. Daher vermittelt
die Funktion

C=0(2)
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eine umkechrbar eindeutige Abbildung von |z|< 1 auf ein ein-
fach zusammenhingendes Gebiet G der {-Ebene, welches aber
moglicherweise nicht schlicht ist. Das Mittel V hat & als Grund-
gebiet und ist entzerrt. Wir zeigen nun, dal fir jedes Punktepaar
¢y, ¢y von G die Punktmenge 4 = {{, CZ} ~ cine konvexe Menge ist.
Es gibt ndmlich ein p >0, so daB jede Kreisscheibe mit dem Radius
p, deren Mittelpunkt auf A liegt, schlicht und /V-konvex ist. Fiir
jede solche Kreisscheibe gilt aber Satz 3. Daher ist A4 gleich-
miBig im kleinen konvex. Uberdeckt man nun 4 mit einem Netz

. . . . P .
von Quadraten, deren Seitenlinge kleiner ist als 'f/ﬁ, dann ist
2

der Durchschnitt von A4 mit jedem einzelnen Quadrat konvex.
Indem man beim Ubergang von einem Quadrat zu den an-
liegenden Quadraten die Konvexitdt im kleinen von A beachtet,
ergibt sich, daBl 4 im groBen konvex ist. Dann ist aber auch G
konvex und damit schlicht.

Wie man aus obiger Differentialgleichung sieht, ist die Ent-
zerrungsabbildung { = ¢ (2) bis auf eine Ahnlichkeitstransfor-
mation durch 47 eindeutig bestimmt. Fiir Fragen, die die Struk-
tur der Konvexititen betreffen, ist aber diese Willkiir un-
wesentlich.

4. Ein Identitatssatz. Wir brauchen noch den

Satz . Ist M cin analytisches Mittel in G und Q ein
quasiarithmetisches Mittel in G, und ist jedes Q-kon-
vexe Kontinuum zugleich M-konvex, dann sind 37
und @ identisch.

Beweis. Nach Voraussetzung ist fiir irgendein Punktepaar
z1, &3 der analytische Kurvenbogen {zl, 22}Q M-konvex, und da
l21, ZZ}M die kleinste abgeschlossene A/-konvexe Menge ist, die
21, 25 enthilt, so ist

{31, 32}1\1 { {31; Zz}Q-

Andererseits muf} {21,32} a jeden Punkt von {zl,zg}Q enthalten.
Entfernt man namlich von |z, zZ}Q einen von 2, z, verschiede-
nen Punkt, so erhilt man eine Menge, die z; und 2, nicht mehr
verbindet. Da aber {zl, 32}3; die Punkte z;, z, verbindet, so ist
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{21, ZZ}M = {zl, 32}(3. Anwendung von Satz 1 ergibt, dall A/ ein
quasiarithmetisches Mittel ist. Es findet sich also eine konforme
Abbildung ¢ von G auf ein konvexes Gebiet /, bei der M in
das arithmetische Mittel {ibergeht, und eine Abbildung ¢ von
G auf ein konvexes Gebiet /', durch die auch O in das arith-
metische Mittel iibergefithrt wird. Betrachten wir die durch diese
beiden Abbildungen vermittelte Abbildung von A auf Z'; offen-
bar fithrt sie gerade Linien in gerade Linien tber. Die einzigen
derartigen konformen Abbildungen sind aber die Ahnlichkeits-
transformationen. Gegeniiber solchen Abbildungen ist aber das
arithmetische Mittel invariant; daher ist /= Q.

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt sofort, dall jede Ent-
zerrungsabbildung eines quasiarithmetischen Mittels gerade eine
jener Abbildungen ist, die dieses Mittel in das arithmetische
Uberfiithren.

5. Beweis von Satz 2. Man betrachte 47 in ciner A/-konvexen
Kreisscheibe; wenn gezeigt ist, dafl 47 dort quasiarithmetisch
ist, dann ist es dies iiberhaupt. Da sich nach Satz 4 jedes Kreis-
mittel entzerren l4Bt, gentigt es, den Satz 2 fiir cin entzerrtes
Kreismittel zu beweisen; die Eigenschaft, im kleinen /-konvex
zu sein, ist ndmlich konform invariant. In der Tat, ist 4 cine
im Punkt z M-konvexe Menge im Grundgebict G des Mittels
A7 und A4, das Bild von 4 im Grundgebiet & des Bildmittels
My, dann ist der Durchschnitt von 4 mit einer J/-konvexen
Kreisscheibe & mit dem Mittelpunkt & cine M/-konvexe Menge.
Ist z; das Bild von z, dann gibt es cine M;-konvexe Kreisscheibe
Kjum 2, die ganz in der Bildmenge K; von K enthalten ist.
Als Durchschnitt zweicer M;-konvexer Mengen ist

Al )1,:(141](1)](1

Mi-konvex. A, ist also im Punkt z; M -konvex.

Sei nach diesen Vorbemerkungen A7 cin entzerrtes Kreismittel
und jede im kleinen M-konvexe Menge auch im ganzen M-
konvex. Ist bereits gezeigt, dal} jedes im gewdhnlichen Sinn
konvexe Kontinuum mit inneren Punkten A7-konvex ist, dann
ist auch jede Strecke, als Durchschnitt zweier konvexer Kon-
tinuen mit inneren Punkten AM-konvex. Dann ist also jedes
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konvexe Kontinuum M-konvex, nach Satz 5 daher A/ das arith-
metische Mittel. Es ist also nur noch zu zeigen, daf ein kon-
vexes Kontinuum A4 mit inneren Punkten A/-konvex ist. Man
kann A darstellen als Limes einer Folge von aufsteigenden kon-
vexen Kontinuen Al{Az{ e {A;,J' ..., wobei der Rand von 4,
cine konvexe Kurve ist, deren Krimmungsradien eine obere
Schranke haben.® Ich behaupte nun, da3 4, im kleinen M/-kon-
vex ist. Offenbar ist 4, in jedem inneren Punkt M-konvex. Sei
z = a cin Randpunkt von 4, und 'z—al < ¢ cine M-konvexe
Kreisscheibe. Nach den Ergebnissen von 2 kénnen wir ¢ so klein
wihlen, daB3 fiir einen Radius =, der groBer ist als das Maximum
der Kriimmungsradien des Randes von 4,

|82z, ..., 2.0—8| <=

gilt, sobald Iz,,——al < ¢ und Iz,,—élg 7,v=1, ..., Bezeich-
net C. die Kreislinic vom Radius 7, die den Randpunkt { von
A, in |:—a| < & cnthilt und deren zugehérige abgeschlossene
Kreisscheibe K- alle Punkte von 4, enthilt, so ist durch die
vereinbarte Wahl von o erreicht, dall der Durchschnitt D. von
lz~a] < ¢ mit A, eine M-konvexe Menge ist. Dann ist aber
auch der Durchschnitt D aller D., wenn ¢ alle in |z—a|§ G
gelegenen Randpunkte von A; durchliuft, 47-konvex. Wie man
unmittelbar einsicht, ist 2 gerade der Durchschnitt von A4; mit
lz—[z]:c. Damit ist gezeigt, dall 4, auch im Punkt @ 47-
konvex ist. A; ist daher im kleinen M-konvex, nach Voraus-
setzung also M-konvex. A ist dann wegen der Stetigkeit von
M (2, ..., 2,) als Limes von M-konvexen Mengen selbst 3/-kon-
vex. Damit ist alles bewiesen.

6. Der Struktursatz. Bezeichnet A/, das arithmetische Mittel,
so kann man Satz 3 folgendermaBen formulieren:

Satz 3. Ist V ein entzerrtes Kreismittel, dann ist
jedes N-konvexe Kontinuum zugleich 4 ,-konvex.

¢ Dies lidBt sich z. B. bewerkstelligen, indem man das Innere von 4 konform
auf das Gebiet | e |7 1 abbildet. Nimmt man fiir .4, das Bild der Scheibe

~ 1 o 3 . . i
Jwl <1 — iy S0 folgt aus dem Studyschen Satz iber die konforme Ab-

bildung konvexer Gebicete, daf3 +f ; die oben verlangte Eigenschaft hat.
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Vermoge einer konformen Abbildung, die V in das Mittel A7,
M, in das quasiarithmetische Mittel @,, tberfihrt, folgt dann
zusammen mit Satz 4 und g der Struktursatz,

Satz 6. Jedem Kreismittel 4/ ist in eindecutiger
Weise ein quasiarithmetisches Mittel @y zugeordnet
von der Beschaffenheit, dall jedes 4/-konvexe Kon-
tinuum zugleich @, -konvex ist.

Auf das durch Satz 6 definierte quasiarithmetische Mittel @y,
das die Struktur der A7-Konvexitdt zeichnet, wird man auch
geflihrt, wenn man die iterierten Mittel von A/ betrachtet; hier-
liber méchte ich in gréfferem Zusammenhang an anderer Stelle
berichten.

Princeton (N. J.), den 11. Dezember 1934.



