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Herr v. Seidel hilt einen Vortrag:

~Ueber das Wa]nrséheinlichkeitsgesetz der
Fehler bei Beobachtungen.*

Herr v. Seidel wird eine Abhandlung tiber dieses Thema
in einer Kachzeitschrift veroffentlichen.

Herr A. Brill legt eine Abhandlung von Herrn Theodor
Kuen in Miinchen vor:

sUeber Flichen von constantem Krim-
mungsmaass.*

Wenn man von den Umdrehungs- und Schraubenflichen
absieht, so sind von Oberflichen von constantem Kriimmungs-
mass bis jetzt nur die von Herrn Enneper') gefundenen’ mit
einem System ebener Kriimmungslinien bekannt, sowie die-
jenigen Flichen, welche durch einen von Herrn Bianchi?)

1) ,Analytisch-geometrische Untersuchungen V*, Gottinger Nach-
richten 1868, pag. 258—277,
2) ,Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sulle Eli-
coidi“, Pisa 1879.
[1884. math.-phys. Cl. 2.] 13
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angegebenen Process entstehen, vermoge dessen aus jeder
solchen Fliche andere derselben Art abgeleitet werden. Auf
diesem Wege hat Bianchi selbst aus der Rotationsfliche
der Tractrix eine neue Fliche hergeleitet, die jedoch, wie
ich an einem andern Orte!) gezeigt habe, gleichfalls der
ersterwihnten Categorie zugehort.

In weiterer Verfolgung d&r Absicht, Beziehungen zwischen
den durch beide Methoden erhaltenen Flichen herzustellen,
habe ich nun das von Bianchi angegebene Verfahren wie-
derum auf die von ihm abgeleitete Fliche, sowie auf die
beiden ausser der Tractrixfliche noch vorhandenen Umdreh-
ungsflichen von constantem negativen Kriimmungsmaass an-
gewendet; andererseits aBer die von Enneper angegebenen
Gleichungen einer genaueren Discussion unterworfen. Ich
wurde dadurch auf eine neue Gattung von Flichen von
constanter (sowohl positiver als negativer) Kriimmung mit
einem System ebener Kriimmungslinien gefiihrt, welche die
bemerkenswerthe Eigenschaft besitzen, dass ihre rechtwinke-
ligen Coordinaten sich bereits durch cyclometrische, nicht,
wie i allgemeinen Fall, erst durch elliptische Functionen
zweier Parameter ausdriicken lassen.

Im Nachstehenden erlaube ich mir die Resultate, zu
denen ich gelangt bin, mitzutheilen, indem ich die ausfiihr-
lichere Darstellung an einer anderen Stelle zu geben beab-
sichtige.

Das Verfahren, durch welches Bianchi aus einer gege-
benen Fliche von constanter negativer Kriimmung eine andere
eben solche ableitet, besteht bekanntlich darin, dass man
lings eines Systems von parallelen geodiitischen Linien die
Tangenten an diese Curven construirt und auf denselben eine

1) Beibliitter zu der vierten Folge von Modellen des mathe-
matischen Institutes der techmischen Hochschule Milnchen. Darm-
stadt, L. Brill.
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constante Linge abtrigt. Die Endpunkte dieser Strecken
bestimmen die ahgeleitete Fliche. Ein System paralleler
geodiitischer Linien und deren Orthogonaltrajectorien auf der
Ausgangsfliche muss dabei als bekannt vorausgesetzt werden.

Bezogen auf die Kriimmungslinien u, v sei die Gleichung
dieser Orthogonaltrajectionen:

1: =(u,v),
oder differentiirt:
dA, =mdu+nadv,

wo m und n bekannte Funktionen von u und v sind. Die
Krimmungslinien diirfen als bekannt angesehen werden, da
sie nach einem Satze von Lie!) auf allen Flichen constanter
Krtimmung durch Quadratur zu finden sind. Dieses Coor-
dinatensystem bietet den Vortheil, dass das entsprechende auf
der abgeleiteten Fliche, welches in der Folge mit denselben
Buchstaben u,v bezeichnet werden soll, wieder aus Kriim-
mungslinien besteht®). Auf der letzteren kennt man aber
nicht bloss die Kriimmungslinien, sondern auch ein System
von geoditischen Kreisen zu parallelen geoditischen Linien,
denn nach einer Bemerkung von Bianchi gehen die geodi-
tischen Kreise zu einem System paralleler geoditischer Linien
wieder in Curven der niimlichen Eigenschaft auf der abge-
leiteten Fliche iiber. Die Gleichung dieses Curvensystems
ist also auf der letzteren ebenfalls:

A, = (u,v).

Auf der ahgeleiteten Fliiche, fiir welche die geoditischen
Linien gesucht werden, darf man demnach die Kriimmungs-
linien und die Gleichung eines Systems von geoditischen
Kreisen 4, als bekannt voraussetzen; es sind also die im

1) Archiv fir Mathematik og Naturvidenskab Bd. IV, 3.
2) Vergl. Ribaucour. Comptes Rendus 1872, 1 Sem.
13*
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Ausdrucke fiir das Linienelement in Bezug auf die Krim-
mungslinien u,v:
ds? = Edu® 4 Gdv?
vorkommenden Grossen E und G bekannt.
Bezogen auf die geoditischen Kreise 4, und die daza

gehorigen parallelen geoditischen Linien g, wird der Ausdruck
fiir das Linienelement dieser Fliche von der Form sein:

1 . .
ds? = m [#2(4,) dll 4 dp, ],

wo o und ¢ (nicht bekannte) Funktionen von A, bedeuten.
Setz{ man

du, = pdu+ qdv,
so erhiilt man durch Gleichsetzung beider Ausdriicke fiir das
Linienelement:
e!(Ednt 4 Gdv¥)=wx2dl ? | du,?
~=du? (n?r24p?) 4 (n222 4 q%) dv?
+ 2dudv (mnar 2 4 pq),

und daraus durch Vergleichung:

P=ﬂ:ﬂ l/(—}i:-ﬂ

q=Fm l/;;}ﬂ'

Die Differentialgleichung des geodiitischen Liniensystems
i, wird daher:

dy,zj:w(l,){n ‘/gdn—ml/gdv}=o.

Demnach ist 7 (A,) der Multiplikator der Dif-
ferentialgleichung fiir u,. Die Funktion 7z kann
nach bekannten Regeln der Differentialrechnung unmittelbar
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durch eine Quadratur gefunden worden, weil 4, eine bekannte
Funktion von u und v ist.

Hiebei wurde nur vorausgesetzt, man kenne das Linien-
element in Bezug auf die Kriimmungslinien und ein System
geodiitischer Kreise fiir die vorliegende Fliche. Ist diese aber
selbst durch das Bianchi'sche Verfuhren aus einer anderen
bekannten abgeleitet worden, so kann man durch blosse Qua-
dratur das Linienelement (bezogen auf das bekannte geo-
datische Liniensystem und dessen Orthogonaltrajectorien) auf
die Form bringen :

2
ds* =I5 @22 + d ),

und unter Voraussetzung eines so hestimmten 4,
kann der Multiplikator der vorigen Differential-
gleichung auf folgende Weise der Einheit gleich ge-
macht werden.

Das Linienelement der abgeleiteten Fliiche, bezogen auf
die den geodiitischen Kreisen 4 entsprechenden Kreise -7 (A4 ist
eine Funktion von 4) und die zugehdrigen parallelen geodii-
tischen Linien g, bekommt die Gestalt:

2
ds? =:}‘F(d.42 + du, ),

falls man nur die Funktion A4 von A passend withlt. Da
die aus der gegebenen, durch die Bianchi’sche Methode ah-
geleitete Fliche, mit ihr zusammen eine Kriimmurgscentra-
fliche bhildet, ldsst sich diese Funktion durch Anwendung
eines Satzes von Herrn Weingarten') bestimmen, der fiir die
Linienelemente auf den beiden Miinteln einer Kriimmungs-
centrafliche zu einer Fliche von constanter Differenz ihrer
Hauptkrtimmungsradien r, —r, =a, beziehungsweise die
Form ergibt:

1) ,Ueber eine Classe auf einander abwickelbarer Flichen.*
Crelle’s Journal, Bd. 59.
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2r
ds? =dr,? 4 e * dv?
—2n
ds? =dr,? 4 e * du?,
wo e die Basis des natiirlichen Logarithmensystems ist, r, =
Const. das System der in beiden Flichen einander entspre-

chenden geoditischeu Kreise zu den dazu gehdrigen geo-
ditischen Linien u, beziehungsweise v, bedeutet.

Diese Ausdriicke gehen aber in die vorher fiir das
Linienelement angegebenen dadurch iiber, dass man setzt:
—I
ae “=A dv=du
re

se® =, du=duy,.

Duraus erhellt, dass 4 und 4 durch dic Gleichung zu-

summen hingen :
a!
A =, .
A

Fiihrt man in der flir d g, aufgestellten Gleichung statt
A, das durch die vorstehende Beziehung bestimmte ./ ein,
so erhdlt man statt m (1,) den Faktor 1; die linke Seite
der Differentialgleichung fiir das geodiitische Liniensystem:

E G
du, Enl/—G- du —ml/ E—dv
ist dann also ein vollstindiges Differential.

Ich habe nun dieses Verfahren auf die erwihnte von
Bianchi gefundene Fliche von constanter negativer Kriim-
mung angewendet, ausgehend von denjenigen Gleichungen,
durch welche sich die rechtwinkeligen Coordinaten dieser
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Fliche vermoge der Parameter u und v ihrer Kriimmungs-
linien ausdriicken:

x=2a —1—+sil::n, (cos v - vsin v)
)'_231—_’-_—%:—;?(sinv—vcosv) L,
z=a { log tg 5 + 1-352:1?12 } ,
1 . .
wo — —5 (wie stets) das Kriimmungsmaass dieser Fliche und

log den natiirlichen Logarithmus bedeutet. Fiir das System
der geoditischen Kreise 4 und die zugehdrigen parallelen
geoditischen Linien p, erhiilt man die Gleichungen:

u, = as (log tg g —+ v# cos u).

Zur Ableitung einer neuen Fliche aus der vorliegenden
liisst sich dieses geoditische Liniensystem nicht beniitzen,
wenn man nicht wieder zur Tractrixfliche zurtickkommen
will. Man muss vielmehr zuvor auf der Fliche selbst zu
irgend einem anderen System von parallelen geoditischen
Linien iibergehen, was sich mit Hiilfe der Formeln, welche
Herr Professor Brill?) fiir die Transformation von geoditi-
schen Coordinatensystemen auf Rotationsflichen angegeben
hat, leicht ausfiihren lisst. Vermdge der willkiirlichen Con-
stanten, die durch diese Transformation eingefiihrt wird, er-
hilt man so ein ganzes System von Flichen, deren recht-
winkelige Coordinaten sich wie folgt darstellen:

1) ,7ur Theorie der geodiitischen Linie und des geoditischen
Dreiecks®. Abhandlg. der kgl. bayr. Ak. II. Cl.,, XIV. Bd. II. Abth.
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x=R{tll.(cosv-}-vsinv)—Ncosv}
1) Y=R{4l(sinv—vcosv)—Ncosv’

z=alogtg—12}-+R{4lcot.gu—M},

wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde:

2 and
i Lt visin®u

sin u
_ a
i
M= (A* —»¥)cosu — 24rsinu
N=(@A*—»*)sinu+24rcosu

v=logtg-;—+v’cosu—c,

wo ¢ die erwihnte willkiirliche Constante bedeutet. Aus der
Form der Gleichung dieser Flichen entnimmt man unschwer
den Satz, dass die eine Schaar der Kriimmungslinien sphiirisch
ist, die andere auf algebraischen Fliichen liegt.?)

Ich beschiftigte mich ferner mit denjenigen Flichen,
welche sich aus den beiden ausser der Tratrixfliche noch
existirenden Typen von Umdrehungsflichen von constanter
negativer Kriinmung ableiten lassen. Je nachdem nimlich ein
reeller, imagindrer oder unendlich weiter Pol eines geoditi-
schen Polarcoordinatensystems Schnittpunkt der Meridiane
einer Rotationsfliche ist, hat man drei verschiedene Typen,
von denen der letzte die Rotationsfliche der Tractrix ist, die
beiden andern, ich will sie mit K und H bezeichnen, eine
dem Kegel bezichungsweise einem Hyperboloid ) ( &éhnliche
Gestalt besitzen. Die parallelen geoditischen Linien auf diesen
Rotationsflichen, deren Kenntniss zur Auffindung der aus

1) Diese Eigenschaft erwithnte Herr Lie in einem an Herrn Brill
gerichteten Schreiben.
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denselben abgeleiteten nothig ist, kann man wieder nach der
von Herrn Brill angegebenen Methode finden.

Aus der Gruppe K von Umdrehungsflichen constanter
negativer Kriimmung ergibt sich mit Hiilfe des Bianchi’schen
Verfahrens die Flichengruppe:

av . 8v .
U €08 = COS V -+ asin sinv

) 0
N
sinh — ¢os v + cosh
a a
I11)
. av av_ .
U, 8in — cosV—acos —sinv
U, u,
y _ - ll n -
sinh — cos v + cosh —
a a
u
1 u
= — 7% — u?, sinh? - du —
a a
1)
+ tgh u
’ ' co8 v th —
3 2 girhel t a
¥ — u¥;sinh®-- o
4
u
1 4 tgh 5 o8V
wobei:
7P =a? — u,?,
und aus der Flichengruppe H:
av . av .,
uy cos —- cosh v 4 asin-— sinh v
Uo y
X= — <=
u .,u
cosh v cosh -- — sinh —
a a
. Av . av . Iv)
u, $in — coshv — a cos — sinh v
_ Uy u,
y =

u ..
cosh v cosh — — sinh —
: a Y
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u
z=lf‘/7’-— uo’cosh’gdu -
a a
0

— - cosh v — cotgh 4
l//y’ —u,? cosh’;i . &

1

coshv cotgh% —1

wobei:

7 =a! 4 u?
gesetzt wurde, und sinh, tgh, u. s. w. hyperbolische Funk-
tionen bedeuten, u, eine willkiirliche, die Rotationsfliche be-
stimmende Constante und u, v Parameter der Kriimmungslinien

sind. Da der Quotient -{—nur eine Funktion von v wird,
so ist das System v = Const. ein planes.

Es gehoren demnach diese zwei Fliichengattungen ebenso
wie die aus der Tractrixfliche abgeleitete zu denjenigen
Fliichen constanter negativer Kriimmung, welche ein System
ebener Kriimmungslinien besitzen, fiir welche Enneper die
allgemeine Gleichungsform bestimmt hat. In den von ihm
angegehenen Gleichungen kommen zwei Constanten A und C
vor. Lisst man zwischen diesen eine der Relationen hestehen

g C=1+A
C=1—AY,
1) Die erste der Bedingungsgleichungen («), welche die Flichen-
gruppe ergibt, dic aus dem Typus H abgeleitet wurde, widerspricht
der von Herrn Lenz [Ueber die Enneper'schen Flichen constanten
negativen Kriimmungsmasses mit einem Systeme ebener Kriimmungs-
linien. Dissertation, Géttingen 1878] aungegebenen Realitétsbedingung.

C=14]A]l.

Es zeigte sich bei genauer Untersuchung, dass sowohl diese, alx
auch die von Herrn Bockwoldt [Dissertation, Gottingen 187%] fiir
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so erhilt man die aus dem Kegel-, beziehungsweise Hyperbo-
loid-Typus abgeleiteten Flichen. Es ergeben sich also nicht die
simmtlichen Enneper'schen Flichen durch einmalige An-
wendung des Bianchi'schen Verfahrens aus den Rotationsflichen,
wie man vermuthen konnte, da ja auf jeder unendlich viele
Systeme von parallelen geoditischen Linien liegen. Alle diese
Systeme lassen sich jedoch (abgesehen von dem den Kehlkreis
asymptotisch bertihrenden, welches in sich tibergeht) durch
Drehung der Rotationsfliche um ihre Achse in einander
@iberfiihren.

Die durch die Gleichungen (I) dargestellte Bianchi’sche
Fliche ist, obwohl sie ein System von ebenen Kriimmungs-
linien besitzt, aus den Enneper'schen Schlussgleichungen
[p- 275 der oben citirten Arbeit] durch Specialisirung der
Constanten nicht zu erhalten; sie gehort einer Categorie von
Flichen an, welche durch Nullsetzen einer im Allgemeinen
willktirlich wihlbaren Constanten aus den Endgleichungen
ausgeschlossen wird. ?)

Indessen lisst sich zeigen, dass man diese Gruppe aus
den Enneper'schen Endgleichungen dadurch ableiten kann,
dass man die Parameter u, und v, um eine unendlich grosse
Constante ¢ vermehrt, beziehungsweise vermindert und die
Constante A = o setat, so jedoch dass:

. Ae° ,
lim. ( ) )= A

Fliichen constunter positiver Kriimmung angegebene Realitiitsheding-
ung ungenau ist; beide iibersahen die Zuliissigkeit von imagindiren
Parameterwerthen und Constanten fiir reelle Flichen.

1) In dem Ausdrucke:

gindg = Acos2iuy —iBsin2iy, +C
auf p. 274 des citirten Aufsatzes wird die Constante B = o gesetzt.
Damit ist aber diejenige Gruppe von Flichen ausgeschlossen, welche
der Annahme A = B entspricht, eine Gruppe mit wesentlich ein-
facheren Gleichungen als die allgemeine.
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wird, wo A’ eine beliebige endliche Grosse bedeutet. Man
erhiilt auf diese Weise fiir die Cylindercoordinaten der in
Rede stehenden Flichengruppe die Ausdriicke:

cosh (4w
Cdv V)
(©+ A’ eV o+ Ae e

e=

OI&:

a—-~ fVc Ae—2udu — )/ C—A"e—2o. q,h(u+v)]

Dabei darf, unbeschadet der Allgemeinheit, A" als positiv
vorausgesetzt werden, C muss positiv gewihlt werden, und
die Parameter u und v nehmen nicht nur reelle sondern auch
die complexen Werthe: u — iz ,v 4+ iz an.

Durch Integration und Einfiihrung von neuen Para-
metern vermittelst der Gleichungen :

Vb—l-{—Ae"—VC—l

‘/0—13;& vV CT=1
V(, +)C—Ae

2 VC V C—Ae ™,

erhiillt man statt der obigen die folgenden Gleichungen:

_2al/b—l sthcoahUVl + (C— l)cotgh’V
(C — 1) cosh?® U 4 Csinh®* V'

V_

U_

9= i —+ arctgh (VC -~ 1 cotgh V) V2)

V“_
=0 _aC—1 smh2U
TYC T Yc  ©—T)cosh?UFCsinh®V
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Darin hat man, falls C — 1 > oist, den Parametern U
und V, ausser reellen, auch noch die imaginiren Werthe:
U — l?ﬂ , V+ E; beizulegen ; fir C — 1 << o hat man den-

selben die Werthe: U, i(V — g) zu ertheilen.

Fir die Annahme C — 1 =o0 werden die vorstehenden
Gleichungen unbestimmt, und ein Grenziibergang liefert die
durch die Gleichungen I dargestellte Fliche.

Eine analog durchgefiihrte Untersuchung zeigt das Vor-
kommen einer #hnlichen Flichencategorie von constanter
positiver Kriimmung mit ebenen Krtimmungslinien. Man ge-
langt zu ihr dadurch, dass man in den Enneper'schen Glei-
chungen (pag. 272) statt der Parameter u;, und v, die fol-
genden einfiihrt: i (v 4-¢), i(u —¢), wo ¢ eine unendlich
grosse Constante bedeutet, und A = o setzt, so jedoch, dass

lim e—;;A— = Const. = A’
wird.

Durch Einfiihrung von Parametern U, V lassen sich die
Gleichungen fiir dieselbe auf die Form bringen:

e=2al/c___gjcosUcosV‘/l+(C+1)tgzv
vV

" (C+1)cosh?U—Ceos* V

p=-- - ——= +arctg (}/CH 1tgV Vi)
=" U E(C +1) L :s.i‘nh_2_U_v______ i .
V C V'C‘ (C+ 1) cosh* U — Ccos®tV

Entweder ist C> o, dann kénnen U und V nur reelle
Werthe annehmen, oder C+ 1 <o, und dann sind den
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Parametern rein imaginire Werthe beizulegen. Den zwischen
ound — 1 gelegenen Werthen fiir die beliebige Constante C
entsprechen keine reellen Flichen. Der Grenzfall C 4+ 1=0
gibt eine Fliche constanter positiver Kriimmung mit einem
System ebener Kriimmungslinien, welche sich in Bezug auf
die Form ihrer Gleichung der Bianchi'schen Fliche (I) an
die Seite stellt.



