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Bemerkungen zur Analogie zwischen Aufgaben der 
Ausgleichungsrechnung und solchen der Statik. 

Von Sebastian Finsterwalder. 

{Eingelaufen 5. Dezember.) 

Bei photogrammetrischen Untersuchungen1) traten einige 
Aufgaben der Ausgleichungsrechnung auf, deren Lösung in der 
Sprache der Statik starrer Systeme einen anschaulichen Aus- 
druck fand. Ich erwähne die drei folgenden: 

1. Zwei Haufen von je n, einander zugeordneten Punkten 
ohne ˜nderung ihrer Form und Grösse durch Verschiebung 
und Drehung so gegeneinander zu legen, dass die Summe der 
Quadrate der Entfernungen entsprechender Punkte ein Mini- 
mum wird. 

2. Einen Haufen von n Punkten und ein Bündel von n, 
den Punkten zugeordneten Strahlen ohne ˜nderung ihrer Form 
und Grösse durch Verschiebung und Drehung so gegeneinander 
zu legen, dass die Summe der Quadrate der kürzesten Abstände 
der Punkte von den entsprechenden Strahlen ein Minimum wird. 

3. Zwei Bündel von je n, einander zugeordneten Strahlen, 
deren Mittelpunkte eine gegebene Entfernung haben, ohne 
˜nderung ihrer Form durch Drehung so gegeneinander zu 
legen, dass die Summe der Quadrate der kürzesten Abstände 
entsprechender Strahlen ein Minimum wird. 

l) S. Finsterwalder: Eine Grundaufgabe der Photogrammetrie und 
ihre Anwendung auf Ballonaufnahmen. Abkdlgn. der K. B. Akad. der 
Wiss., II. Kl., Bd. XXII, Abt. II, S. 240 und 247. 

S. Finsterwalder und W. Scheufeie: Das Rückwärtseinschneiden im 
Raum. Diese Ber. Bd. XXX11I, 1903, S. G02, Anmerkung. 
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In allen drei Fällen bilden die Strecken, deren 
Quadratsumme ein Minimum gibt, als Kräfte aufge- 
fasst, ein Gleichgewichtssystem. 

Als gemeinsamer Grund hiefür lässt sich der bekannte nach 
Castigliano benannte Satz vom Minimum der Formände- 
rungsarbeit beim Gleichgewicht elastischer Systeme anführen. 
Wir denken uns nämlich die beiden Gebilde (Punkthaufen oder 
Strahlenbündel), welche zusammengekoppelt werden sollen, als 
starre Systeme, die durch elastische Fäden an entsprechenden 
Elementen (Punkte oder Strahlen) mit einander verknüpft sind. 
Dabei schreiben wir den Fäden folgende Eigenschaften zu: 
1. Ihre Länge ist im ungespannten Zustande verschwindend. 
2. Wirkt eine Kraft P dehnend auf sie ein, so wächst ihre 
Länge proportional jener Kraft und zwar bei jedem Faden im 
gleichen Verhältnis. 3. An den Punkten der Haufen seien die 
Fäden mit dem einen Ende einfach befestigt. 4. Die Enden 
der Fäden jedoch, welche an einem Strahl angreifen, tragen 
einen Ring von verschwindenden Abmessungen, der auf dem 
(als dünnen starren Stab gedachten) Strahl reibungslos gleitet. 
Bei der dritten Aufgabe sollen ausserdem die beiden Bündel 
an ihren Mittelpunkten durch eine starre Stange gelenkig ver- 
bunden sein. Auf diese Weise werden die zwischen den Ele- 
menten der zusammengekoppelten Gebilde gespannten Fäden 
jene Strecken bilden, deren Quadratsumme beim Ausgleichungs- 
problem ein Minimum wird. Die Formänderungsarbeit eines 
Fadens von der Länge l. d. h. jene Arbeit, die nötig ist um 
den Faden von der anfänglichen Länge Null bis zur Länge l 

zu dehnen, ist 41;1%. wenn hl die Kraft bezeichnet, die den 
Faden auf die Länge l spannt. Die genannte Formänderungs- 
arbeit, die in irgend einer Lage der beiden elastisch gekoppelten 
Gebilde aufgespeichert ist, wird daher durch den Ausdruck 
j, /.’ A /2 gegeben. In der Gleichgewichtslage der gekoppelten 
Gebilde ist nach dem Castiglianoschen Satze die Formände- 
rungsarbeit ein Minimum und daher auch die Ausgleichsbe- 
dingung: 2’12 = Minimo erfüllt. Dabei sind die an jedem der 
beiden gekoppelten starren Gebilde wirkenden Kräfte nach 
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Länge und Richtung durch die Verbindungsfäden dargestellt 
und es müssen demnach diese Verbindungsstrecken, so wie die 
Kräfte selbst, ein Gleichgewichtssystem bilden. 

Die mechanische Analogie zu den Ausgleichungsaufgaben 
hat natürlich für die Praxis nur den Wert eines Orientierungs- 
und Kontrolmittels und vereinfacht die Rechenarbeit der Aus- 
gleichung keineswegs. Dagegen zeigt sie uns, dass die Giltig- 
keit der Sätze nicht wie jene der Ausgleichungsrechnung auf 
solche Gebilde beschränkt ist, die sich bis auf kleine Grössen 
zusammenpassen lassen. 

Im Anschluss an die betrachtete mechanische Analogie 
soll noch eine Ergänzung und Berichtigung der Formeln, die 
früher bei der Ausgleichung der 3. Aufgabe gegeben wurden, 
Erwähnung finden. Damals war vorausgesetzt, dass die beiden 
Strahlenbündel sich bereits in solcher Stellung zu einander 
befinden, bei welcher die kürzesten Abstände entsprechender 
Strahlen sehr klein sind. Die für die günstigste Zusammen- 
stellung entwickelten Formeln beabsichtigten die Quadratsumme 
der kürzesten Abstände zu einem Minimum zu machen. Dabei 
wurde aber auf die Wanderung der Fusspunkte der kürzesten 
Abstände längs der Strahlen bei Veränderung der gegenseitigen 
Lage des Bündels keine Rücksicht genommen. Die Formeln 
geben demnach, um bei der mechanischen Analogie zu bleiben, 
diejenige Gleichgewichtslage der beiden Bündel, bei welcher 
entsprechende Strahlen an den Endpunkten ihrer kürzesten 
Abstände in der Ausgangslage durch elastische Fäden ver- 
knüpft sind. Sie verringern natürlich die Quadratsumme der 
kürzesten Abstände, aber diese Abstände hören dann auf, 
kürzeste zu sein. Die Quadratsumme der wahren kürzesten 
Abstände in der so bestimmten Gleichgewichtslage ist sicherlich 
noch geringer, erreicht aber im allgemeinen nicht das mögliche 
Minimum, welcher der Koppelung beider Bündel durch Fäden, 
deren Enden aut den Strahlen gleiten, entspricht. Indessen 
gestatten die früher angewandten Methoden auch die Erledi- 
gung dieses etwas verwickelten Falles der Ausgleichung, wie 
noch kurz gezeigt werden soll. 
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Die Entfernung der beiden Bündelmittelpimkte, vom ersten 
zum zweiten gerechnet, sei durch den Vektor S gegeben. Zwei 
entsprechende Strahlen seien durch die in ihnen liegenden Ein- 
heitsvektoren ct und 6 festgelegt. Die Länge | $ ] ihres kür- 
zesten Abstandes erhält man, indem man den Vektor S auf 
die Richtung des kürzesten Abstandes orthogonal projiziert. 
Die Richtung des kürzesten Abstandes ist aber jene des Vektor- 
produktes von n und b, das wir mit a X b bezeichnen. Die Pro- 
jektion von (5 auf die Richtung von a X b ist durch das skalare 
Produkt £ =aX b, welches wir noch durch die Länge | a X b | 
des Vektors aXb zu dividieren haben, bestimmt. Es ist somit 
die Länge | V , des kürzesten Abstandes der Strahlen durch 
folgende Formel ausgedrückt:1) 

Sjjtxb 
I cixb I 

Erteilen wir den Vektoren a, bezw. b kleine Drehungen, 
welche der Grösse und Axenrichtung nach durch die Vektoren 
U, bezw. 33 bestimmt sind, so gehen sie in a -f- a X 11, bezw. 
b -j- b X 23 über und für die Länge j SV* \ ihres kürzesten Ab- 
standes nach der Drehung folgt: 

, = G � [ct -(- 
n
 x R J X [b jP b x 23] 

iLa + a X UJ X I b + b X 23J ’ 

Mit Rücksicht auf die Kleinheit der Vektoren 11 und 2’ 
gelten genähert folgende Entwickelungen, bei welchen die 
Glieder 2. Ordnung in 11 und 23 vernachlässigt sind. 

[a + a X U] X [b + b X 23] = a x b + [a X II J X b + a X [b 23] 

I [a + a x U] L& + b x 23] |~
1
 = ((aXb + LaxU]xb+ax[b, 23])-)~

; 

1 / (a X b) � ([a X II] X b + axj b X 23])\ 

i a X b \ a X b 12 )' 

b Auch die Längen A bezw. II der Strahlen vom Büschelmittel- 
punkte bis zum Fusspunkte dçs kürzesten Abstandes lassen sich einfach 
durch Vektoren ausdrücken: 

A = (fl : b)-(0 : 

a Xb 
X’) J{ = 

(a X fc) � (a <ü) 
I a X B !2 ’ 
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Der Einheitsvektor in Eichtung des kürzesten Abstandes 
nach erfolgter Drehung wird daher: 

ax6 [axU]xb + ax[bx33] _ . (aXb)� ([ axil]/,b-[- ax [bx.33]l 
jaX b |+ I a X b I Ö I a X b Ia 

Wird derselbe mit (S skalar multipliziert, so fällt der dritte 
Summand fort, da er ausser den kleinen Grössen 1t und ill 
auch noch das Produkt (˛ � a X b als Faktor enthält, welches 
infolge des Umstandes, dass (5, a und b nahezu in einer Ebene 
liegen, selbst klein ist. Somit ergibt sich: 

= |s; + (S � ([fl X U] X b _+ a X [6x33]) 
aX b 1 3) 

Verwandelt man die Vektorprodukte in skalare, so er- 
hält man: 

j g* J = î a j + Glu �JB) n ’b + _n � 25 b � 6 � b � ll_ a � � ^ 

Geht man zu den Koordinaten über und setzt man: 

u = i/, i + u2 j + u3 f, æ = 14 i + v2 i + r31, 

a = « t + ß j -{- 7 f, b = A i + /< j + v f, 

S = j und j a X b j = sin cp, 

wo rp den Winkel zwischen .a und b bedeutet, so lautet die 
Formel 4) : 

sin (/� 

4- ~ ß1 ? i —ßl'Us + a <n Vi + y ft 4~ (« + / »�) ( U2 — V2) 
sin (p 

Sie stellt eine Fehlergleichung im Sinne der Methode der 
kleinsten Quadrate dar. 

Man erhält ebensoviele Fehlergleichungen, als entspre- 
chende Strahlenpaare in beiden Büscheln vorhanden sind und 
aus ihnen wird man im Falle der Praxis in der üblichen Weise 
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die Normalgleichungen für die fünf unbekannten Drehungen 
Ul, F,, U2�F2, U3, FB bilden. 

Hier soll noch gezeigt werden, wie aus den Bedingungen 
der Ausgleichung rein rechnerisch der Satz vom Gleichgewicht 
der kürzesten Abstände der Strahlen nach der Ausgleichung’ 
folgt. Die Ausgleichung fordert, dass j fö* j2 ein Minimum 
werde. Um die notwendigen Bedingungen hiefür zu finden, 
lässt man 11 um d U und 35 um d 35 wachsen und setzt die 
zugehörigen ˜nderungen der Summe gleich Null. Gehen wir 
von der Gleichung 3) aus, so erhalten wir: 

I ci, X b,- j 
0, 1 i = Q 6) 

� a,- X bi 

Daraus ergibt sich durch Umstellung der Produkte: 

cm =I˜* I x a� = o, 1 *’ n, X b,-1 
r/i’-L’.’ .it*’-�X|a’; 7) 

I a, X t>,- : 

Da diese Gleichungen für alle iü 11 und d 35 gelten müssen, 
ziehen sie das Verschwinden der Summen, mit welchen d 1t 
und d 35 skalar multipliziert sind, nach sich. In diesen Summen 
stellt der Bruch bis auf Grössen höherer Ordnung einen Vektor 
dar, dessen Länge gleich jener des Strahles vom Büschel- 
mittelpunkt bis zum Fusspunkt des kürzesten Abstandes ist, 
während seine Richtung senkrecht auf dem Strahl in der durch 
ihn und den Vektor G gehenden Ebene steht. Dieser Vektor 
steht somit auch senkrecht auf der Ebene durch den Strahl 
und den kürzesten Abstand und gibt in Verbindung mit dem 
Faktor j V’l i das vektorielle Drehmoment des kürzesten Ab- 
Standes in Bezug auf den Büschehnittelpunkt. Das Ver- 
schwinden der beiden Summen sagt somit aus, dass die Summe 
der vektoriellen Drehmomente der kürzesten Abstände in Bezug 
auf beide Büschelmittelpunkte verschwindet und dass somit 
diese Abstände, als Kräfte aufgefasst, ein Gleichgewichtssystem 
bilden. 

Die Gleichungen 7) treten an Stelle der Gleichungen 10) 
auf Seite 238 in der Abhandlung über eine Grundaufgabe der 
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Photogrammetrie.1) Geht man von den Vektoren wieder zu den 
Koordinaten über, indem man die gleichen Einführungen wie 
in Gleichung 4) macht, so erhält man aus jeder der beiden 
Vektorgleichungen drei skalare, von welchen jedoch die beiden 
auf die j-Kichtung bezüglichen dieselben sind. Sie vertreten 
die aus den Bedingungsgleichungen 5) abzuleitenden Normal- 
gleichungen. Von ihrer ausführlichen Wiedergabe sei der Kürze 
halber abgesehen. 

Anhangsweise erwähne ich noch, dass der erste Teil der 
von W. Scheufeie und mir behandelten Aufgabe über das 
Rückwärtseinschneiden im Raum1) bereits von J. A. Grün er t 
im 1. Bande (1841) seines Archivs unter dem Titel �Das 
Pothenotsche Problem in erweiterter Gestalt; nebst Bemer- 
kungen über seine Anwendung in der Geodäsie� S. 238 eine 
Bearbeitung mit Zurückführung auf eine Gleichung 4. Grades 
erfahren hat. Vom gleichen Autor rührt auch die erste Be- 
arbeitung des Pothenotschen Problems auf der Kugel (Archiv 
für Math. u. Pliys., 7. Bd., S. 104) her, welches Problem ich 
in der Abhandlung über eine Grundaufgabe der Photogram- 
metric somit irrtümlich als bislang ungelöst bezeichnet habe. 
Den Hinweis auf beide Arbeiten Grunerts verdanke ich Herrn 
Kollegen S. Günther. 

*) Zitiert S. 683 Anmerkung. 

1903. Sitzungsb. d. math.-pliys. Kl. 40 
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