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Einige Sitze tiber die Potentiale von Doppelbelegungen.

Von Arthur Korn,

(Eingelaufen 7. Februar.)

Vor einiger Zeit habe ich die folgenden Sitze iiber die
Potentiale von Doppelbelegungen aufgestellt:

I. Die Werte des iiber ein stetig gekriimmtes Flichen-
stiick o zu erstreckenden Integrales:

1) W=)x ¢os () d o,

P

[2)

in dem » cine abteilungsweise stetige Funktion der Stelle (&7 ()
autf o, » die Entfernung und Richtung von d o (£ ) nach
einem variabeln Punkte (zy2), » die positive!) Normale von
d o vorstellt, auf der Fliiche selbst:

2) Wo=45(Wi 4+ W)

haben die Ligenschaft, dass fiir zwei Punkte (& y,¢,) und
(&3 my Cy) der Fliche in geniigend kleiner Entfernung »,

3) abs. [ W.,(&9,&,) — W (&, 7,8,)] < @ abs. Max. () - V7,

wo « cine endliche Konstante vorstellt und abs. Max. (x) den
absolut grossten Wert, den » auf o annimmt.

1) Nach willkiirlicher, aber ein fiir allemal bestimmter Festsetzung
der positiven Seite von .

l*
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II. Die Werte des Flichenintegrales

cos () ;)

W= f dw

auf der Fliche selbst:

W, =4 (We+ W)

haben eindeutige und stetige, erste tangentiale Ableitungen,
falls » die Kigenschaft hat, dass fiiv zwei Punkte (¢, 9, {,) und
(&, 13 &) der Fliche o in geniigend kleiner Entfernung r,,

4) abs. {x (&1, &) — = (&, Y < e l_/
wo a eine 'endliche Konstante, 4 einen echten Bruch vorstellt.
1II. Die Werte des Flichenintegrales:

W= [ cos () 1)d -

«©

auf der Fliiche selbst:
Vo =1 (W, + W)y

haben, falls die ersten Abtellungen von » auf o abteillungs-
weise eindeutig und stetig sind, erste tangentiale Ableitungen,
denen die folgende Eigenschaft zukommt:

Es ist fiir zwei Punkte (& 7, ;) und (&9, ;) der Fliche
m geniigend kleiner Entfernung »,, wenn % eine in (&, 4, ()
oder (&,7,(,) tangentiale Richtung vorstellt und die Fliiche o
geschlossen ist:
(2, 13 W,

l _a—h.A (521/2:2)_ _8 h <b V’]‘”

5) abs.

(F11¢ 1)J
wo b eine endliche Konstante bedeutet.

Mit Hilfe dieser 3 Siitze!) und des aus einem bekannten
Theoreme folgenden Resultates, dass die Ungleichungen 5) die
Stetigkeit der ersten Abteilungen des Integrales

I} In der obigen Form habe ich die Siitze in meinen ,Abhand-
lungen zur Potentialtheorie, Nr. 1 (Ferd. Diimmlers Verlag, Berlin 1901)
ausgesprochen; der wesentliche Inhalt findet sich anch bereits in einer
Note in den Comptes rendng, 130, p. 1238, 1900.
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{w, cr)s(m) do

in ganzer Erstreckung des Aussen- (Innen-)raumes von o zur
Folge haben,’) gelang es, die auf der Methode des arithmeti-
schen Mittels beruhenden Existenzbeweise auf den allgemeinen
Fall auszudehnen, dass die gegebenen Randwerte f in dem
Dirichlet’schen Probleme lediglich als (abteilungsweise) ein-
deutige und stetige Funktionen der Stelle an der Fliche o
vorausgesetzt werden.

¥s folgt nemlich successive, wenn man auf die Integrale:

@, — — n:ff_cos(u)
W=+ S+ 80020 (j=2,3.)

die Siitze I—III anwendet, dass

%Im == '%‘ (%l,a + %l,i)
bei lediglich (abteilungsweise) eindeutig und stetig voraus-
gesetztem [ bereits die Figenschaft 3) besitzt, d. h. dass fiir
2 Punkte (£, 9, {,) und (£, 9, ,) der Fliiche in geniigend kleiner
Entfernung »,:

abs. [Bio, (5,7, 0,) — Bio (6,9, ()] < a - abs. Max. () - ]/;‘,;,

hierauf, dass

QS:Z(» = "rlg (%2,!1 + ElB;?,l')
bereits eindeutige und stetige erste Abteilungen besitzt, hier-
auf, dass:

5833"1) e ’é (%3@ + %3, i)
bereits die Kigenschaft 5) haben wird, d. h. dass fiir 2 Punkte
(&9, 8) und (&9, ¢,) der Fliche in geniigend kleiner Entfer-

nung r,,, wenn A eine in (& 5, {,) oder (& n,(,) tangentiale
Richtung vorstellt:

a%(” a SIB‘(‘,
nbs.[ 9/3 (E5 1 &) — 2202 (g, 1;1C)]<b V-

1) z B. A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie I, p. 394.
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Infolge hiervon hat

cos (1 v)
=

d w

in ganzer Erstreckung des Aussen- (Innen-)raumes eindeutige
und stetige erste Abteilungen; dasselbe gilt dann natiirlich auch
Tidr i, I8 . ..

Da es nun durch die Ausgestaltung von Methoden, deren
Grundgedanken sich in zwei Abhandlungen Poincard’s?) finden,
moglich geworden ist, das Dirichlet'sche Problem im Raume
fiir geschlossene, stetig gekriimmte Flichen o zu ldsen,?) wenn
die Randwerte f nur die Bedingung erfiillen, dass

FreeU g0,

o
mit seinen ersten Ableitungen in ganzer Erstreckung des Innen-
(Aussen-)raumes eindeutig und stetig ist, so war nach dem
Obigen jedenfalls die Losung des Problemes bei den Randwerten:

QBSm f— SIgla . %3211 — %3(1

s

+ 1 W =1+ Wi — Wiy + Wos
und somit auch bei den Randwerten f° selbst gegeben, wenn
man ither {* auch blos voraussetzt, dass es eine (abteilungsweise)
eindeutige und stetige Funktion der Stelle von o ist.
Durch die an die Spitze gestellten drei Sitze ist es tiber-
haupt zum ersten Male miglich gewesen, den Kxistenzbeweis

resp.

—

1) H. Poinearé, la méthode de Neumaun et le probléme de Dirichlet,
Acta mathematica 1895 und Sur les équations de la physique mathé-
matique, Rendiconti del Circolo Matematico, Palermo 1894.

%) In zweierlel Weise: 1) durch Losung des Problemes fiir Flichen,
die in bezug auf einen inneren Punkt konvex sind, und Hinzomahme der
Sehwarz'schen Methode des alternierenden Verfahrens (A. Korn, Lehrbuch
der Potentialtheorie I, p. 248 ff., Math. Ann. 1900, Abh. zur Potential-
theorie 1, und 2) durch einen direkten, alleemeinen Beweis der Nenmann-
schen Methode (Abh, zur Potentialtheorie 5, man vgl. auch W. Stekloff,
Ann. de I'Ec. Norm. 1902}, der sich auf einen Satz von Zaremba griindet.
(8. Zaremba, Krak. Anz. 1901.)
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fiir die Losungen des Dirichlet’schen Problemes in dieser all-
gemeinen Form einwandsfrei zu geben.

In allerneuester Zeit hat nun Liapounoff in den Communi-
sations de la Société Mathématique de Kharkow (1902) eine
Arbeit: Sur le principe fondamental de la méthode de Nen-
mann dans le probléme de Dirichlet verdffentlicht, in der er
zeigt, dass man die Formel 3) des Satzes I durch die folgende
ersetzen kann:

abs. [W,, (&, 15 o) — W (&, 9, £)] < @ - abs. Max. (x) - 7%,
wo man fiir « irgend einen echten Bruch wiihlen kann, und
dass bereits die Funktion:

1
2:_[;5:%201

die (von mir erst fiir I, bewiesene) Eigensclmft hat, im Innen-
(Aussen-) raum mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig
zu sein, wenn [ an o lediglich (abteilungsweise) eindeutig und

g8, — Ddw

cos (7 v

stetig ist.

Fine dieser Untersuchung hinzugefiigte kritische Bemer-
kung iiber die von mir gegebenen Sitfze I--I1I veranlasst mich,
noch einmal auf die Beweise dieser Siitze einzugehen. Da die-
selben eine grosse Analogie zu einer Anzahl iihnlicher Unter-
suchungen (in meinem Lehrbuch der Potentialtheorie) zeigen,
hatte ich in diesen Beweisen (Abhandl. zur Potentialtheorie, 1,
p- 5—38) eingehend nur die wirklich wesentlichen, neuen Schluss-
folgerungen hervorgehoben, und es ist mir bisher kein Bedenken
gegen die Strenge derselben bekannt geworden. Irgend welche
Zweifel iiber den Sinn, in dem die Begriffe:

Wes, W, W

die tangentialen Ableitungen von W, W, W _ gebraucht
werden, michte ich durch die folgenden, etwas ausfiihrlicheren
Untersuchungen zerstreuen; diese Zweifel sind dadurch vielleicht
miglich, dass diese Begriffe nicht von allen Autoren von vorn-
herein in derselben Weise eingefithrt werden, wenn sie in den
Anwendungen schliesslich auch in demselben Sinne gebraucht
werden.
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Ich lege auf die Sitze I-—III deshalb einen besonderen
Wert, weil ihre Ableitung ziemlich elementar ist, withrend
die Liapounoffschen Untersuchungen ausser den Anfangsgriinden
der Potentialtheorie noch manche Vorstudien voraussetzen, und
tiir die Erreichung des Endzweckes ist es ziemlich gleichgiiltig,
ob W, oder erst W, die erste Potentialfunktion!) der Neu-
mannschen Reihe ist.

§ 1.
Boeweis des Satzes I.

Bevor ich zu dem Beweise iibergehe, will ich einige Fest-
setzungen iiber den Sinn, in welchem ich die in dem Satze
vorkommenden Begriffe gebrauche, vorausschicken.

‘Was zuniichst den Begrift des ,stetig gekritmmten Flichen-
stiickes® anlangt, so weicht die von mir stets zugrunde ge-
legte Definition von der anderer Autoren nur in dem einen
Punkte ab, dass ich von den Richtungskosinussen der Normalen »

cos (v @), cos (v y), cos (v 2)
neben der Eindeutigkeit und Stetigkeit verlange, dass ihre
ersten Ableitungen im allgemeinen eindeutig und stetig (also
endlich und integrabel) sein sollen.?)
' Eine zweite Bemerkung ist iiber den Gebrauch des Be-
griffes: , Werte des Integrales
f= cos (1) dow

7

@

auf der Fliche® zu machen. Die Werte der Integrale von
der Form:
7= [ficosra), cos(ry), costra),

ri

) d. h. die erste Funktion, die mit ihren ersten Abteilungen
in ganzer Erstreckung des Innen- (Aussen-)raumes eindeutig und stetig ist.

?) Man konnte die Definition fiir die Siitze I-—III zwar noch etwas
weiter fassen, doch ist die obige Definition fiir die ganze Potentialtheorie
50 bequem, dass ich auch hier nicht von ihr abgehen mdochte.
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haben fiir 7> 0 auf der Fliche ohne eine besondere Fest-
setzung ebensowenig einen Sinn, wie das bestimmte Integral:

~+a? I
dx .
= . 0 .
7 f xd’ G>0)
—al
Durch besondere Festsetzungen erhalten sie erst den ge-
wohnlich mit thnen verbundenen Sinn. Dureh die fundamentale

Festsetzung:

&

durch welche das Integral J fiir j <1 den bestimmten Sinn
eines ,uneigentlichen Integrales®:

§=0 —a? x? —+e z/

J = lim []‘F @ —S‘ﬁd J’]

erhiilt, wird auch den Flichenintegralen:

fiir j <2 der bestimmte Sinn von uneigentlichen Integralen:

lim Qf)_
=0 »i

UJ“(HO
zuerteilt, wo , ein Flichenstiick vorstellt, dessen Punkte von

dem zu betrachtenden Punkte der Fliiche Abstinde < R besitzen.
Die Formel:

. dw .
7) : lunf — =10, (j<2)

=0y T
lisst sich ja in der Tat — worauf wir hier wohl nicht mehr
besonders einzugehen brauchen — als eine Folgerung der Fest-

setzung 6) bewelsen.

Wir werden nun ganz allgemein den Wert jedes Inte-
grales I auf der Fliiche durch die Formel:
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: cos (r @), cos(rvy), cos(rz

8) I =lim f ) j( ) do
R=0 d

=

definteren konnen, sobald uns der Beweis der FFormel:

") i [[THe0s (-2, c0s (9D, 05 ()}
R=0 s 7

dow=70

mfolge von 7) miglich ist.  Wir werden dann sagen, wir
konnen das Integral [ auf der Fliche als ein uneigentliches
Integral betrachten.
Fiir das Integrnl:
cos (; v)
@ —f d

) (D

w

ergibt sich diese Moglichkeit leicht, weil wir in dem Gebiete o,
bei gentigend kleinem IV auf der IFliche:

10) cos(rv)y=uwr-1"

setzen konnen, wo I eine im allgemeinen eindeutige und stetige
Funktion der Stelle auf o, vorstellt.

Die Formel 2) ditrfen wir wohl als bekanut voraussetzen,
und es mi}g() nun der Beweis des Satzes I folgen:

Es selen (&, #, {) und (&, 9, () zwei Punkte der Fliche
und man schlage um den Mittelpunkt 0 der diese Punkte ver-
bindenden Graden eine Kugel von dem Radius:

P = ]/;
(ry, die Entfernung der beiden gewiihlten Punkte). Bei geniigend
kleinem »,, zerlegt die Schnittkurve ¢ dieser Kugelfliiche mit
o dieses Flichenstiick in einen Teil w,, der (£ 9, ) und
(&, 1, 5,) enthiilt, und einen Teil w—w,, und man kann sowohl
fiiv (&, 9, &) als auch fir (&, 9, 5,)

f . cos}({ia")r do f LT _d w

1 @y

120

setzen, wo J' endlich und integrabel ist; dieses Fliichenpotential
ist fitlr jeden Punkt des Raumes

< endl. Konst. abs. Max. («) - o,
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wenn o die griosste migliche Entfernung zwischen zwei Punkten

vou o, ist, also

< L a-abs. Max. () - P1),
< b a-abs. Max. (») - Vs,

wenn wir unter a eine endliche, lediglich von der Gestalt der
Fliche o abhiingende Konstante verstehen. Daraus folgt zu-
niichst:
Der von o, zu der Differenz:
W, (€5 Codi— Wa (63 1, L))
gelieferte Beitrag ist kleiner als
a - abs. Max. (%) - Vr,y,

wo o eine endliche, lediglich von der Gestalt der
Fliche @ abhiingende Konstante ist.

Wir schlagen jetzt num 0 eine zweite Kugel mit dem
Radius ff; wir kionnen denselben  so wiithlen, dass derselbe
grisser ist als cime bestimmbe, endliche, lediglich von der
Gestalt der Fliiche @ abhiingende Liinge, aber dennoch geniigend
klein so, dass die Schnittkurve o dieser Kugel mit o das
Flicchenstiick w—m, in zwei Teile o, und o— o, —o, zerlegt
und dass flir je zwei Punkte (&4 ) und (zy2) der Fliche

0+ Wy

11) feos(rh)=r-f,

Lcos (o) =7 I
18t, wenn

r die Entfernung (59— (z y 2),
v die positive Normale in (&3 ),
I cine tangentiale Richtung in (zy )
st und f, I’ endliche und integrable Funktionen von (&9 )

vorstellen.

!) Durch genfigende Verkleinerung von 7y, komnen wir stets z. B.:

o3P
machen,
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Es ist nun der Beitrag, welchen w, zu der Differenz

W (€am,8) — Wo (&9, 8D
4
=Ja;lk2 dh,
h ’

os (1) .
V= [z 9:;'(2— ”) dw

g

lefert

wenn wir:

setzen und die Illt(‘“l‘ltl()llf iher ein Kurvenstiick /4 er-
h

strecken, welches in @, zwischen (& 9, ) und (&, 9, ;) be-
liehig verliiutt. Dieser Beitrag ist somit:

— (= cos (v ) — 3 cos (r /1) cos (rv) do dh

hop % T

und nach 11):

—‘ff ~ (Zw d I,

h wg
wo ¥ auf w, endlich und integrabel ist, somit

fc*ndl. Konst. abs. Max. (%)) 27
i il s L,

h Q

wenn o die kleinste Entfernung der Kurve /2 von ecinem Punkte
des Flichenstiickes w, vorstellt.
Wir kinnen nun?) die Kurve 2 so withlen, dass jedenfalls

P
o>

2
fdh<2“2

wird, indem wir z. B. die Schnittkurve der durch die Grade
(&7, &) — (&9, C,) und die Normale in (&9, ;) gelegten
Ebene mit o, zur Kurve 2 nehmen, dann ist:

1) Denn es ist:
= Z
f/ = (Ia)< 1 f—f—{dm
) ¢ (25

2) Bei gentigend kleinem ry,.
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Lfan<al =4V,
und es folgt:
Der von w, zu der Differenz:
W (8305 &) — W (&0, £ |
gelieferte Beitrag ist kleiner als
A - abs. Max. (x) - Vr,,

wo A eine endliche, lediglich von der Gestalt der
Fliiche @ abhiingende Konstante vorstellt.

Bedenkt man schliesslich, dass der von o — o, — w, ge-
lieferte Beitrag kleiner als

endl. Konst. abs. Max. (x) - 7,

ist, so sieht man, dass der Satz I nunmehr vollstindig be-
wiesen ist.

§ 2.
Beweis des Satzes II

Dem Beweise des Satzes II schicken wir die genaue Be-
griffshestimmung fiir die tangentialen Ableitungen der Funktion
W., voraus.

s seien (& #, £,) und (&, 1, ;) zwei Punkte der Fliiche;
nihern wir den Punkt (&, 7, {,) dem Punkte (£, %, () unend-
lich, wobel die Quotienten
TS T LT

s " y
ST T1o BT

die Richtungskosinusse:
cos (hz), cos(hy), cos(hz)

zu Grenzwerten haben mdgen; konvergiert bei dieser Anniihe-
rung der Quotient:

W G nb) — W (6,1, )

}

12
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gegen einen bestimmten Grenzwert, so wollen wir denselben
als die Ableitung” von IV, in der tangentialen Richtung /
und als den Wert von

oW,

EX)
im Punkte (& 1, £,) bezeichnen.

Fiir den Beweis des Satzes II ist zuniichst wichtig, zu

zeigen, dass das Integral

o cos (v h) — 3 cos (/) cos (r v

) G- - #,)

-3
o !

) d w,

in dem x, den Wert von » in (& 9, £,) vorstellt, auf der Fliche
als .uneigentliches Integral® betrachtet werden kann und in
- . T 2 V-m . - .
(&1, 8 den Wert von Ey repriisentiert, falls dieses un-
o N
eigentliche Integral einen bestimmten endlichen Wert hat.
Setzen wir:

W= =) P dg =, —2a s,

o)

nehmen 7, vorliufig noch endlich an und schlagen um (&, 7, ;)
eine Kugel mit dem Radius:

12) P =, (0<u<l),
[wobel es zweckmiissig sein wird:

1 —}~ v
. ,
13) =5 L 0<r <l — )
zu setzen |, deven Schuittkurve ¢ das Flichenstiick o in einen
Teil @, und einen Teil w — o, zerlegen mige, so ist der von
dem (&, 9, £)) und (£, 9, C,) enthaltenden Fliichenstiicke m, her-
rithrende Beitrag zu dem Integrale W,

< endl. Konst, '—%. P,
da nach der Voraussetzung 4) S. 4 der absolut grisste Wert
von x — z, aul o, jedenfalls kleiner als @ (2 P)' =% sein wird,
wenn man 7y, geniigend klein annimmt.  Dieser Beitrag ist

somit nach 12) und 13)
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< endl. Konst. 1:2'"

der Beitrag, welchen die Fliche o, zu dem Ausdruck

e ® (‘52 772 Cz) TV,, (51 R C ) IVU (52 Y2 é‘2) IV(, (51 R C )

712 712
liefert, 1st demgemiiss:
< endl, Konst. #/, (0<r <1 —2).

Wir schlagen jetzt um (& 9, ;) eine zweite Kugel mit
dem Radius 22, von dem wir nur voraussetzen wollen, dass er
> P und geniigend klein ist so, dass die Schnittkurve ¢ dieser
Kugel mit o das Flichenstiick @ — w, in zwei Teile w, und
w — o, — o, zerlegt und dass fiir je zwei Punkte (£ {) und
(xy &)y der Iliche o 4 o,:

(cos(vsy=1u-f,
) \ cos (rvy=r- I

ist, wenn

2 (E nl)—x(zyz)<a gl—

r die Entfernung (64 ¢) — (xy 2),

» die positive Normale in (£ 0),

s eine tangentiale Richtung in (v y2)
ist und £, I’ endliche und integrable Funktionen von (&7 ¢)
vorstellen.

Iis ist nun der Beitrag, welchen @, zu der Differenz
te}) 2

W (5, C) —Wo, (&9, ¢
liefert EPR/PRD! (&, m &y)

_ taw, |
% ds,

wenn wir:

Wy=J {x En D) — 2 Gy 20} 2 a0,

=f{ End)—un(ye )}?2?-(7 ) dm
+ j‘{x @ye)—x(En, L)} 2us () %) dm

g
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setzen und die Integration J iiber ein Kurvenstiick s erstrecken,
8

welches in w, zwischen (& #, {,) und (&, 9, £,) beliebig verliuft.
Dieser Beitrag ist somit
cos (1) — 3 cos (1rs) cos (r»
—ff{ Enl)—x(@ya)} — ( )3 (r )d

8 (g

cos (rs) — 3cos (rs) cos (r 1)

+f.§{ (@y2) — = (& L)} - ) wds
und nach 14)
endl Konst
“dw ds
§ (02
~+endl. Konst. »1,- ff i(i) ds,
S l)2
do 1)
< a-ry- Max. [J‘r_l-f-i} g
l')2

wo « eine endliche Konstante, Max. [—] den grissten Wert
darstellt, den dieses Integral iiberhaupt im Raume annehmen
kann. Hs folgt so:

Der Beitrag, welchen die Fliiche w,zu dem Ausdruck

e (52_ 9y &) — W, (&7, ’:1)

Vi

liefert, ist

dw
< endl. Konst, Max. [frtl""]'

(1
Setzen wir jetzt:
Wy = 0, + o,,
so folgt:

1) Da .1_,-_5‘(1(:) dw
T e —iiea
i 142
wy g
f ds <2714

8§

bei geeigneter Wahl der Kurve s (vgl. S.12).
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W (52 P 42) — W (5&1 Ui Cl)

T1o
15) — [ =) cos (» /1) —__?»_coa._s (rv) cos (rh) p ml
) — ('70 l)' P
+ ¢

wenn P einen Punkt auf der Graden (& #, ) — (&9, ;) vor-

stellt?) und
- do
f’,.l—}-/‘.']'

K]

16) e < endl Konst. 7, 4 endl. Konst. Max.

v T .y s (e . — 5 o 1 g Yo
Durch den Uebergang zur Grenze r;, = 0 folgt in (£, 4, {,):

2., cos (v 1) — B cos (rv) cos (i It
I [ R =Gl e el
)3 et 1

+ 1,

dw

wo I kleiner ist als

> d o
endl. Konst. Max. [f— 1'-;) ]
7 A
lr)O
Da nun:

d o
i f _ =0, (vgl.7), 8.9
1::0(”07‘1‘*"- » (vgl 7)) )

und infolge:
x— | < arlT4
cos(vlhy=r-f, |
- I7 endlich auf o
cos(rv)y=r. I, | / il
auch:
. c0s (v 1) — 3 cos (rv) cos (r
lim f(/ — ) corllufhe 0035 o) do=0
L=10wmy T

1) Unter Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
auf die Differenz der Werte von

cos (rv)
e

@) =gy
in (&9 &) and (& g Ca)-

1903. Sitznngsh. d. math.-phys. K1, 2
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ist, so beweist die Formel 17) in der Tat unsere erste Behaup-
tung, dass das Integral:

o cosl Cilaal coslln)lces ik

3
) }

dw,

in dem s, den Wert von » in (& 9, {,) vorstellt, auf der Fliiche
als ,uneigentliches Integral® Detrachtet werden kann und in

w. . . :
3 “ repriisentiert, falls dieses uneigent-
)

liche Integral einen bestimmten endlichen Wert besitzt.

(&, 9, &) den Wert von -

Hierauf beweisen wir erst die eigentliche Behauptung, dass
dieses uneigentliche Integral eine stetige Funktion der Stelle
auf o bei unserer Voraussetzung 4) darstellt.’) Wir teilen
durch eine geschlossene Kurve X' die Fliche @ in einen Tell
Q,, der (& 9, ;) enthiilt, und auf dem

[ x—zx | <a-r1—4,
1e) l el R l /I endlich auf £,
cos(rny=r-I, | !
und einen Teil w — Q,, dessen Punkte von (&, 4, ;) Entfer-
nungen > o haben, wo o eine beliebig gewiihlte Liinge vor-
stellt, die nur kleiner ist als eine bestimmte endliche, lediglich
von der Gestalt der Fliche abhingende Liinge. s folgt dann
die Formel:
s W, do
- = a{f—SFcos(rlz)};l—_*_—l
19) ,
+ § ey OB —Bombr sl g,

r
1)

e . 21
aus der zuniichst die Kndlichkeit des — ", vorstellenden un-

oh

eigentlichen Integrales hervorgeht, da

JA dw
9, ,).l—l-).

') Wenn wir natiirlich unter cos{ha), cos{hy), cos(hz) stetige
Funktionen der Stelle auf o verstehen.
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endlich ist, und chenso das zweite Integral rechts in 19), wenn

1 S . . . : .

nur — endlich ist. Sind schliesslich (&, %, (), (&, C,) zwel
0

Punkte der Fliche, 7, eine tangentiale Richtung in (& 4, (),
hy eine tangentiale Richtung in (&, 9, ), ¢ eine beliebig klein
vorgeschriebene Grisse, so kinnen wir £, so wiihlen, dass das
erste Integral rechts in 19) sowohl in (&, #,, &), als auch in

(&1, C;) kleiner als i ist und dass die Punkte von o — £,

von (& 9,¢) und (& 9,¢,) Abstinde > o haben, wo o eine
von null verschiedene, geniigend kleine (von & abhiingende)
Liinge vorstellt, wenn wir nur den Abstand von (7, ¢,) und
(&, 1, C,) geniigend klein annehmen. Nach nunmehriger Fest-
legung von 2, kinnen wir die Differenz der Werte des Integrales

(¢ — ) " (rhyy =B cos(rv)cos (rh) o o &l

~3
o —Ly 7

und des Integrales

{ () cos (v hy) — 3 cos (rv) cos (r 1y)

P

do in (&, 1,8,)

=L

klemer als 3 machen, indem wir (§,7,¢,) geniigend nahe an

(&, 1, £,) heranriicken und
cos (fo, ), cos (hyy), cos(h 2);
cos (hy @), cos (,y), cos(hy,2)
als die Werte von stetigen Funktionen
cos (hx), cos(hy), cos(he)
in (&9, &) resp. (&9, C,) voraussetzen. Dann folgt:

2 W, 2 W,
20 hal e Ay__“Wae
) (52 Mg 52) on,

an, (&m &) <e,

der Beweis des Satzes I ist erledigt.
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§ 3.
Beweis des Satzes III.

Dem Beweise des Satzes I schicke ich wieder zuniichst
einige Festsetzungen voraus.

Es sei % eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und
stetige Funktion der Stelle (&4 ) der Fliche o, wir verstehen

" QI : .
unter der Ableitung T (&9 O die Ableitung von x nach
B

der tangentialen Richtung, welche durch die Schnittgrade der
Tangentialebene mit der die Normale und die Parallele der
x Axe in (§4 ) enthaltenden Ebene eindeutig festgelegt ist,
wenn wir noch bestimmen, dass wir die Richtung der Schnitt-

ceraden withlen, die mit der 2 Axe cinen Winkel blldct
boe] T

{s

und in dem unbestimmten Falle, in dem die Normale der 2 Axe

., O . .
parallel ist, a/t= 0 gesetzt werden soll. Die analogen Defini-

S
. . . ox o . . 5
tionen mogen fiir — und —- gelten; ist dann 72 irgend eine
l=] a)] a Lol D

-

S
tangentiale Richtung in (&4 ), so ist:

3—[ = z -~ cos (hx) —{— — cos (hy) -+ ‘, cos (h2).

Nach diesen Festsetzungen kann man in bekannter Weise
fiir die ersten Ableitungen des Integrales

W=/[x C(E)—(—:l) do

Io]

an irgend einer von o getrennten Stelle (x y 2) des Raumes die
Formel:

oW )
[ " f{a/_cos(m)—l————cos(s_/)—}— ~cos(sz )]

e S P 25
l —fws(:’ )f — )(: %) -+ a)/] CO:Q Y ai coj_(j )} dw

€08 (H)l
21) |
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beweisen,!) in der s irgend eine Richtung vorstellt, bei der
vereinfachenden Voraussetzung, dass die Fliiche o geschlossen ist.
Ist s einer in (£ ) tangentialen Richtung 7 parallel, so
bleibt die Formel auch giltig, wenn man den variabeln Punkt
(zy 2) auf der inneren (ftussercn) Normalen dem Punkte (4 )
unendlich nithert, und sie zeigt, dass die Randwerte von W an
bestimmte endliche erste tangentiale Ableitungen haben.?)
Dasselbe gilt somit auch fiir

W, =3 (W, + W),

und es ergiebt sich nach 21):

) dw

oW, [‘8/ cos (rv

iy oL rr
22) “

. , {3/ cos(re) | ducos(ry) | dxcos(ra)| ’
fcos(:h) R

wobei wir die Werte der Integrale rechts auf der Fliche zu
wiihlen haben; denn diese Werte auf der Fliiche sind dem
arithmetischen Mittel der beiden Randwerte gleich, weil in
einem endlichen Gebiete o, um (&9 ()

23) cos(v by =r-f, (f endlich auf w,)

gesetzt werden kann.

Auf diese Formel 22) griindet sich nun der Beweis des
Satzes IIL, dass bei Voraussetzung stetiger erster Ableitungen
von » fiir zwei Punkte (& #, () wnd (&, 9, ¢,) der Fliche in
geniigend kleiner Entfernung r,

2 W .. aﬂ
24) EF (&1, 8y) —

wo b eine endliche Konstante vorstellt, /. eine in (&, 5, ;) oder
(5,1, &) tangentiale Richtung; der einzige Zweifel, der bei
dieser Ausdrucksweise noch bleiben kinnte, ist der: Wenn

—=(En, )| <b- ]/712,

) Man vgl. z. B. mein Lehrbuch der Potentialtheorie I, S. 46.
%) Man vgl. z B. mein Lehrbuch der Potentialtheorie I, S. 197,
Hilfssatz,
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eine bestimmte Richtung 7/ z B. in (&, 9, {,) tangential ist,
so wird 2 im allgemeinen nicht in (&, 7, {,) tangential sein und
umgekehrt, und es kinnte dieser Zweifel nicht entstehen, wenn
wir die Behauptung 24) in der Form schrieben:

oW, . . 2 W Ve
24%) ‘3/12 - (&2 19 42)"'

und unter

(51 UR E) <b]/'12

cos (b, ), cos(h,y), cos(h, 2);
cos (hy ), cos (hyy), cos(hye

die Werte der drei mit stetigen ersten Ableitungen begabten

Funktionen:
cos (ha), cos(hy), cos(hz)
verstehen.

Das ist nun in der Tat der Sinn, in dem die Formel 24)
verstanden werden soll, deren Beweis aus 22) nun ganz analog
dem Beweise des Satzes I folgt:

Zuniichst ist nach Satz 1 der Beitrag, den

J’a/ cos (1) do

o oh
zu der linken Seite von 24) liefert

< endl. Konst. V7

127
wir haben also nur noch den analogen Beweis fiir das Integral:

a/ cos(r L)+§z cos(ry)
Vi ay

25) I= fco&(rll) [ + o FIOﬁ(rf')—} do

oL 12
zu liefern, dass:
26) T (&, L) — T(&, 9, ,) | < endl. Konst. Vi,
bei geniigend kleinem »,
Wir schlagen um den Mittelpunkt 0 der diese beiden

Punkte (& 9, {,) und (&, 9, (,) verbindenden Graden eine Kugel
von dem Radius

= ]/}‘12.
bei gentigend kleinem #,, zerlegt die Schnittkurve ¢ dieser
Kugelfliiche mit o diese Fliiche o in einen Teil w,, der (& 7, )
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und (£, 9, C,) enthilt und einen Teil w — »,, und man kann
sowohl fiir (&, #, ,), als auch fir (&, 9, {,)

ducos(ry) , dxcos(ra)) 4 ¢ 4%
o tae g jle=fo

setzen, wo ¢ endlich ist, dieses Integral ist fiir jeden Punkt
des Raumes

o G
:‘;cos (v 1) V3 +377 RS

< endl. Konst. o,

wenn o die grisste mogliche Entfernung zwischen zwei Punkten
von w; ist, also B
< endl. Kounst.?) P,
< endl. Konst. Vr,.
Der von w, zu der Differenz:
T(&n, C) — I, )|

gelieferte Beitrag ist kleiner als

endl. Konst. Vrlé.

Wir schlagen jetzt um 0 eine zweite Kugel mit dem
Radius f; wir konnen denselben so wiihlen, dass derselbe
grisser ist, als eine bestimmte, endliche, lediglich von der
Gestalt der Fliche o abhiingende Liinge, aber dennoch geniigend
klein so, dass die Schnittkurve o dieser Kugel mit o die
Fliiche w — w, in zwei Teile w, und o — o, — m, zerlegt,
und dass fiir je zwel Punkte (69 ¢) und (zyz) der Fliche
Myt @y
27) cos(vh)=r-f,
wenn

r die Entfernung (§ 9 0) — (z y 2),
» die innere Normale in (&9 (),
I eine tangentiale Richtung in (z y 2)

1) Die hier beniitzten endlichen Konstanten sind nicht stets die-
selben; es kommt uns hier nicht auf ihre Werte, sondern nur auf ihre
Eigenschaft der Indlichkeit an,
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ist und f eine endliche und integrable Funktion von (§ 4 {)
vorstellt.

Es ist nun der Beitrag, welchen o, zu der Differenz

L5 65) — L s, &)
9
=f If?(lS,
AR

I, = §cos (v 1) {ff fosr(‘:;i')_l_

<
(2] S

liefert,

wenn wir:
9 % cos (1)
oy 1

3 cos (r2))
5’;:" ,—z —J dw

+

setzen und die Integration § iiher ein Kurvenstiick s erstrecken,
S

welehes in o, zwischen (& #, () und (&1, (,) beliebig ver-
liuft. Dieser Beitrag ist somit mit Riicksicht auf 27)

yr
=ff~idm ds,

§ wo

wo ¥ auf o, endlich und integrabel ist, somit

,“fendl. Konst. 1)
< |- o = —d S,

wenn o die kleinste Tntfernung der Kurve s von einem
Punkte des Plichenstiickes m, vorstellt.  Wir kinnen wieder
die Kurve s so wiihlen,*) dass jedenfalls:

1)

Q>'})—a
ft?3<2)'12

wird, dann folgt:

Der von w, zu der Ditferenz:

[I(EQ 1. 8) — I (&, m &) l

1) Man vgl. Anm. 1, S. 12,
%) Bei geniigend kleinem 7.
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gelieferte Beitrag ist kleiner als

endl. Konst. V7,

Bedenkt man schliesslich, dass der von o — o, — w, ge-
licferte Beitrag ‘
< endl. Konst. ,,
ist, so sieht man, dass der Satz III nunmdn vollstiindig be-
wiesen 1st.

Im besonderen  werden bei den Voraussetzungen des
Satzes III die Ableitungen:

oW, oW, aW,

35 87}" ar’

die Ungleichungen 5) erfiillen.

Setzen wir:

28) w={Ww, 99575".?’) do,

(o]

so werden die Ableitungen von w an irgend einer Stelle
(vy2) des Innen- (Aussen-)raumes (vgl. Formel 21) durch die
Gleichung:

dw 21, 2w, Wm e
la s ="f { o e " S(QJ)+ s(s,;')] ;g") do
29)
l — f cos(s») [all » COS().L)_{_a” weos(ry) W, cos(ra)) do

4 a8 2 oy o el
gegeben sein; bei den soeben hewiesenen Eigenschaften von

3, oW, aW,

28 aq ' a¢

. . < duw .
sind diese Werte 5 im ganzen Innen- (Aussen-) raume ein-

D

deutig und stetig, auch wenn man den variabeln Punkt (z y 2)
unendlich nahe von innen (aussen) an die Fliiche o heran-
ritcken liisst; filr den ersten Ausdruck rveehts als Potential
einer Doppelbelegung von der Dichte:
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. e W,
g L cos (s z) -+ ;‘] cos (sy) + —l cos (s 2

ist dies bekannt, filr den zweiten Ausdruck rechts folgt das-
selbe nach einem bekannten Satze von Holder.?)

1) Hslder, Beitriige zur Potentialtheorie. (Inang.-Diss. Stuttgart 1882),
man vgl. mein Lehrbuch der Potentinltheorie I, S. 892, 394,



