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297

Zur Theorie der continuirliclieii, homogenen und
linearen Gruppen.

Die folgende Untersuchung schliesst sich an die Ab-

handlung von mir an, die der Akademie im Jahre 1888

vorgelegen ist. ^) Es sei gestattet zunächst in Kürze an den

Inhalt derselben zu erinnern.

Den Ausgangspunkt bildet die Aufgabe, die umfassendste

continuirliche Gruppe linearer homogener Substitutionen zu

bestimmen, die eine rationale und hoin()<;ene Function /" der

Variabein sich selbst trarisfonnirt. Ist diese

Gruppe gerade ni-gliedrig, so genügt f einem System von m
Differentialgleichungen der Form

Diese DiflTerentialgleichungen sind von einander linear

unabhängig, d. h. ihre CoefEcieuten genügen keiner Kelatiou

der Form

Damit ist nicht ausgeschlossen, dass nicht eine der

Differentialgleichungen (/} eine Folge der übrigen ist.

1) lieber allgemeinere Invariantensysteme. Ich citire diese Ab-

handlung im Folgenden kurz mit Inv.

Von L. Maurer in Strawborg.
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298 Sitzung der math.-pliys. Clasae vom 7. Juli 189i,

Die Coefticienten der Ditierentialgleichuugeu (y) genügen

Gleichungen der Form

A, = 1 , 2, . . w /, /i: = 1, 2, . . w

Man kann dieselben auch in der symbolischen bVm
m

Ci (/)- Ci(f) = S ''i^^^t/)

darstellen.

Die Coefficienten der allgemeinen Substitution der Gruppe,

die f in sich selbst tfansformirt, sind als Funktionen von

m Parametern . . . «m definirt durch die Differential-

gleichungen

W -äTT —2j 2J ^^iv '^vAi t = l,2,..m

und die Anfangsbedingung, dass einem bestimmten Werth-
systeiu der Parameter — den Ant'ungswerthen — die

identische Substitution entspricht.

Die Funktionen Ff der Parameter unterliegen der

Bedingung, dass ihre Determinante nicht identisch ver-

schwindet und dass sie insbesondere nicht für die Anfangs-

werthe der Parameter gleich Null ist

Die angegebenen Bedingungen reichen —wie aus der

allgemeinen Theorie des H. Lie hervorgeht —aus, damit

das m>fach unendliche äubstitutionensysteoi

VX'^^HpiM) »fi
A=l,2,.. n

eine Gruppe bildet. Damit aber diese Gruppe die um-
fassendste Gruppe ist, die eine rationale Funktion in sich

selbst transformirt, müssen noch weitere Bedingungen er-

ftmt sein.
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L, Mamtir: Zw Thtorie der eotUinuiriu^en ete, Chmppen, 299

Die Aufstellung dieser Bedingunf^en führt zu einer Blin-

theilung der «iofinitesimaleii Transformationen" der Form

Xszl /Assi *'

in verschiedene Arten.

Nehmen wir an, die za Ö(f) gehörige charakteristische

Determinante

verschwinde nur für i> = 0, dann bezeichne ich C (J) als

regulär von der eisten Art.

Nehmen wir zweitens an, ^(p) yerschwinde nur fttr

ganzzahlige Werthe Yon p und es verschwinden für eine

7i- fache Wurzel auch alle ünterdetermiuanten « —Ä+ I.Grades

des Systems

dann bezeichne ich 0(f) als regulär von der zweiten Art.

In allen anderen Fällen heisst C(f) irregulär. Diese Be-

zeichnungen werden auch auf das Goefficientensjstem C;,^

angewandt. Ist C (f) irregulär, so kann iiiiin iinnier eine

Anzahl regulärer infinitesimaler Transformationen

derart bestimmen^) dass

Von diesen int. Transformationen ist die erste von der

ersten Art, alle Übrigen sind Ton der zweiten Art.

1) Das Symbol hat den Werth 1 oder 0, je nachdem X

und fi gleich oder ungleich sind.

2) Inv. S. 123.
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Die Zerlegung von C(f) in reguläre inf. Transformationen

ist im wesentlichen vollkommen bestimmt, d. h. eine Unbe-
stimmtheit tritt nur insoferne ein, als eine jede der inf. Trans-

formationen K^{f) K^if) Kß (f) durch einen Ausdruck

der Form

flt, (/) + ö, (/)..+«/? 5> 00

mit ganzzahligen Goefficienten a, . . ersetzt werden kann.

Die oben erwähnten weiteren Bedingungen, denen unsere

Gruppe genügen muss, lauten nun:

Kommt unter den inf. Transformationen der Gruppe

eine irreguläre Transformation Gif) vor, so gehören der

Gruppe auch alle die regulären Transformationen iC(/) K^(f),,

^ß(f) ftQi in die G{f) zerlegt werden kann.

Daraus folgt sofort:

Unsere ?;?-<j;lie(lri<;e Giup])e enthält wi linear unabhängige

reguläre inf. Transformationen.

Sind die angegebenen Bedioguugeu erfüllt, so kann man
die Substitutionscoefhcienten a^^ als rationale Funktionen

on m Parametern darstellen und daraus folgt

dann die Existenz rationaler Funktionen —der InTarianten

der Gruppe —die durch die Gruppe in sich selbst trans-

formirt werden.

Zu dieser rationalen Darstellung der Substitutionscoefti-

cienten gelangt man auf folgende Art:

Man wähle m linear unabhängige inf. Transformationen

^1 (/) ^1 (f) • • (/) der Art aus, dass eine jede derselben

regulär ist.

Die infinitesimale Transformation Ci{f) , erzeugt* eine

eingliedrige Gruppe 7?, (?<,). Ist die inf. Transformation

CiiJ) von der ersten Art, so sind die Coefficienten der

allgemeinen Substitution der Gruppe Biitikd durch die Dif-

ferentialgleichungen
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L. Maurer: Zur Theorie der continuirlkhen etc. Gruppen, 301

and die Anfangsbedingung 6]^ » ffilr «s 0 bestimmt

Die 6r5s8en sind in diesem Fall ganze Fonktionen

von w,'.

Ist dagegen die inf. Transformatioa C, (/) von der

zweiten Art, so sind die Subsütutionscoef&cienten durch

die Differentialgleicbungen

dbf *•

^JT^'^l^^Tr'rf. A,/4=:l,2,.. II

und die Anfangsbedingung h^ji^ = für u,- = 1 bestimmt.

In diesem Fall sind die Sabstitationscoelficienten wenigstens

rationale Funktionen des Parameters Ui.

Setzt man nun die m eingliedrigen Gruppen Bi{ui) zu

einer m-giiedrigen Gruppe

znsamnieii, so ist klar, dass die Coefficienten der allgemeinen

Substitution dieser (Irujjpe A sich als rationale Funktionen

der 771 Parameter Mj Wg . . m„, ergeben, und zwar gilt dies,

wie auch immer die m inf. Transformationen C, (/) im

übrigen gewählt sein mögen, wenn nur eine jede derselben

regnlar ist.

Setzt man zwei Substitutionen der Gruppe A
n n

zusammen, so erhält man dem Qruppenbeghif gemäss wieder

eine Substitution der Gruppe.

Es muss also möglich sein mFunktionen W| 10, . . Wmder

Grossen fi^ ti, . . ««; v^v^. , Vm der Art zu bestimmen, dass
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302 Sitzung der malh.-phys. Classe vom 7. Juli 1894.

n

((w)) =s (W) V ((«)) /* = 1, 2, . .

«

Die Grossen w sind im allgemeinen algebraische Funk-

tionen der Grössen n und i', weil ja die Substitution.s-

coefHcienten rationale Funktionen der Parameter sind. Aber

es gilt der Satz:

Man kann die m in f. Transformationen d (/), von deren

Wahl die Wahl des Parametersystems abhSngig gemacht

worden ist, so wählen, dass die Grossen w rationale

Fanktionen der Grössen ti und v werden.

Der Ratz ist für die allgemeine Theorie der continuir-

lichen Gruppen insofern von Bedeutung, als er für eine sehr

ausgedehnte Classe von Gruppentypen die Existenz einfach

transitiver rationaler Gruppen nachweist. Es ist aber anch

vom invariantentheoretisehen Gesichtspunkt von Interesse,

worauf aber hier nicht näher eingegangen werden soll.

Im Folgenden erlaube ich mir einen Beweis dieses Satzes

vorznlegen.

Der Beweis wird in der Weise geführt, dass nachge-

wiesen wird: bei piissender Wahl der inf. TransformatioiuMi

d (/) ergeben sich nicht nur die Coefticienteu der allge-

meinen Substitution der Gruppe als rationale Funktionen

der Parameter, sondern es sind auch umgekehrt die Para-

meter rational durch die Substitutionscoefificienten bestimmt.

Ist dies bewiesen, so ist klar, dass von den vorhin besprochenen

drei Grossensystemen u\ t;; w ein jedes durch die beiden

anderen rational bestimmt ist.

Für den Beweis ist es zweckmässig die hier in Betracht

kommenden Gruppen in drei Cliissen einzutlieilen. In die

erste Classe rechnen wir die Gruppen, deren inf. Trans-

formationen s'ammtlich regulär von der ersten Art sind; in

die zweite Classe die Gruppen, deren inf. Transformationen

sämmtiich regulär von der zweiten Art sind; in die dritte
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Claase endlich die Gruppen, die sowohl reguläre inf. Trans-

formationen erster Art als anch solche zweiter Art enthalten.

Jede dieser Glassen muss für sich betrachtet werden.

L

Die im Vorausgehenden ausgesprochenen Sfttsee kann
man lefeht von einer nnnothigen, ihnen anhaftenden Be*
schriiukung frei machen.

Diese Sätze beziehen sich nämlich zunächst nur auf solche

Gruppen, für die Invarianten existiren, die also nach der

Lie'scheu Terminologie intransitiv sind. Damit Invarianten

^nftreten, ist erforderlich, dass die Differentialgleichungen (y)

wenigstens eine Losung zulassen, dass also die Anzahl der

untereinander unabhängigen Differentialgleichungen kleiner

als n ist.

Halten wir an der Voraussetzung fest, dass die Gleichungen
tt

= S ^A/* ((")) A = 1, 2, . . «

eine m^gliedrige Gruppe definiren, lassen aber die Voraus-

setzung, dass für diese Gruppen Invarianten existiren, fallen

und machen wir statt dessen die Voraussetzung, die Gruppe

sei durch algebraische Relationen zwischen den Snbstitntions-

coefHcienten delinirt. Derartige Gruppen sollen im Folgenden

als re<;uläre Grup])en bezeichnet werden.

Die iSubstitutionscoefhcienten a^^ genügen —wie aus der

allgemeinen Theorie des H. Lie hervorgeht —einem System

von Differentialgleichungen der Form (o) und den zuge-

hörigen Anfangsbedingungen.

Wir betrachten nun ein System von q cogredienten

Substitutionen
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304 iiUzung der math.-phys. Clasae vom 7. Juli 1894.

und wahleD die Zahl 9 so gross, dass qn^m iat Alsdann

bat das System der Differentialgleichungen

qn —m unabhängige Lösungen und jede Lösung ist gegen-

über der Gruppe (ß) invariant. Da aber die Gruppe (ß)

durch algebraische Relationen zwischen den Substitutions-

coefficienten definirt ist, so gibt es rationale Invarianten der

Gruppe^) und zwar sind damnter qn —m untereinander

unabhängige.

Den Differentialgleichungen 5, (/*) =«* 0 kommt also ein

vollständiges System rationaler Lösungen zn. Es finden

somit die in der Einleitung angegebenen Sätze auf die Gruppe

{ß) Anwendung.

Nun überzeugt man sich leicht, dass die inf. Trans-

formation Si(f) regulär oder irregulär ist, je nachdem die

inf. Transformation Ci(f) regulär oder irregulär ist. Es
gilt somit der Satz:

Findet sich unter den inf. Transfoniiationen , die zu

einer regulären Gruppe gehören, eine irreguläre Truiisformation

^0 gehören alle die regulären Transformationen, in

die C {f) zerlegt werden kann, der Gruppe an.

n.

Um später den Gang der Untersuchung nicht unter-

brechen zu müssen, schicke ich einige Hülfssätze aus der

Theorie der bilinearen Formen voraus.

Wir stellen uns zunächst die folgende Frage: es seien

Grössen e^^ gegeben, unter welchen Bedingungen gibt es

1) Christoffsl Math. Aanalen Bd. 19 8. 880.
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L, Mamrer: Zur Theorie der eantmtirlkhen ete, Gruppen, 305

dann n'* Grössen c^, die nicht alle gleich Null sind und die

den Gleichnngen
N

Ich behaupte, ein derartiges System c^^^ kann nnr exi-

stiren, wenn die Grösse gleich der Differenz zweier der

Werthe r ist, für die die charakteristische Determinante

^ (r) as
I

— r\ il, /4 CS 1, 2, . . n verschwindet

Den Beweis fahren wir indirect: wir nehmen an, (a sei

nicht gleich der Differenz zweier Wurzeln der Gleichung

^/(r)==0, und beweisen, dass dann alle Grössen Cj[^

verschwinden müssen.

Die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung

^ (r) » 0 bezeichnen wir mit * - ^^"^ Exponenten

der zum Wurzelfaktor rf r gehörigen üUementartheiler mit

*i« «?>..«»).

Wie ich in meiner Inauguraldissertation ^) nachgewiesen

habe, lassen sich Grössen lghk]/t mit nicht verschwinden-

der Determinante so bestimmen, dass

M

Nun folgt aus den Gleichungen (a)

i] f S c,; [l h - (r» + 6,) 2] tl » f 1

i = l,2, ..n

Weil nach Voraussetzung die Determinante ^ {r) für

r = rk-\' (Jii nicht verschwindet, so folgt hieraus

1) Zar Theorie der Uoeareu Substitutionen, Strassburg 18S7.

18M. Ibtti.-ph7i. d. a 20

^=1,2,. . n

^«2,3,. •

A»0, 1,.

Ä-1,2,. . II
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n

^cj[^l^hfi]t==0 für A=l,2,..fi

Nun folgt aus (a) weiter

^ 0», (i^ o;^ [2 * = (n + «) 23 oiß [2 * Ml.

und hieraus ergibt sich

w

Diese Sehlussweise fortsetaeend erkennt man, dose

n

2]c^;*l>Äiul = 0 für A=l,2,..fi

und alle n Werthsysteme der ludices k.

Da die Determinante der Grossen [ßhfi]k nicht ver^

schwindet, so folgt hieraus 0 fttr X, /i s 1, 2, . . n,

w. z. b. w.

Ans dem eben Bewiesenen folgt der

1. Hülfssatz:

Ist das System der ri^ Grössen Cji^ regulär ?on der ersten

Art, 80 können die Gleichungen
tt

2] (^ir Cy'f,
- ci^ c^f,)'^^ci^ A, ^4 « 1, 2, . . n

nur dann bestehen, wenn entweder OJ oder alle Grössen

^X/A
gleich Null sind.

Denn in diesem Fall verschwindet die charakteristische

Determinante J (r) nur für rsQ.
Man kann das Gleichungssystem (a) in bekannter Weise

durch die symbolische Gleichung

\
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CG' —C C^toC'

leprSsentireii. Ans dieser symbolischen Gleichung ergibt sich:

CG"^ —(T^C = (CC-C'C) C' + C (CC- CG) « 2w (T»

CG'^ ^C'iC= (GG"^ — C) er + {GC—CC) = 3 tu C'»

nnd allgemein CC* —C'*C = * w C/*

Wühlt man die Zahl h so gross , dass h co nicht gleich

der Differenz zweier Wurzeln der Gleichung J (r) = 0 ist,

was offenbar immer möglieh ist, wenn oi von Null verschieden

ist —so mfissen alle Elemente des durch das Symbol
repräsentirten Systems yerschwinden. Das ist aber nur

möglich, wenn die zu dem System
c/'fi

gehörige charakteristi-

sche Determinante ^' (r) für keinen von Null verschiedenen

Werth von r verschwindet, d. h. wenn das System der

Grössen ei^ regulär von der ersten Art ist

Es gilt somit der

2. Hfilfssatz:

Bestehen die Gleichungen

H

]2 (^A,. — == ^ = l,2,..n
V= l

und ist die Constante o» von Null verschieden, so ist das System

der n* Grössen e/^ regnl&r von der ersten Art.

Die heiden ersten Hillfssiitze haben sich auf reguläre

Systeme erster Art bezogen, di«' beiden folgenden beziehen

sich auf reguläre Systeme zweiter Art.

3. Hülfssatz:

Wenn die charakteristische Determinante

nur Mementartheiler erster Ordnung besitzt, so können die

Gleichungen

20*
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308 SiUmiff der math.-phy8. Glosse vom 7, JtUi 1894.

n

2j ^'äv -
^vt^) "=^^^111

Ä,/i = l,2,..n

S ^<^Xv <^:ii
- «r/i) = +

nur dann bestehen, wenn alle Grössen gleich Null sind.

Bezeichnen wir die Wurzeln der ( ileichun^^ ^ (/•) = 0,

unter denen beliebig viele einander gleiche vorkommen können,

mit . . r«. Aus unserer Voraussetzung folgt: es gibt

zwei Systeme von je n* Grössen df^ und 6^f^ (a, A = 1, 2 . . n)

mit nicht verschwindender Determinante, die den folgenden

Gleichungen genügen:

il,a«5l,2, ..n

M

/*

M

/*=1

Mit Hülfe dieser Gleichungen leitet man aus dem ?or-

gelegten Gleichungssjstem das Folgende ab:

(r, - r. - «) D 2: dl^' d^"' = 0

^,cr=:l, 2,,.«

Die erste Gleichung zeigt, dass der Ausdruck

X II

verschwindet, wenn —r^ —w von Null Terschieden ist

Die zweite Gleichung zeigt, dass dieser Ausdruck auch dann
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yerscbwindet, wenn — —w= 0 ist. Der genannte Aus-

druck Terschwindet ako in allen Fällen und daraus folgt

CjjJ,
=B 0 ftr A, /I = If 2, . . n, w. z. b. w.

4. Halfssatz:

Eb seien mSysteme von je Grössen Torgelegt:

Wir setzen voraus, die zu einem jeden Systeme gehörige

charakteristische Determinante ^iir) habe nur Elementar-

theiler erster Ordnung, und wir setzen weiter Torans, zwischen

den Elementen von je zwei Grössensystemen bestehen die

Gleichungen

Dann kann man ein System Ton Grössen df^ mit

nicht verschwindender Determinante derart bestimmen, dass

-r, d, = 1,2,..

m

Die n Grössen r^f^,. sind die Wurzeln der Gleichung

Ji(r) = 0, also ganze Zahlen, wenn das System der cf^ re-

gulär von der zweiten Art ist.

Dass der eben ausgesprochene Satz gilt, wenn nur ein

Gröesensystem cjj^ Torgelegt ist, ist bekannt. Umseine all-

gemeine Gfiltigkeit darzuthun, wollen wir annehmen, er gelte,

solange die Anzahl der vorgelegten Grössensystenie kleiner

als m ist, und beweisen, dass er dann auch noch für ni (in")ssen-

systeme gilt. Wir nehmen also an, es gebe ein Grösseu-

system t^^^ mit nicht Terschwindender Determinante, das den

Gleichungen
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810 SÜMung der math,'fhif8. C^am vom 7. Jidi 1894.

genügt. Weil nach VoraassetKung die Determinante der

nicht verschwindet, so kann man die Gleichungen ansetzen

(«) i 'ir' = i 'i"'
X,a=l,2,..n

Nach dem bekannten Theorem des H. Weinstrass stimmeo

die charakteristischen Determinanten.

in ihren Elementartheilern überein.

Nun folgt ans den Gleichungen, von denen wir ausge-

gangen sind bei Benützung der Gleichungen (T) und (a)

11=1 9=1 Vs\

(F, X s 1, 2, . . «i; t = 1, 2, . . m—I

und hieraus ergibt «ich = 0, wenn nicht

rJ*«rS> für » = 1,2,. .»-l

Ist nun für keinen Index V^X gleichzeitig r||^ = ri'^

für i = 1, 2, . . m—1, so ist
•

m

und wir genügen den zu beweisenden Gleichungen, wenn wir

= t^p und rf"^ = an setzen.

Nehmen wir nunmehr an, es sei

r{« = ri'*..=rP t = 1, 2, . . m- 1

dagegen sei für keinen Index h gleichzeitig

V
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rj? —ri*^ t«l,2,..i»-.l

Von den Elementen der Determinante

Terscbwinden alle, die den ersten h Zeiten, aber nicht gleich-

zeitig den ersten h Spalten angehören. Beuchtet man, dass

die Determinante Jm (f) ebenso wie die Determinante Jm (r)

nur Elementartheile erster Ordnung besitzt, so überzeugt

man sich leicht, dass auch die charakteristische Determinante

dea Systems Ä*^ Grades a;^ ~
(^0 ^» i'*

= 2, . . Ä nur

Elementartlieiler erster Ordnung hat, und daraus folgt: man
kann ein Ödstem von Grössen (i^^ mit nicht verschwinden-

der Determinante derart bestimmen, dass

Setzt man dann

80 ergibt sich aus den Gleichungen (a)

i cl;' d|f ' = r;;-'
4'^' X=l,2,..,.; ^=1,2,../»

Damit sind die ersten h der zu beweisenden Gleichungen

als richtig erwiesen. Der Beweis der fibrigen ergibt sich

aof analoge Weise.

III.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zunächst

SU den Gruppen der zweiten Olasse (s. Einleitung, Schluss).

Wir nehmen also an, eine jede inf. Transformation, die

der vorgelegten m-gliedrigen Gruppe A angehört, sei regulär
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312 SitMung der nusth.-phye. (Hatte wm7.

von der zweiten Art. Zwischen den Coefficienten von m
linear unabhängigen inf. Transformationen der Gruppe A

öi{f)^t ^of^lf^^ t = 1, 2... m

bestehen Gleichungen der Form

(X, /i = 1, 2, . . n; i, k= 1,2,.. m)

Ich behaupte, die Constenten müssen alle gleich Null

sein. Wäre nämlich z. B. eine der m* Grossen von Null

verschieden, so müsste die Determinante E(r) =
\

^* —(/)''|

kij = 1, 2, . . m entweder wenigstens für einen von Null

verschiedenen Werth von r verschwinden, oder sie müsste,

wenn sie durch r* theilbar ist, wenigstens einen Elementer-

theiler von höherer als der ersten Ordnung haben.

Tritt der letztere Fall ein, so kann man zwei Werth-

systeme, deren Elemente nicht alle verschwinden, Ci ti .

.

und e{ ei . . Cm so bestimmen, dass

2j Lj Ca = 0 und iJ e, == e> 0' —1» 2, . . m)

Setzt man nun

SO bestehen die Gleichungen

/I SS 1, 2, . . n

Aber diese Gleichungen können nach Hfil&sate (3) nur

dann stett haben, wenn alle Grössen kx^^ verschwinden.
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Dies ist aber unmöglicb, weil einerseits nicht alle mGrössen

€{ Noll sind, und andererseits die m inf. Transfonnationen

Ciif) linear unabh&ngig sind.

Nehmen wir nunmehr an, die Determinante E(r) ver-

öchwinde für einen von Null verschiedenen Werth co von r.

Unter dieser Voraussetzung kann man rn Grössen e^, . em,

die nicht alle gleich Null sind, so bestimmen, dass

iJ ej* eh=^tJffej für J = 1, 2, . . m
A=l

Setzen wir wieder zur Abkürzung

Diese Grössen kji^ geuügeu der Gleichuug

Aber diese Gleichungen könnfMi nach Hulfdsatz (2) nur

dann bestehen, wenn entweder alle Grössen kxf^ verschwinden

oder wenn diese GrOssen ein reguläres System erster Art

bilden. Beides ist durch unsere Voraussetzungen ausge-

schlossen.

Damit ist hewiesen: die Coefficienten der vorgelegten

m inf. Trausformationeu genügen den Gleichungen

für A, jti = 1, 2, . . n; i, » 1, 2, . . m
Es sind somit die Voraussetzungen erfüllt, auf denen

der Hfilftsatz (4) beruht, und man kann daher Grössen

mit nicht verschwindender Determinante so bestimmen, dass

(i ) Zj cxf^ r„ —dx

a, A = 1, 2, . . n; i 1, 2, . . m
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Führt man an Stelle der inf. Transformationeu Ci(f) w»

andere linear unabhängige inf. Transformationen

Ki(f)=tqiH ChQ) »=1,2,..«

ein, so treten in den Gleichungen {T) an Stelle der Grössen rjj^

die Grössen

wahrend die Grössen d^^^ unverändert bleiben.

Ich behaupte nun: man kann die YerfÜgbazen Grteen

qih so wählen, dass

1. auch die Grössen —ebenso wie die Grössen rjj^ —
ganze Zahlen sind, und dass

2. die aus mSpalten des Systems

V»

gebildeten Determinanten Grades keinen gemeinschaft-

lichen Divisor haben.

Zum Beweise ist zunächst zu bemerken: weil nach

Voraussetzung die m inf. Transformationen C, (f) linear un-

abhängig sind, so können nicht alle Determinanten m^^^ Grades,

die aus mSpalten des Systems

-0)
»1»

ri . . '»

^(m)

gebildet sind, verschwinden. Wir können ferner voraussetzen,

dass nicht alle n zu einer inf. Transformation Ci(f) gehörigen

Qrdssen
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einen gemeinschaftlichen Divisor haben. Würen niiriilich

diese n Zahlen darch die Zahl a theilbar, so hätte man nur

die inf. Transformation C, (/) durch zu ersetzen.

Um nun unsere Behauptung zu beweisen, gehen wir

von der Annahme aus, dass nicht alle ünterdeterminanten

Ä—1**" Grades, deren Elemente den Ä—1 ersten Zeilen des Systems

(B) angehören, einen von 1 verschiedenen gemeinschaftlichen

DiTisor besitzen. Diese Voraussetzung ist, wenn nicht für

grössere A, so doch sicher far A = 2 erfüllt. Es sei sodann

a der groeste gemeinschaftliche Divisor aller der Unter^

determinanten Grades, deren Elemente den h ersten Zeilen

von (B) angehören. Unter den Unterdeterminanten h—1*"

Grades, deren Elemente den h —1 ersten Zeilen von (7^) an-

gehören, ist mindestens eine nicht durch a tlieilliar. Es sei

dies die aus den Elementen der h —1 ersten Spalten gebildete

Determinante 24-i. Unter den Unterdeterminanten Grades,

deren Elemente den h ersten Zeilen Yon (iS) angehören nnd

die alle Elemente von Dh^\ enthalten, hat mindestens eine

einen von Null verschiedenen Werth. E2s sei dies die aus

den Elementen der h ersten Spalten ffebildete Determinante

Dh. Es sei ferner h der grüsste gemeinschaftliche Divisor

von Dk-i und a, so dass jedenfalls 6 •< a ist. Endlich sei

i eine Wurzel der Gongruenz t i4—i = h mod a.

Wir lassen nun an Stelle der inf. Transformation Ca (f)

die Transformation

treten. Dementsprechend tritt an Steile des Zahlensystems

(R) ein Zahlensystem {fi')^ das sich von (R) nur in den
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Elementen der h^'^ Zeile unterscheidet, indem die Zahlen r]/

durch die Zahlen

(a = 1, 2, . . n)

ersetzt sind. Die GrSssen sind ganze Zahlen, denn der

Ähler von ist nach dem Modul a dem ^-fachen einer der

Unterdeterminanten h^^ Grades congruent, die aus den Ele-

menten der h ersten Zeilen des Systems (iQ gebildet sind,

er ist also durch a theilbar.

Man überzeugt sich nun leicht, dass h der grijsste ge-

meinschaftliche Divisor der Unterdeterminanteu A^®" Grades

ist, die aus den Elementen dor h ersten Zeilen des Systems

(iJ ) gebildet sind. An Stelle des gemeinschaftlichen Divisors a

ist somit ein kleinerer gemeinschaftlicher Divisor h getreten.

Es ist nun klar, dass bei wiederholter Anwendung des

eben durchgeführten Verfahrens an Stelle des Systems (Ä)
ein System (7?j) von der Beschaffenheit tritt, dass die Uiiter-

determinanten Grades, die aus den Elementen der h ersten

Zeilen gebildet sind, keinen gemeinschaftlichen Divisor mehr
besitzen. Aus diesem System (ISJ leitet man dann in ana-

loger Weise ein System von der Beschaffenheit ab, dass

auch die ünterdeterminanten h + 1** Grades keinen gemein-

schaftlichen Divisor mehr besitzen u. s. w.

Wir wollen nunmehr voraussetzen, die inf. Trans-

formation (/') C^{f), . Cm(/') seien von Anfang an so ge-

wählt, dass die aus mSpalten des Systems {IL) gebildeten

Determinanten m**" Grades keinen gemeinschaftlichen Divisor

besitzen.

Unter dieser Voraussetzung bezeichne ich die genannten
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inf. TransformatioDen als ein kanonisches Sjsiem inf. Trans-

formationen.

Die Goefficienten a^^ der aUgemeinen Substitution unserer

m-gliedrigen Gruppe A sind —wie in der Einleitung be-

merkt worden ist —durch Diü'erentialgleicbungen der Form

9%m

und die Anfangsbedingungen a^i^s^ für

bestimmt. Ick setze nun if^ s= 0, vrenn % und ^ ungleich

n 1
sind und Fi = -. Dass diese Festseiizung nicht gegen die

Iniegrabilitätsbedingung verstösst, wird sich im Folgeuden

von selbst ergeben.

Die Torstehenden Differentialgleichungen kann man
wegen der Gleichungen (T) durch die folgenden ersetsen:

(a,Anl,2,.. fi; tal, 2, ..m)

und aus diesen ergibt sich bei Berücksichtigung der Anfangs-

bedingiingen
Jl) ^(2) Am)

1,2,..«)

Durch diese Gleichungen sind die Substitutions-

coefticienten als rationale Funktionen der Parameter bestimmt.

Umzu beweisen, dass auch umgekehrt die Parameter rationale

Funktionen der Substitntionscoefficienten sind, nehmen wir

an, den beiden Werthsystemen der Parameter

u^. , Um und t;^ f ^ . . Vm
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entspreche dasselbe Werthsyatem d«r GrOsaen a^^^, und .wir

beweisen, dass dann nothwendig

Aus unserer Voraussetzung ergibt sich

und hieraus folgt, daes eine jede von den n Summen

ö^. t log

eine ganze Zahl ist

Wir setzen nnn, unter N„ eine ganze Zahl verstehend,

die n Gleichungen

an und bilden von denselben alle die Oombinationen zn Mi

die m von einander unabhängige Gleichungen umfiissen. Die

Auflösung eines dieser Gleichungssysterae ergibt die mGrössen

1 Vit
log als Quotienten, deren Zahler von den Zahlen 2f^

abliiingige, nicht näher bestimmte ganze Zahlen sind, und

deren gemeinschaftlicher Nenner —die Auflösungsdeter-

minante —eine von den Determinanten m**" Grades ist, die

aus mSpalten des Systems (B) gebildet sind, und es ist klar,

dass jede derartige Determinante, die niclit yerschwindet, als

Auflösungsdeterminante zu einem unserer Systeme von m
Gleichungen gehört. Der kleinste gemeinschaftliche Nenner

1 ^\
der mBrüche log ~ muss daher gemeinschaftlicher Divisor

aller der genannten Determinanten sein: er ist also = 1*
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Demnach sind die Logarifchmen der Quotienten -- Multipla

von 2jti und es iai folglich v^=^u^^ v^^u^, . —
w. z. b. w.

iV,

Die beiden Theile unseres Beweises, die sich auf Gruppen

der ersten und der dritten Classe (s. Einleitun^O bezieben,

beruhen auf einem gemeinschaftlichen Grandgedanken. Ich

beginne mit der Darlegung dieses Beweisprincips.

Es seien m reguläre, linear nnabhängige, inf. Trans-

formationen

vorgelegt, die eine m-gliedrige Gruppe erzeugen. Wir be-

stimmen die zu einer jeden inf. Transformation G| (f) gehörige

eingliedrige Gruppe A(tii) (s. Einleitung) und setzen dann

diese m eingliedrigen Gruppen zu der fii-gliedrigen Gruppe

zusammen.

BezCIglich der inf. Transformationen (7, (/) machen wir

nun die Voraussetzungen:

1. es sollen die q ersten von denselben für sich eine

Gruppe bestimmen und ebenso sollen die m—2 letzten fUr

sich eine Gruppe bestimmen.

Alsdann werden die q ersten unter den eingliedrigen

Gruppen Bi{Ui) sich zu einer g-gliedrigen Gruppe

ä' tt, . . ?^,;) = (mJ (mj) . . Bg (m,)

zusammensetzen und ebenso werden sich die m—gletzten

zu einer m—̂-gliedrigen Gruppe

A" {Uf^i Uf^2 . . Wm)= Bq^i {Uq+l) B^2 • • B^ ("»•)

zusammensetzen.

Wir nehmen nun an, es sei bereits bewiesen:

Digitized by Google



320 Sitsung d$r mtUh,-phff8. Olaaae wm7, Juli 1894.

2. Die Parameter Uj ii^ . . von denen die Coefficienten

aj^ der allgemeinen Substitution der Gruppe Ä abhängen,

lassen sich als rationale Funktionen der Coefficienten aj^ dar-

stellen und ebenso sind die Parameter u^^i Uf^t ..««», Ton

denen die Coefficienten aj^^ der allgemeinen Substitution der

Gruppe^" abhangen, rationale Funktionen der Coefficienten a/^.

Bezüglich der Gruppe A" machen wir noch die weitere

Voraussetzung:

3. Unter den Potenzen einer beliebigen Substitution 8
der Gruppe A" soll die identische Substitution nur dann

vorkommen, wenn 8 selbst die identische Substitution ist,

wenn also die der Substitution entsprechenden Parameter

die Werthe haben, die in der Einleitung als Anfangswerthe

der Parameter bezeichnet worden sind.

Aus dieser Voraussetzung ergibt sich in bekannter Weise,

dass alle Potenzen einer Substitution 8 der Gruppe A" unter

einander verschieden sind.

Geht also die Substitution 8^ aus der allgemeinen

Substitution der Gruppe dadurch hervor, dass man den ver-

fügbaren Parametern Uq^\ Uq^2 • • die Werthe m;['!^i w^^% .

.

mJm^ ertheilt, so sind diese Wertbsysteme ulfl\ v)ql.2 . die

den verschiedenen Potenzen von 8 entsprechen, alle unter

einander verschieden.

Ich behaupte nun, die eingeführten Yorausseteungea

reichen für den Beweis hin, dass sich die Parameter m, . . Um
rational durch die CoefHcienten a)^^ der allgemeinen Sub-

stitution der Gruppe A darstellen lassen.

Zum Beweis ist zunächst zu bemerken:

Weil die Substitutionscoeffidenten aj^ rationale Funk-

tionen der Parameter ii^**%tm sind, so hangen umgekehrt

die Parameter algebraisch von den Substitntionscoefficienten

ab und weil die Gruppe A m-gliedrig ist, also über m der

Substitutionscoefficienten durch geeignete Wahl der Parameter
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verfügt werden kann, so kann einem Werthsystem der

Substitutionscoefficienten nur eine endliche Anzahl von Werth-

systemen der Parameter entsprechen. Um die eben aufge-

stellte Behauptmig za beweisen, genflgt es also zu zeigen:

Wenn einem Werth83rBteme der Substitationscoefificienten

zwei verschiedene Werthsysteme der Parameter entsprechen,

80 entsprechen ihm unendlich viele Werthsysteme der L^arameter.

Nehmen wir, um diesen Nachweis zn führen, an, den

beiden Panuneteisystemen

W, . . Mm und V, Vj . . Vm

entspreche dieselbe Substitution der Gruppe Ä, Es sei also

ohne dass gleichzeitig die m Gleichungen Vj = Wj v^ = .

.

bestehen. Da allgemein A = A' A" so kann man die

symbolische Qleichung (G) durch die folgende ersetzen:

= -4' (Vj . . Vg) ^" (Vj^.! üg+o . . v«)

und hieraus folgt:

{A' (»j . . t;,)]~* A' {u^ . . ttg) A" (m^+i Wj+a . . Wm)

[A" {Vq^i 1-^4-2 . . t7„,)]~' = 1

wo in Üblicher Weise die identische Substitution mit 1 be-

zeichnet ist.

Wegen den Oruppencharakters der Substitutionen A'
und A" kann man Funktionen tv^w^.. Wq von ii^u^..

und Vj • •
^'v

""^1 Funktionen iv^^i Wq^o • Wm von M^^i

f«,4.2 . . u,n und Vq^2 • Vm derart bestimmen, dass

iJ) [Ä' (Vj V, . . Vq)]~^ Ä {U^U^, . Uq) = A' {W^ . . Wq)

und A" {uq^i Uq^2 Jim) [A" (t;,+i ^,4.2 . . Vm)j"*

= A" {Wq^i WqJ^ . . W«)

Nach unserer zweiten Voraussetzung hangen diese

Funktionen w rational von ihren Argumenten ab.

UM. lUUk-jdiy«. CL S. 21
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Setzen wir sodann für beliebige positive und negative

Exponenten h

, „, W(», », . . - Ä' (wt> «tf» . . <•)

80 sind auch die GrOsaen w^^ uii^

,

. Wq^ ratdonale Funktionen

Ton «1 . . und v^v^., und die Grossen w^i . . w^m

rationale Funktionen von u^^i 11,4.2 . . Hm und Vq^i Vq^^ . . Vm-

Die Substitution

A" (Wq^l Wq+2 . . w„)

ist von der identischen Substitution yeiscliieden.

Denn andernfalls wäre

und nach unserer zweiten Voraussetzung folgt hieraus = ii,.|.t

Vq^2 = Uq^2 . . 'Pm =
Wegen (G ) wäre nun auch

Ä (Wj tt, . . Wj) = (Vj V, . . Vq)

also auf Grund der zweiten Voraussetzung auch

im Widerspruch mit der Annahme, von der wir ausge-

gangen sind.

Aus unserer dritten Voraussetzung ergibt sich nunmehr,

dass die Werthsysteme
ih) (h) (A)

Wq^l lVg^2 ' • tVm

alle untereinander Terschieden sind.

Nun folgt aus (H) bei Berficksichtignng von ( J) und (£)

Ä (W^ . . Wq) A" (Wq-{.l Wq^2 . • Wm) = l

[A' (W, . . Wqf lA" (Wq+i W,+2 . . Wm)Y
= /i W2 . . «f? ) A {Wq4.l 1Vq^2 * Win )

für beliebige positive und negative Exponenten h.
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Es entsprechen also der identischen Substitution un-

endlich ?iele verschiedene Werthsysteme der Parameter und

hieraas schliessi man leicht, dass einem jeden Sjatem der

Sabstitaiionscoef&cienten ax^ anendlich yiele Werthsyfiteme

der Parameter entsprechen.

Damit ist bewiesen, flass die Annahme, die Parameter

seien nicht rationale Funktionen der Substitutionscoefhcienteu

zu einem Widersprach führt.

Durch ganx analoge Betrachtangen beweist man:

ünter den Potenzen der Substitation

-4 (tt, u, . u«) = Ä (t*i tt, . . «,) Ä" (u^i . . Um)

kann nur dann die identische Substitution auftreten, wenn
sich die Substitation

A" (u^i . . Um)

auf die identische Substitution reducirt.

V,

Der Theil des Beweises, der sich auf Gruppen der ersten

Classe bezieht, bietet nun keine Schwierigkeit mehr.

Ich nehme zunächst an, es sei nur eine reguläre inf.

Transformation erster Art C (f) vorj;i^elej(t. Die zu dieser

inf. Tran.sf<jrmation gehörige eingliedrige Grn[)pe 7? (u) ist

in meiner früheren Abhandlung (S. 122) in expliciter Form
dargestellt werden. Aus den daselbst gegebenen Formeln

ergibt sich

1. Der Parameter u lässt sich rational darch die Coeffi-

cienteu bj^^ der allgemeinen Substitution der Gruppe B dar-

stellen.

Ferner: Setzt man zwei Substitutionen der Gruppe B {u)

und B(v) zusammen, so ergibt sich

21»
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Eb ist somit

[B iu)f = B (h u)

Die identische Sabstitution entspricht dem Parameter^

Werth « 0. Daraus folgt

2. In fler Reihe der Potenzen der Substitution B (n)

kann die identische Substitution nur dann auftreten, wenn

u = 0, also schon die Substitution B (u) selbst die identische

Substitution ist.

Es sei nun eine m-gliedr^e Gruppe der ersten Classe

Torgelegt

seien untereinander linear unabhängig, im llebrigen aber

beliebige Inf. Transformationen derselben. Sie sind alle

regulär von der ersten Art, weil die Gruppe nach ihrer

Definition keine anderen inf. Transformationen enthält.

Zwischen diesen m inf. Transformationen bestehen Re-

lationen der Form

Ich behaupte, die charakteristische Determinante

kann iQr keinen Ton Null yerschiedenen Werth von r yer^

schwinden.

Nehmen wir nämlich an, diese Determinante Terschwinde

für den von Null verschiedenen Werth r = to, dann kann

man eine lineare Conibination K (f ) der inf. Transformationen

^1 (f) (/) ' * (/) ^^^^ bestimmen, dass

Aber dies ist nach dem ersten Hülfssatz des Art. II un-

möglich, weil C, (/) regulär von der ersten Art ist.

Daraus folgt, dass die Gruppen erster Classe zu den-
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Jenif^en Gnippen ^^ehören, die 11. Killing al» liruppeii vom
Kaii^ Null bezeichnet hat.

Für diese Gruppen gilt der iSatz:^)

Man kann die inf. TransfonnatioDen Otif) bo wählen,

daas sie den Ralationen

{J) ft(4(/)-ftCir(0-«E«/'^^/(/)

l,2,..i— 1; f —2,3,..«)
genfigen.

Das charakteristiache an den Relationen (J) ist: sie

haben zur Folge, dass die i inf Transformationen

fQr sich eine i-gliedrige Omppe bestimmen, und zwar gilt

dies fttr t s 1, 2, : . m.

Ein System von m unter einander linear unahhUngigen

Transformationen, das den It^lationen («/) genügt, bezeichne

ich als kanonisches 3y»tem.

Umnnn die m-gliedrige Gruppe Ä zu bestimmen, die

on den minf. Transformationen d {f) erzeugt ist, bestimmen

wir zunSehst die zu einer jeden inf. Transformation 0. ( f)

jlfehftrige eingli<Mlrige (iruppe BiUii) 'md setzen dann die«e

w eingliedrigen Gruppen zu d(;r m-glicdrigen Gruppe

4 («I U, . . I*,») —JB, (U,) (II,) . . Bn(Um)

zubanimen. Da di«? inf. Transf(irniationen

t', if) C, (/•) . . CU-i (/

J

für sich eiuf! (•ruj)pe beHtiuiinen, so setzen sich die m—1 ein-

gliedrigen Grup])en

B,K)*f(«»)--B—t (««—«)

1) Diiiertatioii von Umlauf: Ueber die ZusatmnenfetzuDg der

Gruppen fom Rang Null. Leipzig 1891. VergL oaeh Engel, Leipziger

Bsriehts 1887 8. 95.
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zn einer m—1-gliedrigen Gruppe

zusammen nnd Ä (tij . . Um) entsteht durch Zusammen-
setzung ?on A' (u^ . . u^i) und Sm{u,n).

Um zu beweisen, dass sich die Parameter rational durch

die Coefficienten der allgeiiieiiieii Substitution der Gruppe

darsteiieu lassen, nehmen wir an , die Behauptung gelte für

Gruppen, deren Gliederzahl kleiner als m ist, und beweisen,

dass sie dann auch für m^-gliedrige gilt. Da sie für ein-

gliedrige Gruppen gilt, gilt sie dann allgemein.

Ffir die Gruppe A' gelten auf Grund unserer Annahme
die Voraussetzungen, die im vorigen Artikel bezüglich der

dort mit .4' bezeichneten Gruppe gemacht worden sind; für

die eingliedrige Gruppe gelten die im vorigen Artikel be-

züglich der Gruppe Ä' gemachten Voraussetzungen. Somit

ergibt sich der Beweis unserer Behauptung ans den Be-

trachtungen des vorigen Artikels.

Die Gruppen erster Classe haben die bemerkenswerthe

Eigenschaft, dass unter den Potenzen einer Substitution

A (u, ?<2 . . Mm), die der Gruppe angehört, nur dann die

identische Substitution auftreten kann, wenn sich die Sub-

stitution A (Uj ti^ . . Um) selbst auf die identische Substitution

reducirt. Der Beweis ergiebt sich aus der Schlussbemerkung

des vorigen Art. Damach muss nämlich, damit unter den

Potenzen der Substitution

Ä (Wj t», = Ä (Wj M, . . Bt„ (Mm)

die identische Substitution vorkommt, Bm die identische

Substitution sein, woraus 11^ » 0 folgt Man schliesst dann
in derselben Weise weiter, dass sich jede der Substitutionen

Bm-} («m-i) B,n~2 {Um-i) • -^i (Wj) Huf die idcntischc Sub-
stitution reducirt, dass also = = . . = m„ == 0 ist.

Aus der Definition der Gruppen erster Classe hat sich

ergeben: man kann m untereinander linear unabhängige
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inf. Transformationen der Gruppe so wählen, dass 1) jede

derselben regttlftr von der ersten Art ist, nnd dass 2) die

Zusammensetzung der Gruppe durch Gleichungen der Form
(«/) bestimmt isi

Es ist nicht sebwer zu beweisen, dass umgekehrt diese

beiden Eigenschaften eine Gruppe erster Classe —d. h. eine

Gruppe, die nur reguläre inf. Transformationen erster Art

enthält —charakterisiren. Ich unterlasse diesen Nachweis,

weil er f&r das Folgende nicht nothwendig ist, und beschränke

mich auf die Bemerkung, dass die beiden eben angefahrten

Eigenschaften ftbr den Beweis hinreichen, dass sich die

Parameter rational durch die Coefücienten der allgemeinen

Substitution der Gruppe darstellen lassen, und dass keine

Potenz einer von der identischen verschiedenen Substitution

der Gruppe, die identische Substitution ergeben kann. Es
ergibt sich dies unmittelbar aus dem Gang des gegebenen

Beweises.

Im Folgenden wenden wir die Bezeichnung , Gruppe erster

Classe' auf alle die Gruppen an, die die beiden eben ge-

nannten charakteristischen Eigenschaften besitzen.

VI.

Wir gehen nunmehr zu den Gruppen der dritten Classe

Ober, die reguläre inf. Transformationen sowohl von der

ersten als von der zweiten Art enthalten.

Es sei C^ (/} eine beliebige in der Gruppe enthaltene

reguläre inf. Transformation zweiter Art.

Unter den in der Gruppe enthaltenen inf. Trans-

formationen -£"(/"), die mit (f) vertauschbar sind, d. h. der

Relation C^K{f) ^ KC^{f) ^ genOgen, wählen wir, —
wenn es solche gibt —eine reguläre Transformation zweiter

Art aus und bezeichnen sie mit (f). Gribt es weitere

reguläre Transformationen zweiter Art , die mit Cj (f) und
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(/") vertaa8chl)ar und von diesen linear unabhängig sind,

4J0 bezeichnen wir eine derselben mit Cg (/) u. s. w.

Nehmen wir an, es findeu sich genau reguläre Trans-

formationen zweiter Art

die untereinander linear unabhängig und paarweise ver-

tanschbar sind. Diese bestimmen eine m0-gliedrige Gruppe

A^^ die der zweiten Olasse angehört.*) Daran wird selbst-

redend nichts geändert, wenn wir an Stelle der Inf. Trans-

formationen

o,{f) c,{f).. o^(f)

lineare Combinationen derselben treten lassen. Wir können
desshalb voraussetzen, diese inf. Transformationen seien

so gewählt, dass sie ein kanonisches System ffir die Grappe
bUden (Art ITI).

Mit if)

bezeichnen wir irgend welche untereinander und von (f)

^»(f) ' • ^mo (f) unabhängige inf. Transformationen

der vorgelegten m^gliedrigen Gruppe A.

Die m iui. Transformationen Ci{f) genügen Relationen

der Form

Aus der Art, wie die niQ ersten inf. Transformationen

gewählt worden sind, folgt, dass

^ = 0 für i, = 1, 2, . . und / = 1, 2, . . m
Zwischen drei inf. Transformationen besteht die Jacobi'sche

Identität»)

1) Dieie Zahl stimmt mit der Zahl überein, die H. Killing

als Bang der Oroppe beseichnet Math. Annalea Bd. 88.

6) Lie, Transfoniiationsgnippen I 9* 94,
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Ch (Ci Ck —Ck C,) —(Ci Ck —Ck C,) Ck •\- Ci {Ck Ch — Cjk)

Sind i trnd h Zahlen ans der Reihe 1^2, . .Mq, so ist

Ci Ct —Ct Ci = 0 und es folgt mit Rücksicht auf (J

)

£ (Ci Cj - C O+ £ (C, Cj - Q C») = 0

und hieraus weiter

/=i /=i

Die m inf. Tnuisformatianen Ci{f) sind ontereinaDder

Imear unabhängig, ferner ist ^ » —̂ folglich ist

Repräsentiren wir das System der wj* Constant«» ey

(Ä^^ =l,2, .. wj) durch das Symbol 7sV, so lassen sich die

TorsteheDden Gleichungen durch die symbolischen Gleichungen

repräsentiren. Die xn einem der Systeme Et gehörige

charakteristische Determinante kann nar Elementartheiler

erster Ordnung besitzen. Denn andem&lls könnte man zwei

nicht identiseh TerBchwindende inf. Transformationen der

Gruppe Ä (/') und (f) so bestimmen, dass

Aber dies ist wegen des dritten Hülfssatzes des Art. II

nicht möglich.

Demnach genügen die rtiQ Systeme Et den Vorau.sj?etzungen,

auf denen der vierte Hfil&satz des Art. II beruht. Alan

kann also ein System Ton a^ Constanten '/t!^ mit nicht Ter-

schwindender Determinante so bestimmen, dass
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Von den Gleichungen {J) benützea wir nun diejenigen,

die einem der Indiceswerthe t « 1, 2, . . entsprechen, nnd

setzen zur Abkflrzung

Es ergibt sieh

Weil «y =0 fttr t\ 1, 2, . . m^; ^»1,2,.. m, so

kann man die Urös^sen yf^ so wählen, dass

Tf^Q) für i = l,2,..mo; Ä = l,2,..m

Es ist dann Ä. (/') = C\ (/) für * = 1, 2, . . und 4'^

= 0 für Ä, » = 1, 2, . . Wq.

In dem aus Zeilen und mSpalten bestehenden System

»?> 4".. a.ü>

• •••••

haben also alle Elemente, die den ersten Spalten ange-

hören, den Werth Null.

Es kann der Fall eintreten, dass noch weitere Spulten

dieses Systems kein von Null verschiedenes Element enthalten.

Es seien dies etwa die auf die ersten mo Spalten folgenden

Wo Spalten, dagegen möge in jeder weiteren Spalte wenigstens

ein von Null verschiedenes Element vorkommen.

Jede inf. Transformation, deren Index h'> '\' mo ist,

genfigt somit einer Relation

CiK, {ß - K, öt(f) = (ol'^ K, if) ii£m^)
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wo off Ton Null renchiedeii ist. Daraus folgt: jede inf.

Transformation Kh (f) (h> nio -\- nio) ist regniKr ron der

ernten Art (Art. II Hülfssatz 2) und es folgt überdies: die

Grössen ü»i^ sind ganze Zahlen. Denn tJh mnss gleich der

Differenz. Ton zweien der Wertbe r sein, für welche die za

Ci(f) gehörige charakteristische Determinante ^4(r) ver-

schwindet (Art II Anfang). Diese Determinante verschwindet

aber nur för ganzzahlige Werthe von r, weil C, (/") regulär

von der zweiten Art ist.

Bezüglich jno Yon den inf. Transformationen

K,{f) K,{f).,K^{f)

steht nunmehr fest, dass sie regulär sind, nämlich von den

Mo ersten nnd von dem letzten. Die ersteren

sind von der zweiten, die letzteren von der. ersten Art. Es
bleiben nur noch die mo inf. Transformationen übrig, die

den Indices mo 1, niQ -f" 2, . . wio + w?o entsprechen. Diese

bedürfen einer besonderen Untersuchung, die im nächsten

Art. durchgeführt wird.

Anf Grand der Formehi kann nnn die vorgelegte

Gruppe in hemerkenswerther Weise in Untergrappen zer-

föllt werden. Zu diesem Zweck bilden wir zunächst —unter

«1 ffg . . ganze Zahlen verstehend — eine lineare Com-

bination der inf. Transformationen zweiter Art

i(« - o, JE, (f) + o,Z,tf) .
. + a^Ä„ V)

Aus den Gleichungen (ß) folgt

LKk{f)-E*L{f)'==,^K^(f) *=1,2,..»

WOzur Abkürzung

gesetzt ist.

Die zur Verfügung stehenden Zahlen a denken wir so

gewählt, dass
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1) Qh uur dann =s 0 ist, wenn gleichzeitig

also wenn h<^tno-\- irao, und daaB

2) zwei vencliiedene Zahlen und Qi nur dann einander

gleich aind, wenn gleichzeitig

Die Indicesbezeichnnng denken wir ans so gewählt, dass

in der Reihe der Zahlen

^ie posiÜTen den negatiren und, unter Zahlen gleichen Vor-

zeichens, die dem absoluten Werthe nach grösseren den

kleineren vorangehen. sei die Anzahl der positiven,

Mu. die Anzahl der negativen q.

Bilden wir nun die Jacobi'sche Relation für die inf.

Transformationen Kk{f) Kjif) L (f). Sie lautet:

L (Kk Kj - K, Kn) - (K, K, - Kj Kh) L-^K, (Ky L^L Kj)- (Kj L -LKj) Kh + Kj (L K, - Kh L)

Die 4 letzten Glieder ergehen

—iQj + Qh) {Kl, Kj - Kj K,)

Sei nun KkK/ —£/ JEä » d^ iC| + d^ . , + d,» Km
wo S^ö^ . , dm Gonstante hedeuten , die in leicht zu über-

sehender Weise von den Constanten fiy , die in den Gleichungen

(eT^) vorkommen, abhängen.

Nun erhält die Jacobi'sche Kelation die Form
m m

ij d, (X j£, - X) (c;- + D d, = 0
fei ^sl

oder auch

Digitized by Google



Jj, Mamwr: Zitt Theorie der eotaimuiHidUH etc, Qruppen'ßSB

Weil die inf. TraDsformationen K4 untereinander linear

unabhängig sind, so folgt hierans

di = 0, wenn nicht Qi = -f Qu ist«

Nehmen wir zunacbet an, j und k seien Zahlen aus der

Reihe l
, 2, . . mo -|- f»o. Dann ist qy = 0 = 0 also «J* = 0

wenn nicht auch ^, = 0.

In dem Ausdruck K^Kj —Kj kommen in diesem

Fall nur die inf. Transformationen

Tor. Diese Mo -f* ^ Transformationen bestimmen also

ftlr sich eine Gruppe r, die die m^-gliedrige Gruppe
als Untergruppe enthält.

Nehmen wir zweitens an. j und h seien Zahlen aus der

Beihe fWo + Mo+ li »w<) + «i6 + 2, ..f«o + «»6 + ««-f- dann

sind und ^ poidtiT, also ist d^sQ, wenn nicht anch ^
positiv ist Da ferner die positiven ^ nach absteigender

Grösse geordnet sind, so kann die Gleichung ^, = -f

nur dann bestehen, also nur dann c), von Null verschieden

sein, wenn der Index i grösser aL< der grössere der l>eiden

Indices h ist. In dem Ausdruck Kj —Kj Kt kommen
also nur solche inf. Transformationen Ki Tor, die positiven

Werthen ^ entsprechen und deren index grösser als der

grossere der beiden Indices \ ist Demnach bestimmen

die fii^ inf. Transformationen, die zn poeitiTen Wertben ^
gehören, für sieb eine Gruppe erster Olasse (vergl. Art. V
Scbluss) und sie bilden ein kanonibche© System int. Trans-

formationen derselben.

Ebenso bestimmen die m. inf. Transformationen, die

zn negativen Werthen Ton q gehören, für sich eine Gruppe
und bilden f&r dieselbe ein kanonisches System.

Nehmen wir endlich drittens für h eine Zahl aus der

Eeihe 1, 2, . . mo + ^ i ^La^ aus der Keihe
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fWo + wiö -j- 1, mo 4 »*o -^ 2, . . mo -f m6 -j- so ist

= 0(1/ positiv und aus ^ = ^ 4* = ^' ^^^^^

^ positiv.

Man schliesst hieraas: die inf. Transformationen, die zu

eischwindenden, nnd diejenigen, die za positiven Werthen ^
gehören, bestimmen zusammengenommen eine Gruppe. Mit

anderen Worten: die wq -f- mö-gliedrige Gruppe F nnd die

f>i+-gliedrige Gruppe setzen sich zu einer Gruppe H zu-

sammen, deren Gliederzahl fWo -j- ftio 4" = w —m_ ist.

VII.

Die Untergruppe F bedarf einer eingehenderen Unter-

snchnng.

Von den zu dieser Untergruppe gehörigen inf. Trans-

formationen

J^(t)==t,th^^j^x^ f=l,2,..iiio + «o

wissen wir:

1) Die ersten derselben

sind regulär von der zweiten Art und sie bestimmen für sich

eine Untergruppe ul^.

2) Diese inf. Transformationen sind mit allen inf.

Transformationen der Untergruppe F yertansehbar, es ist also

für « = 1, 2, . . mo; A = If 2, . . mo+ ^
In nicht symbolischer Form geschrieben heisst das:

für /u = 1 , 2, . . n und die eben angegebenen Werthe der

Indices i, h.
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Da die mo + mo inf. Transformationen eine Gnippe be-

stimmen, 80 bestehen weitere Relationen der Form

A, ^ = l, 2, . . n ; i = Wo -f 1, Wo -|- 2, . . w?o -|- Mo,

Wir werden nun beweisen: die mo inf* Transformationen

ir„,Q+i (/) Jr„,^4.2 (f) . . Km^^+m'^if) können so gewfthlt werden,

dass si«} für sich eine mo-gliedrige Oruppe bestimmen,

die der ersten Classe angehört. Ist dies erwiesen, so ist klar,

dass die genannten inf. Transformationen so gewählt werden

können, dass sie ein kanonisches Sjstem bilden.

Znm Beweise bemerken wir znnSchst:

Die CSoefficienten der inf. Transformationen

K,(f) K,{i)..K^{f)

genflgen den Voraussetzungen des vierten Hülfssatzes des

Art. II. Man kann also ein System von Grössen mit

nicht Yeischwindender Determinante derart bestimmen, dass

± k%d^;^ = rj^ df X«= 1, 2,.. n; <- 1, 2,. . mo

Wir führen nun neue Variable durch die Substitution

{S) *i = di"' A=i,2,..«
Osl

ein, wodurch die inf. Transformation Kk (/) in

iC* (/) = L L hX(x
g J-

fibergehen möge. Auf Grund des Weierstrass'schen Theorems

stimmen die zu (f) und Ki, (/) j^eh()rigen charakteristischen

Deteriniiianten in ihren Elementurtheilern ülx'rein. Diese

beiden inf. Transformationen sind also gleichzeitig regulär
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oder irregulär. Es ist ferner klar, dass zwischen den inf.

TraDsformationen Kk{f) genau dieselben Relationen (2) und

(3) bestehen, wie zwischen den inf. Transformationen JE* {[).

Nun ist für t = l, 2, . . iHq

und ans (2)

V» /XW L(A) 1.(0 \ _ A i = 1, 2, .
. Wo

Ä«iiio+l,iiio + 2..mo + i»io

folgt: ifej^*, « 0 wenn nicht rJP «= rj;^ für t = 1, 2, . . wj^.

Ist also etwa

r?^ = rif\.«r^ för » = 1, 2, .

.

aber für keinen Index j- > x gleichzeitig?

rj;^«rf^ für » = l,2,..iii»

9/*
80 hangen die Coefficienten der Differentialquotienten r-^

~

.

. r —in £*(/*) nur von if, . . Vx ah, und diese Variabeki

komuien in den Coefficienten der übrigen Differentiai(^uotienten

nicht vor.

Die Variabein ffiff^. • lassen sich also derart in eine

Reihe yon Systemen vertheilen, dass die Coefficienten der

Differentialquotienten nach den Variabein eines Systems nur

von den Variabein dieses Systems abhängen. Die Anzahl

dieser Systeme sei q und die Anzahl der Variabein, die dem
0**° System angehören, sei v^. Dieselben mögen —unter

Abänderung der bisher gebrauchten Bezeichnung —mit

yi • • yna

bezeichnet werden.
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Es ergeben sich nun für unsere Wo+ md inf. Trans-

formationen Ausdrücke folgender Gestalt:

Wir beweisen nun znnSchsfc: die m6 inf. Transformationen

^m^i if) (/) • . (/) können so gewählt werden,

dass eine jede derselben regnl&r von der ersten Art ist.

Zu dem Zweek bemerken wir, dass unter den ge-

nannten Transformationen keine vorkommen kann, die regulär

on der swdten Art ist. Denn eine solche mtfsste yon

(f) ITg {f) . . (f) linear unabhängi^r und mit jeder

dieser Inf. Transformationen vertauschbar sein. Es gäbe also

entgegen unserer Voraussetzung (Art VI Anfang) in der

Gruppe Ä mehr als linear unabhängige inf. Transfor-

mationen zweiter Art, die paarweise vertauscbbar sind. Eine

jede der m'o Transformationen Kj, (/) ist also entweder regulär

von der ersten Art oder irregulär.

Nehmen wir an, die inf. Transformation K^if) sei

irregulär. Man kann dann (s. Einleitung) eine reguläre

Transformation erster Art L{f) und eine gewisse Anzahl

regulärer Transformationen zweiter Art Xj (/) L^if) - - so

bestimmen, dass

^(f)-'I'(f)-\-iit^(f) + 9,h(f)- + 9ß^ßif)-

In den inf. Transformationen L{f) L^{f) L,^(f).. sind

—wie man sich leicht überzeugt^) — die Variabein in

genau derselben Weise getrennt, wie in JE* (/), und daraus

1) Yeigl. die luv. S. 1S8 gegebenen Formeln.

Ä s= «lo + 1, »w« + 2 . . f»o + IMo

18M. Ibtlk-iAys. GL & 22
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folgt, dass eine jede der inf. Transfomationen X (f) (f)

L^if) . . mit den inf. Transformationen (f) (/) . . K„^^ (f)

vertauschbar ist. Weil unsere Gesammtgruppe Ä regulär

ist, 80 gehört ihr eine jede der regulären Transformationen

an (s. Einleitung), in die die irreguläre Transformation Kn (f)

zerlegt worden ist, und weil eine jede der regulären Trans-

formationen zweiter Art (f) {{) . . mit if, (/*) K^(f)

iCmo (/) vertauschbar ist, so kann keine der Transformationen

if) h(f).^ von K, (/) K, (f)..K^ (f) linear unabhängig

sein. Denn sonst gehörten gegen unsere Voraussetzung der

Gruppe A mehr als untereinander linear unabhängige

reguläre Transformationen zweiter Art an, die paarweise ver-

tauschbar sind. Man kann nun offenbar die der Gruppe t

angehörige irreguläre Transformation Kk if) durch clie eben-

falls der Gruppe F angehörige reguläre Transformation erster

Art L if) ersetzen.

Nachdem die Zulässigkeit dieser Annahme bewiesen ist,

setzen wir nunmehr jede der inf. Transformationen -E^^+i (/)

^"»0+2 (/^ . . Km^^'^ (f) als regulär von der ersten Art voraus.

Damit die inf. Transformation

regulär tob der ersten Art ist, muss jedes der q Coefficienten-

Systeme Ä;*^^ (A, ^ =s 1, 2, . . wj regulär von der ersten Art

sein. In der Entwicklung der charakteristischen Determinante

lÄ^'-Qrl A,,i=l,2,..i.,

nach Potenzen von r verschwinden also die Coefficienten

aller Potenzen von r, abgesehen von r"<r, und es ist ins-

besondere
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^^^it —̂ a = l, 2,.. A = mo+ 1» «0 + 2.. ifio + «6

Die unter (3) angegebenen Relationen

= 1, 2, . . «; Ä, i « Wo+ 1, »iio + 2, . . «io + mo

gelten, wie bereits oben bemerkt worden ist, nnverändert für

die Coef&cienten der transformirten inf. Transformationen.

Es ist also

X,^s1,2,..ii0; asl,2,..$; A,2»firo+l, iifo+2,..iiio+Wo

und hierans folgen für Ars^u, wegen

£ = 0 für Ä == «10 + 1, «io -i- 2, . . Wo+

und ij /^^^^ = n„ für Ä = 1, 2, . . w^

die Gleichungen

ijd/üi'^^O 0=1,2,.. j; Ä,l«wo+l,wo+2,..wo+wo

Weil die inf. Transfoirmationen

linear unabhängig sind, folgt hieraus

d/ = 0 für hj = ?wo + 1 , Wo+ 2, . . Wo+ mb;
und ^ = 1, 2 . . f»o

In dem Ausdrack Ki ( / ) —Ki K,, (/') koniinen dem-
nach nur die inf. Transformationen

33*
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Tor. Diese mo mf. Transfbnnationen bestimtnen demnacb
für sich eine Grup])(' Ao und diese Gruppe gehurt noth-

wendig der ersten Clas.se an. Denn die mö-güt^drige Gruppe

Ao ist regulär, weil sie m6 linear uaabhäugige reguläre

Transformationen enthält, und rie kann keine reguläre Trans-

formation zweiter Art enthalten.

vm.

Damit ist auch für die regulären Gruppen der dritten

Ciaase ein kanonisches System inf. Transformationen nach-

gewiesen. Die m inf. Transformationen dieses Systems yer-

theilen sich auf vier Untergnippen Ao Ai Ä^. Jede

dieser Untergruppen ist regulär, und zwar gehört die erste

Aq der zweiten Olasse an, die drei flbrigen gehören zur ersten

Classe. Die inf. Transformationen, die einer dieser Unter-

gruppen angehören, sind so gewählt, dass sie ein kanonisches

System für die betretfende Untergruppe bilden.

Für alle vier Untergruppen gilt nun der Satz:

Die Parameter der Qruppe lassen sich rational durch

die Goefifidenten der aUgemeinen Substitution der Gruppe

darstellen.

Für die drei Gruppen erster Classe gilt überdies der

Satz: Unter den Fotenzeii einer von der identischen ver-

schiedenen Substitution der Gruppe kommt die identische

Substitution nicht vor.

Wir haben nun weiter bewiesen:

Die Untergruppen Äa und setzen sich zu einer Unter-

gruppe r zusammen.

Die Untergruppen F und A^ setzen sich zu einer Unter-

grupj)e // zusammen.

Endlich entsteht die wi-gliedrige < ;i nppe A selbst durch

Zusammensetzung von H und A^, Durch Anwendung der

Principien des Art. IV beweist man nun erst fflr die Unter-
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grappe r, dann für die Untergnippe JJ, endlich Uftr die

Gruppe Ä selbst den zu beweisenden Sats, daas sieb die Para-

meter der Gruppe rational durch die Coefißcienten der all-

gemeinen Substitution der (Gruppe darstfillen lassen.

Dass eine Gruppe A im Allgemeinen aus drei Unter-

gruppen FA^Ä^ zusammengesetzt werden kann, ergibt Hieb

unmittelbar aus den sehr interessanten Sätzen des H. Killing

Aber die Zusammensetzung Ton Gruppen.^) Fflr die hier

erfolgten Zwecke konnten aber diese Stttze nicht benfitast

werden. Denn H. Killing beschränkt sich darauf, die Zu-

sammensetzung der Gruppe zu untersuchen, und j^eht auf

die Natur der einzelnen inf. Transformationen nicht \vtMt«'r

ein, während gerade diese idr die vorliegende Untersuchung

on wesentlicher Bedeutung ist. So gehdren —solange

man nur die ZuaammensettEung der Gruppen in Betracht

zieht —die Gruppen, die hier als Ghruppen erster und zweiter

Classe unterschieden worden sind, in dieselbe Kategorie: sie

sind beide Gruppen vom Itang Null.

Sobald man aber die Substitutionen der Grii|>pe und die

zugehörigen Invariantensy-tenie genauer untersucht, zeigen

sie die allergrdsste Verschiedenheit.

1) Math. Anaalen« Bd. 81. 88, 84, 86.
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