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Sitzung vom 1. Juni 1889.

1. Herr Aurel Voss spricht Uber: ,die conjugirte
Transformation einer bilinearen Form in sich
selbst*”.

2. Herr Ludwig Radlkofer macht Mittheilungen: a) ,Gber
Nothochilus, eine neue Scropliularineen-Gattung
aus Brasilien“, b) ,uber Theophrasta und Clavija“.

3. Herr Gustav Bauer legt eine von dem correspon-
direnden Mitgliede der Classe, Herrn M. Nother in Erlangen
eingesandte Abhandlung: ,zur Theorie der Berihrungs-
curven der ebenen Curve vierter Ordnung“ vor. Die-
selbe ist fur die Denkschriften bestimmit.

4. Herr Richard Hertwig halt einen Vortrag ,uber
die Conjugation der Infusorien“. Die Abhandlung
wird in die Denkschriften aufgenommen werden.

Ueber die conjugirte Transformation einer
bilinearen Form in sich selbst.

Von A. V088.
(Singelaufen 7. Juni)

Die folgenden Mittheilungen beziehen sich auf das
Problem der Transformation einer bilinearen Form in sich
selbst durch zu einander conjugirte lineare Substitutionen.
Jede Form S von nicht verschwindender Determinante lasst
solche Transformationen zu, die nur dann identisch sind,

12+
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wenn S in Bezug auf contragrediente Transformationen
irreducibel ist. Die sammtlichen Substitutionen U dieser
Art zerfallen in zwei Classen, je nachdem sie mit S oder £*
vertauschbar sind. Die Substitutionen der ersten Classe sind
in 8§ 2 vollstandig behandelt; fur die der zweiten ist in § 3
im wesentlichen nur die Reduction auf den einfachsten Fall
angegeben; doch muss die genaue Untersuchung der gegen-
seitigen Beziehungen zwischen den verschiedenen Gruppen
der hier mdglichen Substitutionen einer ausfuhrlicheren
Darlegung Vorbehalten bleiben.

Bei allen diesen Fragen tritt eine lineare Gleichung,
deren symbolische Form

SX+XS=o0

ist, auf, die mit der Theorie der coujugirten Transformationen
Ul>erhaupt in engem Zusammenhange steht.

Von besonderem Interesse schien mir die Frage, ob das
Problem der coujugirten Transformation ebenso wie das der
congruenten (cogredienten) Transformation solche L&ésungen
besitzen kann, die durch rationale Operationen gefunden
werden konnen. Dies ist in der That. immer der Fall, so-
bald die beiden Determinanten

nicht theilerfremd sind, und die Ermittelung aller Substitu-
tionen fur die wenigstens eine der Determinanten

r+t. U—E

nicht verschwindet, sowie der aus diesen herleitbaren Grenz-
falle, lasst sich durch die Betrachtung des eben bemerkten
Systeme* von linearen Gleichungen, dessen Determinante der
CoefKeienten eine symmetrische verschwindende Determinante
sein  muss, in ahnlicher Weise wie bei der congruenten
Transformation erledigen.
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81.

Die conjugirte Transformation einer bilinoaren Form
in sich selbst.

Soll die bilineare Form von n Variabeinpaaren y

S — 2 akAijk
deren Determinante, wo nicht das Gegentheil besonders an-
angegeben wird, als nicht verschwindend vorausgesetzt werden
soll, durch die beiden zu einander conjugirten linearen
Substitutionen)

B=- dmeLwy,

yk= ~ak M,

in sich selbst tibergehen, so hat man diejenigen Systeme der
n% Substitutionscoefficienten ctk zu bestimmen, welche die n%
quadratischen Gleichungen

1) Sidt alk C,in CHk === dton
befriedigen. Die Determinante der c*, die Transformations-
determinante, darf dabei nicht verschwinden. Bezeichnet
man sie mit e, so ist nach 1)
*x= ],

Die Substitution heisse auch hier eine eigentliche,
resp. uneigentliche, je nachdem e gleich -f- 1 oder gleich
— 1 ist.

Man kann, wenn die zu der Substitution gehdrige bi-
lineare Form

..Gk yk
durch U bezeichnet wird, die Gesammtheit der Gleichungen 1)
in der symbolischen Gleichung
2) USU=S,3

1) Ueber die Bezeichnung vergl. Kronecker, Ueber die con-
gruenten Transformationen der bilinoaren Formen. Monatab. d.
Berl. Academic 1874, S. 397.

2) U soll dabei der Kirze halber die Substitution heissen,
welche die Form S in sich transformirt.
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zusammenfassen, wobei nach Herrn Frobenius der Multipli-
cationsprocess

" - E g 7
nicht commutativ, wohl aber associatiy und distributiv ist.
Bezeichnet man die Form

i
durch E, so gilt die Gleichung
AE= EA= A;

versteht man ferner unter A ~1 diejenige Form X, welche der

Gleichung
AX —E
genigt, so ist

und Uberhaupt

Ist insbesondere eine Form A zerlegbar in eine Summe
von Formen A\ A*+ ...Ak, von denen je zwei kein
Variabeinpaar gemeinsam haben, so istl)

MI+ "2+ -.m = ATI 4" + .. A~\

Hieraus ergeben sich sofort einige Eigenschaften der
conjugirten Transformation einer bilinearen Form in sich selbst.
1) Aus der Identitat

S(U-qgE)--=U-"(E-qU)S,
lu - QBA\= (-Q)*e\U—QE\

wobei unter JA\ die Determinante der Form A verstanden

folgt:

und M ==~ gesetzt ist.

1) Die grundlegende Arbeit von Frobenius ,Ueber bilineare
Formen und lineare Substitutionen4} Journal von Borchardt, Bd. 84,
S. 1 u. fl, werde ich im folgenden mit F. bezeichnen.



A. Voss: Conjugirtc Transformation einer blinearen Form. 179

Bezeichnet) man als characteristische Funktion
einer Form A die Determinantel)

\ A-9Ex
so folgt:

Die characteristische Funktion jeder Substitu-
tion U, welche die Form S in sich transfor mirt, hat
ausser den Wurzeln £= i 1 nur Paare zu einander
reciproker Wurzeln, und zwar gehdren zu der von
A1 wverschiedenen Wurzel £ dieselben Elementar-
theiler wie zur Wurzel pl

Bei ungeradem n und eigentlicher (uneigent-
licher) Transformation ist g= + 1 (3= — 1) eine
Wurzel der characteristischen Function. Bei ge-
radem n und uneigentlicher Transformation sind
g— 3t 1 Wurzeln der characteristischen Funktion.

2) Sind zwei Formen SundT &hnlich, so werden sie
durch ahnliche Substitutionen in sich transformirt.

Da namlich S und T &hnlich sind, so ist)

T= WSW-',
und zugleich folgt aus der Gleichung 2) durch Multiplication
mit W und W -1
WUW-" - WSW-1 WUW-"'-=WSW-"',
oder, wenn V= W U W~1 gesetzt wird,
VTV-=T.
3) Aus den Gleichungen

usu —S§S

us-u7= s-\
folgt
" U(S-\-gS-")U = $ + gS-";

1) F, S. 10. Gelegentlich sind im folgenden auch Determinanten
wie |S —qgA] als characteristische Functionen bezeichnet.
2) Ff S. 2L
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d. h.: Jede Substitution, welche eine Form S von
nicht verschwindender Determinante in sich trans-
formirt, transformirt auch die ganze aus reciproken
Grundformen gebildete lineare Schaar S+ p/S*l
in sich.

4) Es ist ferner

Us*= {(IS)S SU-'S- S)- A*U;

d. h. Jede Form U die S in sich transformirt, ist
mit S%vertausch bar.

Die Aufgabe, alle Formen U, zu finden, honiuit daher
auf die Ermittelung der mit S2 vertauschbaren, also von
einer bekannten Zahl wvon linearen Parametern abhé&ngigen
Formen hinaus, welche die Gleichung 2) befriedigen.])

Es ist aber leicht zu zeigen, dass im allgemeinen jede
Form EINL welche mit S* vertauschbar ist, auch schon mit
S selbst vertauschbar sein muss. Hiernach scheint es an-
gezeigt, die sdmmtlichen L6sungen U in zwei Classen zu
sondern, je nachdem namlich U bereits mit S vertauschbar
ist oder nicht.

Ich bemerke endlich noch, dass durch die Substitution

us= YV,
die Gleichung 2) auf die Gestalt
«) W - S

oder in nicht symbolischer Form, wenn man die Coefficienten
der Form V durch v* bezeichnet, auf das System

3) —AVik Vkl == -Ht (I-ik ~kI> *Ii A= 112t .... H~"
gebracht wird, welches sich fur die directe algebraische Be-
1) Leber das Problem der vertauHchbaren Formen vergl. man
die Bemerkungen von Herrn Frobenius F. S. 28, und die DisRer-

tation des Herrn Maurer, zur Theorie der linearen Substitutionen,
Strassburg 1887.
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handlung geeigneter erweist, als das System der wa Gleich-
ungen 1).

§ 2.
Die mit S vertauschbaren Substitutionen.
Ich beweise zuerst den folgenden Satz:
Wenn eine beliebige Form U mit S* vertausch-
bar ist, so ist U auch mit S vertauschbar, falls die

characteristischen Functionen von Sund — Stheiler-
i'remd sind.

FUhrt man namlich unter der Voraussetzung
uUs*= SJuU,
die Bezeichnung ein:
UusS-su-~X,
so ist
Siis— s*u”N=sx.
Da aber
SUS—S2Uu”~SUS- US2—(SU- US)S™» — xs.
wird, so erhalt man
8X + X$= o
Hieraus folgt aber X — o. Denn nach Herrn Fro-
benius gilt der Satz:)
Wenn die Gleichung
AX= XB
bestent und die characteristischen Funktionen von A und B
theilerfremd sind, so ist X — o.

Im folgenden mag vorausgesetzt werden, dass die
Gleichung
S—aqE |= o

1) F, S. 28
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keine Wurzeln von entgegengesetzt gleichem
Wertlie besitzt, so dass also nothwendig US = SU st

Aus der Gleichung 1) § 1 folgt nunmehr
(U'-E)S=o0.

oder U2= E. Und umgekehrt hat auch jede Substitution,
welche S in sich transformirt und der Gleichung U* — E
genugt, die Eigenschaft, dass
(U*— E)SU--= US-SU=o0

wird, d. h. sie ist mit S vertauschbar. Zugleich sieht man,
dass jede der Gleichung U* — E = o genligende Form jede
mit U vertauschbare Form S in sich selbst transformirt.

Die Aufgabe ist damit reducirt auf die folgende: Alle

Formen U zu finden, die mit S vertauschbar sind,
und zugleich der Relation

) U E—2.%*

genugen. Unter diesen befinden sich, so lange nicht die

Determinanten
\U+E"' und \U - E\

gleichzeitig verschwinden, nur die beiden selbstverstandlichen
Losungen U = E.
Denn aus
Ul- E=(U -E){U + E)= o

folgt stets, sobald die Determinante des einen Factors nicht
verschwindet, das identische Verschwinden des andern.))

Ich lése nun die Gleichungen 3) § 1 zuerst in einigen
speciellen Fallen.

1) Alle Wurzeln der characteristischen Function

von S sind von einander verschieden.
Bezeichnet man dieselben durch £A gs..Qi... g, so ge-

1) F, S. 5.
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hort zu jeder Wurzel Qi ein und nur ein System von Werthen
tl tl
welches die Gleichungen.
2) == k= 1,2...n;

befriedigt. Multiplicirt man mit a* und summirt nach k, so

folgt
3) lg.akjaik=ef!?i,

) &

Multiplicirt mau 4) mit t*-, summirt nach /, so folgt, wenn
r\ V(:/,,.._ijw/0

oder

gesetzt wird,
- <j S Oder

6)

also wenn man die Gleichuugen 3) und < mit einander
vergleicht,

wo der Factor X noch zu bestimmen ist. Ferner hat man
aus 5) und 4)

7) Sfytjva -(??1,
also
— Qv h — zkQi-
Aus den Gleichungen 5)
8)

ergeben sich nun, da die Determinante der ij. bekanntlich
nicht verschwindet, die Werthe der Substitutionscoefficienten
ik Zugleich folgt aus
Vh, Ub — h Qiig,
Vih = k Qi
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dass
fh — ki Vth) — o,

2h(atiti - vh Q) = o
ist; d. h. die Formen V und S sind vertauschbar.
Da ferner aus 3) und 7) folgt

vij — akakj) =. o,

so ist auch das System der Gleichungen 3) § 1 erfillt.

oder

Multiplicirt man die Determinante der v,t mit der
Determinante der £], so ergibt sich zufolge der Gleichungen 8)

kalif =(M , ---*«) 13
oder

vVt Q m-S
Da endlich Qx@ ... Qu= S ist, so wird in der That
\v\=%:s\

und mau sieht, dass es sowohl eigentliche als un-
eigentliche Transformationen giebt, je nachdem
namlich eine gerade oder ungerade Anzahl von Werthen
X gleich — @ gewahlt wird. Die Gesammtzahl aller Trans-
formationen ist offenbar gleichl) 2 M

2) Die ersten Unterdeterminanten der Deter-
minante (S— Eq) verschwinden nicht sammtlich far
irgend eine ihrer Wurzeln, oder zujeder Wurzel der
characteristischen Function gehdrt nur ein einziger
Elementartheiler.

Setzt man in diesem Falle

leqg —s\= «0 + qt.... »= F(q),
so ist bekanntlich

1) Ebenso einfach lanst sich in den folgenden Féllen die Mannig-
faltigkeit der Transformationen angeben. Es ist daher im Text diese
Frage nicht weiter verfolgt worden.
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«0 + a, S+ atS2+ ... + 8" = o0

die Gleichung niedrigsten Grades,] die zwischen den Potenzeu
der Form S besteht, und die linearen Functionen der n von
einander linear unabhéngigen Formen

S°% 8\ 8\...s*-\

sind die einzigen, die mit S vertauschbar sind.2 Es kann
also auch U nur von der Form

vZ aoset 0, ALt .. «,118V1
sein und muss zufolge der Gleichung 1) der Bedingung
(a0Sso0+ alS" + ...an ]S»-")*=1

geniigen. Setzt man nun

« + “1Q+ - -ar-i = 9 <

so muss, wie man leicht bemerkt3, die Function (p der
Gleichung

(y+ D(<p-I) = F.If;
gendigen, wo M ein beliebiger Factor vom Grade n— 2 in
q ist. Da die beiden Factoren ¢+ 1, p— 1 keine Wurzel
gemeinsam haben konnen, so zerlege man F (qg) auf irgend
eine Art in zwei zu einander prinie Factoren P und Q, deren
Grade h und I sind ¢+ I= w). Dann ist

f+ 1= Pmn
<p— \— Qm*,
oder 2 = Vmx— Qm*.

Umgekehrt kann mau aber bei gegebenem P und Q
immer zwei Polynome fff&und vom Grade I — 1 und | —I
finden, welche dieser letzten Gleichung gentigen, sobald nur
P und Q prim zu einander sind. Der Gleichung

1) F S 12

2) F, S. 28.

3) Vgl. F. a. a. 0.
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Pmx— 1= Qm2--\= (p

zufolge ergiebt sich aus jeder solchen Zerlegung eine Be-
stimmung der Form U.

Hat insbesondere |S—Eq\ nur den Elementar-
theiler (q— gX)h oder ist S irreducibel in Bezug auf
contragrediente Transformationen, so existirt ausser
den evidenten Ldsungen U= ~ E Kkeine andere.

3) Die characteristische Function von S hat
einfache Elementartheiler.
Da

S - g3E (S-qE) (S-f.<b

so folgt leicht: Die Elementartheiler von S*— sE haben
dieselben Exponenten wie die Elementartheiler von
S— qeE. Uebrigens kann man, um diesen Satz, der Uber-
haupt nur das Nichtvorhandensein entgegengesetzt gleicher
Wurzeln voraussetzt, direct zu beweisen, die Determinante von
S — QE gerandert mit beliebigen &Grossenreihen, mit der
nach der Voraussetzung nicht verschwindenden Determinante
von s-\-Qie multipliciren. In der That, multiplicirt man
die gerénderte Determinante

l«u Qapz - aiw Cowi
I TV
(tun— Qwru. mw,
IEY »2 .- < OmO0'
i
,Iv’l‘ \Vad r’l‘_| o ol
horizontal mit
,an + azi - - ‘I
1(hu ("X c-ann + Q

so ergibt sich die wieder mit vollig willklrlichen Grossen-

nur
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reinen geranderte Determinante von S2— g*E woraus un-
mittelbar die Gleichheit der genannten Exponenten folgt.

Ist nun o eine irfache Wurzel der characteristischen
Function vom S, so hat das Gleichungssysteui

9) -bm  ftim =k QISi
ir von einander linear unabhéngige Ldsungen
Bli ..t
und dieselben bilden zugleich das vollstandige System der
Losungen des Systemes

10) A~ X tn (litiidki == Qj Xk-
Setzt man nun, wie im Falle 1)
Xnt Vini ~~
so ergibt sich in analoger Weise

11) 2 a,nak— d 3k
oder
12) Jt= 2gliin
»

wo die Coefficienten B noch zu bestimmen bleiben. Es be-
stehen daher die Gleichungen

2Q9* = Z&R'r'U
Sgv* - 2% ftr*

2% i7*= 2% fon
und also auch die folgenden

aim «+- = Qjf[r,
2& vimvire 2 ?2 R BImI, B ulr.

Die Gleichungen 3) § 1 lassen sich daher wegen der
Unabhéangigkeit der ™ nur dadurch befriedigen, dass, wenn

filrlx = aQl,
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gesetzt wird, die Coefficienten uér die Relationen

befriedigen missen, oder wenn man die zu den ul gehdrige
bilineare Form mit Wi bezeichnet, die Gleichung

Wf = E?)
stattfindet, womit die séammtlichen Ldsungen bestimmt sind.
4) Der allgemeine Fall, in welchem dieElemen tar-

theiler der characteristischen Funktion von S ganz
beliebig vertheilt sind, erledigt sich endlich auf folgendem
Wege.
Die sammtlichen Ldsungen U der Gleichung 1)
IP= E,

sind so beschaffen, dass die characteristische Function von
U nur einfache Elementartheiler von der Form q 1
besitzt3. Zerlegt man daher die Form

E=2X7,
in irgend einer Weise in zwei Formen

~ Xxilti 4" xtvt + .. .***|
) — -n+i M e A% Uy,
S0 ist
U=Ei—E2
eine Form, zu der die &einfachen Elementartheiler q— 1
und die n— & einfachen Elementartheiler 1 gehoren.
Jede andere Form V, welche der Gleichung 1) genugt, ist
aber einer von diesen ahnlich, so dass also
U=EKk-E,
PTJP~\

1) Das Symbol (ifc) bedeutet wie gewdhnlich die Einheit fur
i—I', und Null fur

2) Die Lusung dioaer Gleichung ist in No. 4 gegeben.
3) F. S. 16
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Zu setzen ist, wobei die Determinante von P nicht verschwindet.
Da V2= E ist, so bleibt nur noch die Gleichung

VS = s v
oder PUP-"S= SP UP“]
zu erfullen. Schreibt man dieselbe in der Form
P-'S-'PU= UP-'S-"1\
so muss demnach die Form
P-18 'P = X
mit U= Ex— E2 vertauschbar sein. Aber alle Formen,
welche der Gleichung
1* X(Ex- E2)= IEx—E2)X,
genligen, sind durch die Gleichung
X=Al+ Ai

gegeben, in welcher Ax und A3 zwei beliebige Formen von

den Veranderlichen xxyt, ... Xky\ #*+1 1 .. .xHHMSu.
Aus 13) folgt namlich

ExX Ex— ExX Et= ExX = ExX Ex+ ExX Et;
ExX Ex+ E9X Ex=X E x= ExX Ex- E%X EX;
oder EtX Ex= o,
ExX Et= o
Demnach wird
X = (Ex+ Et)X (Ex E2= ExX Ex+ E2X Ei%

also gleich der Summe zweier ebenso wie E in Ev-f- Ka
zerlegbarer Formen X x-J- X2. Ist umgekehrt X ebenso wie
E in die Summe Ax-f- A2 zerlegbar, so wird auch selbst-
verstandlich die Gleichung 13) erfullt sein. Daraus folgt
also, dass die Gleichung

P-"S~'P=IA+ Ai
1889. Math.-phya. ClI. 2. 13
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stattfinden, oder die Form 8 der zerlegbaren Form
AT'+ A? =B x+ B t

ahnlich sein muss, wobei die Determinanten von Bx und B2
nicht verschwinden dirfen. Nun bezeichne man die Ele-
mentartheiler der cbaracteristischen Function von S in irgend
einer Reihenfolge durch

(a— &, @—nb)R . .
wobei die <, ft . . nicht verschieden zu sein brauchen, dann
ist bekanntlich S der Form
2= <&@y, + - WxalJa)+ xxy%t+ ...xa- \ta
4" b(.£ad~iy«+l 4" . Xa\B ya\R) 4” 4% . ..
+ Xa+B-\ya+R + ———

ahnlich. Zerlegt man also - in irgend zwei Gruppen B k+ Bt
die kein Variabeinpaar gemeinsam haben und bezeichnet mit
El und E2 die entsprechenden Formen E, so ist

14) P'ISP = Bx+ B9
also auch umgekehrt
V=P (EI- Et)P-\
In der That wird dann
VS V= P (Ex— E2)P-' SPfE. — Et) P-\
= P (Ex- E\)(Bx+ B2 (Ex- Et)P-\
= P(B1+B 2)P-' = S
Dabei hat man unter P die vollstdndige Ldsung
der Gleichung 14) zu verstehen. Nun findet man be-

kanntlich durch das Weierstrass’'sche Verfahren eine be-
stimmte Form 2h welche der Gleichung

Ple = -
gentgt. Ist nun auch die Gleichung 14) erfullt, so folgt
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p-1 Sp= P~'SP
oder Pp-]1S= SPp-\

d. h.es istPp“l mit S vertauschbar. Bezeichnet man daher
die tiesammtheit der mit S vertauschbaren Formen durch Jf,
zu deren Bestimmung es nur der Losung linearer Gleichungen

bedarf, so ist
P= Mp
also schliesslich
V=Mp(Ex-E 9p-IM-'.

Die Lo6sungen zerfallen demnach in Gruppen, insofern
jede in derselben Weise aus den Hauptlésungen

p(Et- Et)p~'

hergeleitet wird. In Bezug hierauf mdge noch folgendes
angefuhrt werden:

Sind V und W zwei Substitutionen, welche
mit S vertauschbar sind und S in sich tranéformiren,
und haben die characteristischen Functionen von
VS und WS dieselben Elementartheiler, so haben
auch die von V und W dieselben Elementartheiler
und es ist

W=2Z-'"Vz
wo Z eine mit S vertauschbare Form ist. Aus der
Voraussetzung folgt namlich

WS = Z-'vsz
oder, wenn man beiderseits zum Quadrat erhebt und asso-
ciativ multiplicirt,
S*=Z-'8*Z
Hieraus folgt aber

ZS=827,
und nunmehr auch

(W - Z-" VZ) S= o
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womit der Satz bewiesen ist. Lasst man die diesem § zu
Grunde liegende Voraussetzung Uber S fallen, so folgt aus
der Aehnlichkeit der Formen VS und WS nur, dass

WS = Z-' VSZ,

wo Z eine beliebige mit S2 vertauschbare Form wvon nicht
verschwindender Determinante ist. Vgl. § 3.

8 3.

Substitutionen, die nicht mit S vertauschbar sind.

Die vorstehenden Betrachtungen enthalten (berhaupt
die vollstdandige Bestimmung aller derjenigen Substi-
tutionen Z7, deren Vertauschbarkeit mit S voraus-
gesetzt wird. Wenn aber die characteristischen Functionen
von S und —S gemeinsame Theiler haben, so gibt es ausser
diesen Substitutionen noch andere, welche mit S2 nicht
aber mit S vertauschbar sind.

) irs—su=x
so folgt wie fruher die Gleichung
2) X XSN o

Setzt man

Jede Form 77, welche der Gleichung 1) genigt,
wédhrend X eine nicht verschwindende Ld6ésung von
2) ist, ist mit 8i, nicht, aber mit S vertausch bar.

Denn es ist

Su=s(rs - X)= (sr + x) s,
oder, da nach 1) SU # X = FS,
1rS\

Es bleiben demnach die in U enthaltenen linearen Para-
meter so zu bestimmen, dass die Gleichung US U= S er-
fullt wird. Aber diese Aufgabe lasst sich, wie ich jetzt
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zeigen will, auf den Fall reduciren, wo die characteristische
Function von S nur zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln
enthalt.

Nach 2) § 1 genugt es, das Transformationsproblem fur
eine mit S ahnliche Form a zu losen. Ist nun

S = vov-~I,
== 8 ~
so hat man
3) uau=
und fir vXv~l= x,

4) uo —aH= x,
0X X0 — o.

Es sei nun a zerlegbar in ox-(- ot, welchen Formen
die Formen Ex und E % correspondiren mdgen.
Setzt man jetzt

ExxE2 7, E2XNj 5
Exx El = xj, EtxEt = :
so folgt aus 5) durch Multiplication mit E x und E%
ai + ai
a2+ °2*)
e
dql°l + °2wm = °-
Sind nun die characteristischen Functionen von nl und
— o%theilerfremd, so ist ijx=0,r)%= o. Wird ferner voraus-
gesetzt, dass gleiches fur die characteristischen Funktionen
von 0% und — a2 gilt, so ist auch x2= o. Dies kommt
darauf hinaus, dass ax derjenige Theil von a ist, der zu den
Elementartheilem gehort, die aus entgegengesetzt gleichen
Wurzeln herrthren.
Demnach tritt an Stelle der Gleichung 4) die folgende
u(@Af-at) —(ax4-a2)u= x = (Ei+ Et)x (Ex+ E%;



194 Sitzung der math.-phys. Classe rom 1. Juni 1689.

oder
6) u(a + <H— (ai+ aj)u= "r

Setzt man nun weiter
Exu77,= m, EtuE%=
7iAmi2 =v o E2UE x= «t,

so erhalt man auf analogem Wege aus 6)

7) Ma, —a,w =
«t 0%—a2M = o,
*j
ffi — °t\V2= °-
Haben demnach die characteristischen Functionen von at
und a9 auch keine gemeinsamen Theiler, was mit der oben
angegebenen Festsetzung vertraglich ist, so folgt weiter

t2 = o, = o
also auch

wenn nach 7) ut eine mit a% vertauschbare Form ist.
Endlich folgt aber aus der Transformationsgleichung

«i+ Q@@+ at) Mi+ uM fii + at
da die Formen mit verschiedenem Index kein Variabeinpaar
gemeinsam haben,

ui °i Hi = ffi " u%fff u2==
so dass nach § 2 alle Formen u9 unmittelbar gefunden
werden konnen. Man kann daher von vornherein voraus-
setzen, dass die Function 18 — gE\ nur Paare entgegen-
gesetzt gleicher Wurzeln enthalt, denen jedoch fur sich be-

liebige Elementartheiler zugehéren koénnen.
Aber auch diese Formen a, lassen sich noch weiter
reduciren. Zerlegt man namlich wieder ax in zwei Theile
SX -f- von der Beschaffenheit, dass die characteristischen
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Functionen weder gemeinsame Theiler noch solche Wurzel-
factoren enthalten, die zu entgegengesetzt gleichen Wurzeln
gehoren, so erkennt man auf demselben Wege, dass dem
entsprechend ui in zwei Formen wAJ -f- wi8, und ebenso

in 1j, zerlegbar sein muss, welche den Bedingungen
gentigen mussen

\4 _
arwibii= 2
\Y
umer 1 Wz — 22,
\"
UiX*1 — sl*n = Im,
Vv t
utt 2 M22 == s22.

Die Transformation reducirt sich demnach
schliesslich auf die einer Anzahl von Formen s,
deren characteristische Functionen je nur ein ein-
ziges Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln ent-
halten. Zur Loésung dieses letzten Problems kann man sich
der am Eingange dieses § gemachten Bemerkungen bedienen.

In dem Falle, wo S nur einfache Elementartheiler
hat, die jedoch zu entgegengesetzt gleichen Wurzeln
gehdren konnen, koénnen die sammtlichen Substitutionen
U auch gleich direct gefunden werden. Selbstverstandlich
wird dann auch die characteristische Function von S% nur
einfache EIl.-Theiler enthalten.

Gehéren nun zu der Wurzel @ die Werthsysteme

B RPN SN

als Lésungen der Gleichungen

-fme«r» = 8w i— 1,2 ... h;
und zu Q % = — Qi die Werthsysteme
il VR

und versteht man unter

Xj, X2...0ff. i= 1,2....n;
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(wo m= r -f* & die sannntlichen Werthe ? und ij; setzt inan
ferner, um die Gleichung

= S\
zu losen,

8)
so ergibt sich wie in No. 3. § 2
y* =
Demnach ist
2X*V,,= «i'xJ Up*, und
9) 2.6 Vit\H= 21*UpyM
Da aber auch
10) 2xhaltah = Qjx*,
ist, so sind wieder nur die Gleichungen
= <P
zu erfullen, wenn
ur=+ Q"v
gesetzt wird. Die Bestimmung der v,* erfolgt dann, da die
linear von einander unabhangig sind, aus den Gleichungen

8), und aus der Vergleichung von 9) und 10) erkennt man,
dass auch die Transformationsbedingungen erfillt sind.

8 -i.
Die Gleichung S X XS= o

Diese in den Ooefficienten der X lineare Gleichung
steht mit dem Problem der conjugirten Substitutionen in
einem weiter gehenden Zusammenhange, der namentlich im
§ 0 hervortreten wird. Die Determinante des linearen
Systems von Unbekannten X& der Form X

1, 8X 4 XS= o0



A. Voss: Conjugirie Transformation einer buinearen Form. 197

ist, wie man leicht sieht, eine symmetrische Determinante
in den Coefficienten von £, welche verschwinden muss,
wenn eine von Null verschiedene Losung fur X vorhanden
sein soll.

Es sei hier ausgefuhrt,1) dass die analoge Gleichung
2) SX — XS = o,

aufdie das Problem der mit S vertausch baren Formen
hinauskommt, eine schiefe Determinante vom Grade
n2 liefert; ein Umstand, der in den bisherigen Unter-
suchungen Uber dieses Gleichungssystem nicht bemerkt worden
zu sein scheint. Bei geradem (ungeradem) n verschwindet
sie daher immer mit einer ungeraden (geraden) Anzahl von
Unterdeterminantensystemen. Es geht hieraus unmittelbar
der Satz hervor:

Die Anzahl der linear unabhéangigen Formen X,
welche mit einer Form S vertauschbar sind, ist

stets von der Form
« + 24

was uUbrigens durch die von Herrn Frobenius angegebene
Formel fur diese Zahl bestéatigt wird.*)

Das Verhalten jener beiden Determinanten von n2Reihen
wird man indess wohl kaum discutiren kdénnen, ohne auf
die Untersuchung der characteristischen Function von S ein-
zugehen. Beide Gleichungen 1) und 2) gestatten aber sofort
auf dem im vorigen § angedeuteten Wege eine Heduction

1) Ich erwahne den allgemeinen Satz: Die Determinante
der Coefficienten des Systems der ni linearen (»1Eich-
ungen

SX + gXS --<>
ist dic Determinante einer linearen Schaar H'-J-o0irl aus
conjugirten Grundformen mit h2Variabein, aus denen die
beiden Bemerkungen des Textes hervorgehen.

2) F. S. 29.
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auf ganz einfache Falle, in denen die Losungen direct hin-
geschrieben werden konnen.

Ohne auf diese Keduction hier einzutreten, behandle ich
den etwas allgemeineren Fall der Gleichung

3) AX = XB

in den 1) Ubergeht, wenn A = — B = S gesetzt wird. Da
zufolge der Gleichung

AlXi = iXIT
die Determinante vom X verschwinden muss, falls nicht
gleichzeitig entweder die Determinanten von A und B ver-
schwinden, oder einander gleich sind, welcher Fall hier
Ubrigens nicht ausgeschlossen sein soll, mdge angenommen
werden, dass fur die Form X noch alle Unterdeterminanten
vom m-f- 1. Grade Null sind, die vom m. Grade aber nicht
sammtlich verschwinden. Setzt man nun
E= Ex+E,
wo El =X iyi-f-...xmym
E%= Xmt\ym+ 1+ .. Xny**
so gibt es zwei Formen U und V von nicht verschwindender
Determinante, vermodge welcher

UXV=E1I
ist. Demgemass ist

UA U~'EX= EXV-'BV.
Setzt inan nun

VA IM = AOQ, V~-IBV =B,
so ist
AtEt=E tBt.

Hieraus geht hervor, dass die Form

M = EtAOE, "E.B"E,
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nur die Variabeinpaare von Ei enthéalt. Ferner ist
EtANE”~0o, ExXBOE2= o.
Setzt man endlich

Ej AOEt
EtBOE,

E%AOE2= v,
M2 E,B«<E% P,

wo die Formen N und P nur von den in Et vorkommenden
Variabein abhéngen, so wird

U(A—gE) U-1= M — gE\ + N—gE2+ Mu
V-I(B —qE) V= M —qE, + P - gE9+ Mt

Zum Bestehen der Gleichung 3) ist demnach
nothwendig, wie schon Herr Frobenius angegeben hat
(F. S. 28.), dass die characteristischen Functionen
von A und B mindestens einen gemeinsamen Theiler
iw-Grades haben.

Dies ist aber auch hinreichend, denn die Deter-
minante der Gleichungen 3) ist die Resultante der
characteristischen Functionen von A und B.

Nicht hinreichend ist dagegen die Existenz eines gemein-
samen Theilers vom w-Grade, wenn die Uuterdeterminanten
m-Grades von X nicht mehr sammtlich verschwinden sollen.
Denn wenn z. B. [M — gqEx fur eine Wurzel Q= Q in allen
i-Unterdeterminanten den Factor (g — Q¥lk enthalt, muss auch
bei den characteristischen Functionen von A und B derselbe
Factor mindestens in der Potenz Ik in allen fc-Unterdeter-
minanten auftreten. Und wenn diese Wurzel nicht in
den Determinanten \N— qE%\ und |P — gE % enthalten ist,
missen sogar alle Elementartheiler, die zu Q= Q ge-
horen, jenen Functionen von A und B gemeinsam sein, denn
alsdann enthalten, wie leicht zu sehen, die k-Unterdeter-
minanten auch nur die /»-Potenz von g — und keine hdhere.

Haben andererseits die characteristischen Functionen von
A und B uUberhaupt Elementartheiler mit der Exponenten-
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summe m gemeinsam, so gibt es auch solche X, deren Unter-
determinanten m-Grades nicht sammtlich verschwinden, wéhrend
die vom m+1. noch alle Null sind.

Man kann namlich zundchst B durch eine contra-
grediente Substitution V in seine Normalform B XxUberfahren.
An Stelle der Gleichung 3) tritt dann, wenn

VBV-'=BU VA V"1= Ah

VX V-1= XlI
gesetzt wird

AXXx= XxBt

Sondert man nun aus der characteristischen Function

von BiI Elementartheiler mit der Exponentensumme m aus,
welche gleichzeitig in der von A, also auch in der von AX
Vorkommen, so sei

Bt= M + P,

WA, W~]= M+ (K

wo M eine Form der »i-Variabeinpaare yJ...Xmymist.
Bezeichnet man dann irgend eine mit M vertauschbare, nur
von denselben Variabein abhangige Form durch H, so ist

BIH=HM = UWAIW-~\

oder

F-12222VV-111IW V= V 1H WV V~IA,V,
also BV-'UWV=VIIIWVA,
mithin X = V-'"HWV;

und dieser Ausdruck stellt wirklich Formen vor, welche
der Gleichung 3) genugen und deren Unterdeterminanten
w-Grades nicht sammtlich Null sind, wéhrend die vom tn -f- 1.
noch alle verschwinden, falls die Determinante von H nicht
verschwindet, was sich immer erreichen lasst.

Nur in dem Falle, wo die beiden Formen A und B
ahnlich sind, gibt es Losungen X, deren Determinante nicht
verschwindet.

Insbesondere ist also zum Bestehen der Gleichung 1)
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nothwendig und hinreichend, dass die characteristischen

Functionen \S-i>E\, \S+gE\

einen gemeinsamen Theiler besitzen, und die Anzahl der
unabhangigen Loésungen von nicht verschwindender Deter-
minante ist in dem Falle, wo beiden sammtliche Elementar-
theiler gemeinsam sind, gleich der Anzahl der mit S ver-
tauschbaren Formen.

Zufolge der Gleichung

S(X+ gE) -f (X - gE)S = o

hatjede Lésung Xdie Eigenschaft, dass die characte-
ristischen Functionen

X4- qE, | X- qBE\

die namlichen Elementartheiler besitzen.

8r

Ueber alternirende und symmetrische Formen.

Zum Bestehen der Gleichung 1) § 4 hat sich im vorigen
insbesondere als hinreichend erwiesen, dass — in etwas
anderer Ausdrucksweise — S einer Form sJ-+ms* dhnlich
ist, in welcher die Functionen \s1l— gEi \ Isi gElI\die-
selben Elementartheiler besitzen, und natdrlich |sj nicht
verschwindet. Es ist leicht zu zeigen, dass eine solche Form sx
einer alternirenden Form &ahnlich ist.

Ist niimlich A — 2aikxtyk eine alternirende Form, und
bezeichnet man nach Herrn Frobeniusl die conjugirte
Form von A 1 namlich durch Al, so ist wegen

+ at— o
A= - A

Da nun die characteristischen Functionen conjugirter

Formen2 dieselben Elementartheiler haben, so haben auch

1) F. S 4
2) F. s. 21.
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die beiden Functionen
|[-4— rE\ und \A-{-rE\

dieselben Elementartheiler. Verschwindet die Determinante
von A, so sind Uberdies die Elementartheiler voii der Form
r2 stets paarweise vorhanden.l) Es gilt aber auch der um-
gekehrte Satz:

Haben die beiden Functionen und \S—rE
die namlichen Elementartheiler und sind uUberdies
die Elementartheiler von der Form rZX paarweise
vorhanden (falls die Determinante von S verschwindet), so
ist S einer alternirenden Form &ahnlich.

Den Beweis desselben kann inan auf folgendem Wegp
fahren.

Ist eine Form S einer alternirenden A ahnlich, so gibt
es eine Form F von nicht verschwindender Determinante,
so dass

VSV 1= A
wird. Geht man auf beiden Seiten zu den coiijugirten Formen
Uber, so ist auch2)
(VDh-i8l VI= —A,

oder

VSV-"+ (VI)-'S' V' = o0
also auch

V1VS F-"Fp“1= —S1

Setzt man nun Fi1V = W, so ist W= W\ also IF3

eine symmetrische Form, mithin
WS W~] = N1
oder W S = NMP = (WS)\
also die Form WS selbst eine alternirende Form. Man hat
zunéachst:
1) Kronecker, Berl. Monatsb. 1874. S. 442.

2) F. H 4. Satz IV.
3) Ebenda.
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Ist S einer alternirenden Form ahnlich, so ist
S= W-'A

wo W eine symmetrische Form von nicht verschwin-
dender Determinante, A eine alternirende Form ist.])
Ist umgekehrt
W S =A
und W eine symmetrische Form, A eine alternirende
Form, so ist S einer alternirenden Form &ahnlich,
sobald die Determinante von W nicht verschwindet.

Denn man kann durch eine congruente Transformation
Z von nicht verschwindender Determinante bewirken, dass

Z'WZ=Eo
wo E(j nur die Variabein xxy,, xfyt ... Xoyq9 enthalt.
Setzt man nun
{Z")-IEyZ-'S = A,
SHZ')-'EoZ-' = - A,
so wird
Egz-'SZ= — &SI(Z)-' ==
Setzt man also
M= E9Z-'SZ,
SO ist

M= —M\

also M eine alternirende Form, woraus der zu beweisende
Satz folgt, sobald die Determinante von W nicht Null ist,
da in diesem Falle Eq= /i wird.

Es sei nun umgekehrt S so beschatten, dass die characte-
ristische Function von 8 nur paarweise Elementartheiler
hat, die zu entgegengesetzt gleichen Wurzeln gehéren und

1) Auh S= W-iA foltft, H'-MH'-i W= B H'f wo auch
B eine alternirende Form, W symmetrisch ist.
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dass die Elementartheiler von der Form (P* ebenfalls paar-
weise vorhanden sind. Setzt man

so hat die Function
/?2(*— 1) + E(s + 1)

nur reciproke Wurzeln, zu denen gleiche Elementartheiler
gehdren, und die Elementartheiler von der Form (s+ |)2
sind paarweise vorhanden. Unter diesen Voraussetzungen
ist aber die Schaar

S(s— 1)+ A>+1)
nach einer Bemerkung des Herrn Frobeniusl) einer aus
conjugirten Grundformen As -j-Al gebildeten Schaar &hnlich.
Man hat also
P(S+ K)Q= A,
P{E- >)Q= A\
woraus 2PQ = A+ yl]
'1IPSQ--=A- AK
und die Determinante von A + Al kann naturlich nicht ver-
schwinden. Demnach wird
2Q = p-i(A + A ),
PSP-i= (A - ADN(A-\-A1-1;
oder auch nach dem zuvor bewiesenen Satze PSP ~\ also
auch S selbst, einer alternirenden Form &hnlich.

Man hat daher auch folgenden Satz:

Ist die Form S (von nicht verschwindender
Determinante) einer alternirenden Form &hnlich,
so sind auch die Losungen der Gleichung

X - XS= o

1) F, S 22
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deren Determinante nicht verschwindet, einer alter-
nirenden Form &ahnlich.

Der Volistandigkeit halber fuhre ich noch den analogen
Satz uUber symmetrische Formen an.

Ist eine Form einer symmetrischen &hnlich, so
ist sie das Product zweier symmetrischer Formen,
von den en wenigstens eine eine nicht verschwindende
Determinante hat.

Denn wenn die Gleichung besteht

VSV-' = (V3~'S1\\

welche ausdrickt, dass S einer symmetrischen Form ahnlich
ist, so folgt

rivsv-i(vir' = si
oder fur
ViV = W
ws = sl w =( wsy.

Demnach ist WS eine symmetrische Form WA also
s = W~ w,.

Dass dies auch umgekehrt zur Aehnlichkeit gentgt, er-
kennt man wie vorhin.

§ 6
ZurickfUhrung des Problems der conjugirten Transformation
einer Form in sich selbst auf rationale Operationen.

Zur Bestimmung der Formen U, wie sie in § 2) aus-
gefuhrt ist, scheint die Ermittelung der Wurzeln der characte-
ristischen Function von S wunerlasslich. Dagegen ist das
Problem der cogredienten (congruenten) Transformation U
einer Form S in sich selbst, wie ich an einem anderen Orte
zeige,]) solange nur eine der Determinanten U + EN* 1U —Ii\

1) Eh sei mir gestattet, hier auf eine in den Mathematischen
Annalen erscheinende Arbeit zu verweisen.
1889. Mmtb.-phy-. 01. 2. 14
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Yon Null verschieden ist, stets auf die Lésung des linearen
Systemes von Gleichungen
XS+ X'S'"= o

zurlickfUhrbar, und far den Fall der eigentlichen Substitutionen
kann man sogar in gewissen Fallen alle Formen U auf
diesem Wege erhalten?. Fur das hier vorliegende Problem
der conjugirten Transformation bestehen zum Theil &ahnliche
Verhéltnisse, insoferne auch hier jede LO6sung Tr, die
der soeben angegebenen Voraussetzung genugt,
linear ermittelt werden kann.

Setzt man

1) Xg= (E -QU)(E + <>U)-\

so wird XgS= (E-<>U)(S-1+ <>S' U)~\
oder wegen S~U— U~'S~I,
Us = su-\

X0S=(E- mQU)S(E+9TT"")-'=SIE-QU-")(E + 9U-i)-'
= - S(E—QU)(E + ?iU-\
d. h. es besteht die Gleichung
2) XgS= — SXln,
falls wie oben ~'~ =1 gesetzt wird.

Nimmt man nun g= ~ 1 an, so entsteht aus 2) wieder
die Gleichung
3) XS+SX = q
falls
X=(E~U)(ExUTFr\
oder

4)
gesetzt wird, wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je

1) Vtfl. F. S. 42 ff.,, wo der Fall der eongruenten Transformation
der symmetrischen Formen behandelt ist.
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nachdem q= 1 oder gleich — 1 genommen wurde. Das
heisst:

Jede Substitution U. die eine Form S von nicht
verschwindender Determinante in sich transformirt
und fur die wenigstens eine der beiden Determinanten
tU-[-E., JU— E\ nicht verschwindet, kann auf eine
einzige Art in eine der Formen

F= 2904
gebracht werden, wo X der Gleichung 3) genlgt
und die Determinante von 2?7-X ist dabei nicht
Null.1)
Aber dieser Satz kann auch umgekehrt werden und zwar
in folgender Weise:
Die Form
u =+
u N Et X
jst eine Substitution, welche jede Form $, deren
Determinante auch Null sein kann, in sich selbst
transformirt, sobald die Form X der Gleichung 3)
genugt, und die Determinanten von E + X (und E — X),
was jederzeit fur die homogenen Coefficienten von
X erreichbar ist,2 nicht verschwinden.

1) Int ndmlich IU-\-E nicht Null, so ist
X =(E— U (E+ U)-i- 2(E+ U)~I- E
also X+ EN 22i+ f/M;
ist dagegen |JU — E\ von Null verschieden, so ist
X = (E+ U)(E— t/i-i
d h X+ E= 2(E- U)-K
Auaserdem i»t
(X 4"E) S-3S(X —E) ~ o,
also ist auch E —X\ nicht Null.
2) Wenn \S\ nicht Null ist, kdnnen die Determinanten X-\- E
#und \X— E nur gleichzeitig verschwinden.
14*
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In der That wird
Usu= (E—X)(E+ Xr'S(E-X) (E+ X) "
Nun folgt aber aus den Gleichungen
(X + E)S+S{X —E) = o
S{X+ E) - (X- E)S= o
die eine unmittelbare Folge von U) sind, fiir die rechte Seite
der vorstehenden Gleichung der Ausdruck
(E- X)(E+ X)-1(E+ X)S(E+ X)-1
oder (E- X)S(E+ X)~I=5,
womit die Gleichung
I'SsUu =S
bewiesen ist.
Je nachdem das obere oder untere Vorzeichen in 4) ge-
wahlt wird, ist
UxtE=22E{E+X)~1
U+ E= + 2X(E + X)-'
ferner wird
5 US- SU= +4 (E+ X)->SX(E+ X
= + 4SX (E--X*)-1
So lange nun die etwaigen Parameter in X endlich
sind, d. h. diese Form selbst eine endliche ist, kann U mit
S nur vertauschbar werden, wenn X = o ist, d. h. fur die
identische Transformation 77= + E. Legt man andererseits
den linearen Parametern in X bestandig wachsende Werthe
bei, so erhédlt man im Grenzfalle, falls U eine endliche
Form bleibt, solche Substitutionen, fur welche die Deter-
minanten U-\-Elund U— E gleichzeitig verschwinden
kdénnen. Dabei kann auch, wie die Formel 5) zeigt, U mit
S vertauschhar werden, doch kodnnen sich Formen dieser
Gattung nur vermoge jener Grenzprocesse ergeben.
Indess wird man im allgemeinen keineswegs alle Sub-
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stitutionen auf diesem Wege erhalten. Von den hierher ge-
horigen Betrachtungen hebe ich die folgende besonders ein-
fache hervor.

Es seien zunachst diejenigen Substitutionen bestimmt,
fiir welche JU + E\ nicht Null ist.]) Dieselben sind von der
Form

U=(E --X)(E + X)~'.

Ich behaupte nun: Alle eigentlichenSubstitutionen,
far die U+ E verschwindet, aber nicht gleich-
zeitig \U — E\ Null ist, lassen sich aus den eben
angegebenen erhalten, indem man einen geeigneten
Grenzubergang vornimmt, falls die Form 8 einer
alternirenden Form &ahnlich ist.

Sei namlich W irgend eine Form, welche S in sich
transformirt, und |W — E\ nicht Null, wahrend \W-\-E\
verschwinden mag. Dann ist

wo nun die Determinante von A' im allgemeinen verschwinden
muss. Da aber die Transformation eine eigentliche ist, so muss
n eine gerade Zahl sein, und daher existirt auch eine Form
von nicht verschwindender Determinante Z, welche der

Gleichung
SZ+ZS = o

genuigt. Bezeichnet inan mit h einen beliebigen Parameter,

so ist auch
8{zZh {-A)--(A"-j*hZ)S= o

1) Znr Bestimmung der Coeflicienten der Form X kann man
natdrlich auch ahnliche nicht rationale Operationen wie in $ 2 an-
wenden. Sind z B. alle Wurzeln von — oK von einander ver-
schieden und paarweise entgegengesetzt gleich, so hangen diese
Coefficienten bei geradem n von n homogenen Parametern ab. Fur
ungerades n= 2p-~1 ist dagegen, wenn je zwei Wurzeln bis auf
eine entgegengesetzt gleich und verschieden sind, diese Anzahl gleich 2p.
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In der That wird
Usu= (E—X)(E+ X)-'S(E— X) (E+ X)~].
Nun folgt aber aus den Gleichungen
(X+ E)S+S(X — E) = o
S(X+ E)-f(X—E)S=
die eine unmittelbare Folge von tf) sind, far die rechte Seite
der vorstehenden Gleichung der Ausdruck

(E- X)(E+ X)-'(E+ X)S{E+ X)-*
oder (E- X)S(E+ X ri= 5,
womit die Gleichung
usu=s
bewiesen ist.
Je nachdem das obere oder untere Vorzeichen in 4) ge-
wahlt wird, ist
UxtE=22E(E+ X)~'
U-\E = + 2X (E+ X)*1
ferner wird
5) US—SU= +4(E+ xri1SX(E+ X)“1
= + 4SX (E-X*rl

So lange nun die etwaigen Parameter in X endlich
sind, d. h. diese Form selbst eine endliche ist, kann U mit
S nur vertauschbar werden, wenn X = o0 ist, d. h. far die
identische Transformation U = + E. Legt man andererseits
den linearen Parametern in X bestdndig wachsende Werthe
bei, so erhdlt man im Grenzfalle, falls U eine endliche
Form bleibt, solche Substitutionen, fur welche die Deter-
minanten ,U-\-E\ und U— I\ gleichzeitig verschwinden
koénnen. Dabei kann auch, wie die Formel 5) zeigt, U mit
S vertauschbar werden, doch kodnnen sich Formen dieser
Gattung nur vermdoge jener Grenzprocesse ergeben.

Indess wird man im allgemeinen keineswegs alle Sub-
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stitutionen auf diesem Wege erhalten. Von den hierher ge-
horigen Betrachtungen hebe ich die folgende besonders ein-
fache hervor.

Es seien zunachst diejenigen Substitutionen bestimmt,
fuar welche ;U + E\ nicht Null ist.]) Dieselben sind von der
Form

U=(E --X)(E + X)-'.

Ich behaupte nun: Alle eigentlichenSuhstitutionen,
far die jU+ E verschwindet, aber nicht gleich-
zeitig [U —E | Null ist, lassen sich aus den eben
angegebenen erhalten, indem man einen geeigneten
Grenzubergang vornimmt, falls die Form S einer
alternirenden Form &hnlich ist.

Sei namlich W irgend eine Form, welche S in sich
transformirt, und \W - E\ nicht Null, wahrend .W-\-E\
verschwinden mag. Dann ist

wo nun die Determinante von X im allgemeinen verschwinden
muss. Da aber die Transformation eine eigentliche ist, so muss
N eine gerade Zahl sein, und daher existirt auch eine Form
von nicht verschwindender Determinante Z, welche der
Gleichung

*SZ -j-Z8= 0
geniugt. Bezeichnet man mit h einen beliebigen Parameter,

so ist auch
SiZh \-X) + (X + hzZ)S= o

1) Zur Bestimmung der Coeflicibinten der Form X kann
nattrlich auch &ahnliche nicht rationale Operationen wie in $ 2 an-
wenden. Sind z. B. alle Wurzeln von — oK von einander ver-

schieden und paarweise entgegengesetzt gleich, so hangen diese
Coefticienten bei geradem n von n homogenen Parametern ab. Fur
ungerade» n= 2j)-]-1 ist dagegen, wenn je zwei Wurzeln bis auf
eine entgegengesetzt gleich und verschieden sind, diese Anzahl gleich 2p.

man
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und die Determinante von X-\-hZ verschwindet nicht fur
beliebige Werthe von h. Nun ist aber auch

Xt=(X + hz)-
eine Losung der Gleichung XS + a X = o, demnach

IT - F- *t
Lh~ E+ Xt

eine Form, far welche ,Uh+ -1 nicht Null ist. Da endlich

T E-(X +h 2Z)

h~  E+(x + hzy
so folgt fur h= o
lim Uh=W = Iim
wie zu zeigen war.

Die Substitutionen, welche sich fur ein X von nicht
verschwindender Determinante ergeben, zeichnen sich Uber-
haupt durch besondere Eigenschaften aus, von denen die
folgenden zwei noch erwahnt sein mdgen.

1) Ist X einer alternireiiden Form &hnlich,
ist die Substitution U einer orthogonalen Form
ahnlich.

Ist namlich Y selbst eine alternirende Form, so ist

o-*-r
U E+ Y

eine orthogonale Form,) wie aus den Gleichungen

O = ; * ¥y

oder 0 0* = E,

hervorgeht. Ist nun X = VYV \ so ist auch
V-xUV=0;

mithin U der orthogonalen Form O &hnlich. Solche Sub-

*) F. 8. 48 u. ff.

SO
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stitutionen entsprechen also dem Falle, wo S selbst einer
alternirenden Form ahnlich ist.

2) Ist X eine Form von nicht verschwindender
Determinante, so sind die Formen

SU Su us-\ s-'"U
alternirenden Formen &ahnlich.
Denn nach 5) ist
us—su=yY
wo Y eine Form ist, deren Determinante nicht verschwindet,
und die nach § 3, 1 der Gleichung
SY+ YS=o0
selbst gentigt. Nun ist ferner
UY= U2S-S=(IP-E)S;
YU=S—SU= S(E—U%
also, da U mit S2vertauschbar ist,
UYS + SYU=o.

Hieraus folgt aber leicht, da auch Y mit S2 vertausch-
bar ist,
(US) (s~}ys*) - (s-1y&) (rs) = o
(SU)(YS) + (YS)(SU) = o
(US-") (SY) 4-(SY) (US-') = o
(S-"U)(YS) 4- (YS) M-1IT) = o;
d. h. es haben die characteristischen Functionen [T — gE\

und \T+ gE\ dieselben Elementartheiler, wo T jede der
vier genannten Formen bedeuten kann.



