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Ueber gewisse Systeme Pfaff'scher Gleichungen.

Von E. v. Weber.

(Eingelaufen 7. Dezember.)

Die Theorie der besonderen Systeme Pfaff’scher Glei-
chungen, welche in der vorliegenden Mitteilung nntersucht
werden, umfasst diejenige der partiellen Differentialgleichungen
in drei Veriinderlichen als einen speciellen Fall, und hildet
gleichzeitig die Grundlage einer allgemeinen Integrations-
theorie der letzteren; es gelingt niimlich anf Grund der nach-
folgenden Entwicklungen, die Darboux’sche Integrations-
theorie der Gleichungen 2. 0.1) nicht nur zu vervollstindigen
und nach Lie’schen Principien geometrisch zu interpretieren,
sondern auch auf Gleichungen und Gleichungssysteme be-
liebiger Ordnung zu iibertragen.?)

Tm ersten Abschnitt entwickeln wir die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiiv, dass die genannten Pfatf’schen
Systeme Integralflichen der grosstmoglichen Mannigfaltiglkeit
besitzen und charalcterisieren hierdurch eine Klasse von Inte-

1) Ann. de I'Ee. Norm. VII, 1870; vgl. auch Konig, Math.
Ann. 24,

2) Ansiitze in dieser Richtung finden sichbereitsinden Biacklund’-
schen Abbandlungen Math. Anu. 11 und 13; der zulelzt genannte
Aufsatz enthiilt auch schon z. T. die Resultate, welche ich in einer
fritheren Mitteilung (Sitzungsber. der k. bayer. Ak, 1895, Bd. XXV,
Heft I) unter Il gegeben habe.
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gratiousproblemen, welche die partiellen Differentialgleichungen
helichiger Orduung in 3 Variabeln und die Systeme solcher
Gleichungen umfasst; im zweiten Abschnitt werden hinreichende
(aber im allgemeinen mnicht notwendige) Bedingungen dafiir
angegeben, dass sich die im I. Teil studierten Integrations-
probleme auf gewdhnliche Differentialgleichungen zuriick-
fithren lassen.

I. Abschnitt.

1. Sind z, y unabhiingige, 2 eine abhiingige Variable,
S0 sel:
131

aN— ( 2).

2 ’"_'31/
Verstehen wir unter [ eine Funktion von =z, y, ,
1 e
af) L af:'), unter oz, dz, . . (Iafl") beliebige Ineremente, so

setzen wir:

D(') 9/+L2a(a+1) 3(/\)

O (py—of (D
D.'/ (f) ’LAV_Q%J] -+ éui?‘)
5 = DTt D by 3 2 FORL
.s*f)
H— e -\ 2 a n
afr - DIV () dz 4+ D ”(/)(zy+zoaag)dag’.

also z B.:
Jc;f.") == ”'H) dx -+ a(H‘” dy; (Zu(k’ ”"H) dr+ ui:'_*;l) dy
1) ! (z=0,1,...7a; L=0,1,.. n-——l).
Ist ferner stets:
ddx — ddx, ddy—ddy, do" J de
so folgt aus (1)
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d0a? = 0de® (k=0,1,..n—2),
withrend wir die Ansdriicke
d c)'ai.’:” — t)‘(laf.’ill)_daf.fl ()'x—()'af.i)l d,v—}—dai.") c)"y-»——()'af.") dy
= dH™ ((=1,2,..0)7)

setzen wollen. Notieren wir noeh die Identitiit:

n

2) A©Of) —d(df) — 37 oL @o)

t=IL i—1

2. Betrachten wir nun die & Pfaff’schen Ausdriicke:

(3) (0),= M, 0z -+ N,y + X A, , da”

(t=1,2,... % k>1 su—n)d <)
worin die M;, N:;, A : Funktionen von z, y, 2, a(()‘), - af:‘)
bedeuten. Wir nehmen an, dass aus dem Gleichungssystem:
4 0)=00¢=12,..%)
keine Relation zwischen dz, dy allein folgt, so dass nicht
alle L-gliedrigen Determinanten der Matrix

[l Aoz, A1ry... Aus

) | o
| Aoi - Ak

identisch verschwinden, dass dagegen alle k- 2-gliedrigen
Determinanten der aus 2 k Zeilen und 2 + 3 Colonnen be-
stehenden Matrix

ﬂIi’ A(\,i’ Al,z’, . An,z‘, 0
N;, 0, Aoy o o oo Ay

(6) ‘
| . . . . |
1) Vgl. den § 4 meiner Arbeit: | Die Charakteristiken der

partiellen Differentialgleichungen®, Math. Ann. 47.
1895. Math.-phys. CI. 3. 28
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identisch Null sind, ohne dass dies bel allen k-}-1-gliedrigen
Determinanten der Fall ist.

Aus dem Verschwinden aller &+ 2-gliedrigen Determi-
nanten der Matrix, die aus (6) durch Streichung der ersten
Colonne hervorgeht, und aus dem Umstande, dass nicht alle
k-gliedrigen Determinanten (5) Null sind, lisst sich beweisen,
dass die & Gleichungen mit der Unbekannten wu:

k3

(7) (pl'(!l)>—'2f15,l‘{ll1l—s:‘() (2.':1123" ‘ﬁ‘)

s=10
genau n— /[ -F 1 Wurzeln gemein haben. Seien dieselben
durch die Gleichung

n—k-{-}
7 (K‘) = E Or ‘u"-k-}—l e ()

r=10

definiert, so kann man also setzen:

g (L) =7 (1) - E 2.; (=1

Die 4,;, 0, sind rational durch die A, ; ansdriickbar:

umgekehrt hat wan:

£

(8) A, ;= 20 Bsid.

re=u

3. Aus unseren Voranssefzungen iiber die Ansdriicke (3)
folgt ferner, dass sich die 2 & Gleichungen

L
U=M -+ 4, =0

8

(9) — (i=1,2,..F)
in = _N" + 2 Ag,,' [li’_l:‘:l) =0
s=0

anf genanw k-1 in den «F) unabhiingige Gleichungen
reducieren.  Diese kbnnen nun auf folgende Form gebracht
werden :
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n—k+1
- ) ( +1) A
(10) K Zd o =0 (i=0,1,.. k).
§=
In der That kann man die Funktionen »; eindeutig so
bestimmen, dass fiir jeden Wert der «®+1 die Beziehungen
gelten :

k-1 k-1
(1 1) Ui : Z )'s ¥ ](s’ I/z' 2 )vs 7 I{s-l-l
s=u s=u

denn die Coefficienten der a{*+! sind wegen (8) anf beiden
Seiten gleich, und die Vergleichung der von «"*1 freien
Glieder liefert fiir die Unbekannten #; die 2 % Bedingungen:

k—1

M,=>2,%;: N,= 2;, O

$=0 s=0
dass aber alle I+ 2-gliedrigen Determinanten der zu diesen
(tleichungen gehorigen Matrix verschwinden, ohne dass dies
alle k-}-1-gliedrigen thun, folgt ans den Voraussetzungen
der N. 2, wenn man fiir die 4,; thre Werte (8) in (6) sub-
stituirt wnd beachtet, dass g, als nicht identisch verschwin-
dend angenommen werden kann.

Da man aus denselben Griinden die K vermodge (11)

als lincare homogene Funktionen der U;, V, ausdriicken
kann, =0 sind die Systeme (9) und (10) véllig Hquivalent.

4. Als ,Charakteristik n. O.“ des Pfaff’schen Systems
(4) bezeichnen wir jeden Streifen n. O., der einem der
n—Fk-41 folgenden Gleichungssysteme geniigt:

(12) dy = Av dx

(13) de’ = (™ + A, «F) dz(i=0,..73 r=0,..0-1)
(1) e = (e 4 4, a("'l ) dx (1=10,1,.. n),

unter A, A,,.. 4,14, die Wurzeln der Gleichung

(15) 2(—A)=0,

98*

-
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unter den e+ Kunktionen von z .. a{") verstanden, die (10)
befriedigen. Die Klimination der (1 ans (10) (14) fihrt
wegen (15) auf die folgenden Gleichungen, die (14) ersetzen
konnen :

n-k

(16) 20 B,,dd) +xde=0 (i=0,1,..%),

s
— e
(B =" (= 1.
r=0
Aus unserer Definition folgt, dass alle o0? Tlichen-
elemente - 1. 0., die sich an eine Charakteristik anschliessen,
den Gleichungen (10) geniigen.

5. Ein mit dem Pfaff'schen System (12) (13) (16)
dguivalentes System erhiilt man auch, wenn man in jeder
der Identitiiten

"
(17) (@), = D0, (@) (i=1,2..%)

s=1
die Coefficienten der dz, dy, del anf beiden Seiten gleich-
setzt, und hierauf die o5, eliminiert. Zur Verification dieser
Thatsache bemerken wir, dass aus der einzelnen Identitiit
(17) durch die geschilderte Operation ausser den Relationen
(12) (15) zwei Gleichungen fiir die da® hervorgehen, die
andererseits auch erhalten werden, wenn man aus dem ent-
sprechenden Gleichungspaar (9) und aus (14) die «i+? eli-
miniert. Unsere Behauptung folgt dann aus der Aequivalenz
von (9) und (10).

6. Ist nun s ein ,gemeinsamer Streifen n. O. der
Pfaff’schen Gleichungen (4)¢, d. h. geniigh s den Gleichun-
gen (4), so folgt aus (17), dass die n Gleichungen

(18) CdH =0 (i=1,2,.n)
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sich auf genau n—~% unabhiingige reducieren, wenn die
dz, dy, da den Relationen (12) (16) geniigen; es kounnen
niimlich nicht alle %-gliedrigen Determinanten der Matrix

()s i

ol
identisch verschwinden, da sich sonst entgegen unserer Voraus-
setzung tiber die Ausdriicke (3) fiir dieselben eine lineare
Identitiit ergiibe. Wenn nun keine der Relationen

(19) dy=Aydx(v=1,2,..0n—k+1)

erfiillll ist, so kann man aus (12) (16) (18) die Grossen
dz, dy, de™ eindeutig bestimmen, wie aus der Form dieser
Gleichungen leicht hervorgeht. Bezeichnen wir mit dyz,dyy,
d,a dieses Losungssystem, mit e, ¢/, ¢’ successive Ele-
mente n. O. von s, so gibt es n—7% + 1 zu e benachbarte,
mit ihm vereinigt liegende Elemente ¢, (z 4 d, z, ... e
- d, «); aus der geometrischen Bedeutung der Gleichun-
gen (18) folgt dann?'), dass diese Elemente mit e, ¢’ zu-
sammen auf demselben Element n--1.0. F gelegen sind,
das nach der Schlussbemerkung der vorigen N. die Rela-
tionen (10) befriedigt. Desgleichen gibt es n—F%k 41 zu e’
benachbarte Elemente ¢, (x+d, z+ dx+d, dz,....), die
mit ¢’ ¢’ zusammen ein den Relationen (10) gentigendes
Element n--1. 0. I bestimmen; die Incremente d, dz..d, da
berechnen sich aus (12) (16) (18), nachdem man darin unter
Berticksichtigung der N. 1 die z..«® durch z 4 dz etc.
ersetzt hat. Dureh s geht wmithin ein und nur ein Streifen
n—+1.0.8, dessen Elemente £, E‘.. den Gleichungen (10)
geniigen?), und die Elemente e,, e, ... erfiillen fir r=1,..

Py 3

1) Vgl. meine pag. 425 citierte Arbeit § 4.
2) Dasselbe folgt kiirzer daraus, dass die Elimination der af-"+1)
aus (10) und:
...... d (15") == a$~"+1) o4 af-i;_-*l-l) dy(i=0,1,..7)
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iw—1Il -1 einen und denselben, auf S gelegenen, zu s be-
nachbarten und mit ihm vereinigt liegenden Streifen s,.

7. Verlangen wir nun, dass s, wieder ein Streifen
des Pfaff’schen Systems (4) sei, so miissen vermdige
unserer Annahmen iiber s die Beziehungen gelten:

d,(0),=0, i=1,..k)

wie auch ¢ auf s gewihlt sein mag. Da nun aus (17), in-
dem man darin d-und 0 durch d, ersetzt, die Beziehungen

(d,),=—0
folgen, so hat man auch d(d,),— 0, da doch ¢' und ¢
ebenso wie ¢ und ¢, Elemente einer Charakteristile sind.

Mithin setzt sich unsere Forderung in die andere um,
dass die (von den zweiten Differentialen freien) Ausdriicke

(20) d,(9), — §(d,),

identisch verschwinden, wenn die d, @, d,y, d @) den Re-
lationen (12) (16), die dx .. den Gleichungen (18) geniigen.
Nun sind aber die d,z ete. anch durch (12) und (14) de-
finiert, unter den «{+) Grissen verstanden, die (10) he-
friedigen, und das allgemeinste Incrementensystem d ¢, dus
(18) erfiillt, ist demzufolge durch
(21) uf."'H)dx -+ af.’_'l_'*l'])()‘y
gegeben, worin die «{*+) dieselbe Bedeutung haben, wie in
(14), wihrend die dx, dy ganz willkiirlich bleiben.t)
Fiihrt man jetzt die Differentiationen in (20) nach N, 1
aus und ersetzt hinterher die Incremente durch ihre Werte
(14) (21), so erhiilt man nach kurzer Rechnung als not-

auf die Bedingungen (4) fijhrt, und dass, wenn diese erfiillt sind,
aus den genannten Gleichungen die af."'l'l) sich eindeutig berechnen

lassen, wenn keine der Relationen (19) erfiillt ist.
1) Vgl. das Citat auf pag. 429.
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wendige nnd hinreichende Bedingungen dafiir, dass s, wieder
ein Streifen des' Pfaff’schen Systems (4) sei, die folgenden:
Man muss vermdge der Gleichungen (9) oder (10)
identisch haben:

(22) DOTHY=DVU) (i=12..%),
oder, was wegen (11) dasselbe ist:

23) DYN(K.,)=DY(K) (s=01,..k

Y

1).

8. Da somit, wenn diese Bedingungen erfiillt sind, auf
s, als einen gemeinsamen Streifen der Pfaff'schen Glei-
chungen (4) wieder dieselben Schliisse angewendet werden
konnen, wie anf s, so kommt man durch unbegrenzte Wieder-
holung dieser Schlussweise zu dem Resultat, dass dorch s
eine und nur eine Fliche v hindurchgeht, die den Glei-
chungen (4) sowohl als auch den % - 1 partiellen Differential-
gleichungen n -+ 1. 0. (10) identisch geniigt. Bemerken wir
niimlich, dass die Fliiche », sofern sie iiherhaupt existiert,
schon durch die Forderung, s (und S) zun enthalten und
irgend einer der Gleichungen (10) zu gentigen, vollig be-
stimmé sein muss, so folgt die Existenz dieser Flache aus
den bekannten Fundamentaltheoremen!), wenn wir gewisse
Continuititshedingungen als erfiillt ansehen; also:

»Bestehen die Relationen (23), so geht durch jeden ge-
meinsamen Streifen n. O. von (4), der keine der Gleichungen
(19) befriedigt, eine und nur eine ,Integralfliche® des Pfaff’-
schen Systems (4), welche aus je oo! Charakteristiken eines
jeden der m — & 4+ 1 verschiedenen Systeme aufgebaut ist.®

Das so erhaltene Integral (4) hiingt offenbar ab von
n—k 4+ 1 arbitriren Funktionen je eines Arguments.?)

1) Geniigt s ausser den Relationen (4) auch einer der Glei-
chungen (19), ohre indes eine Charakteristik zu sein, so geht durch
ihn eine Integralfliche von (4), die ihm entlang eine Riickkehr-
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. Sind die Voraussetzungen der NN. 2 und 8 in Betreff
der Ausdmeke (3) erfiillt, so nennen wir die Gesamtheit der
n — k 4 1 Charakteristikensysteme der Gleichungen (4) ein
sunbeschrinkt integrables Streifensystem® und be-
zeichen es mit dem Symbol S®,. Je nachdem nun die
Ausdriicke (3) keine, oder 1, 2, . . & unabhiingige lineare
Combinationen der Form d®, gestatten (unter den @, Funk-
tionen von z ..« verstanden), ergiebt sich eine wichtige
Einteilung der Systeme S®  in & -1 Arten, die wir mit
dem Symbol
24) 8¢ L (1=0,1,.. k)

nl-

k

bezeichnen wollen.') Besonderes Interesse bietet der Fall
I =1F; man kann dann die (0); durch die d@; ersetzen und
demzufolge den Ausdriicken M;, N;, A;; der N. 2 bez. die
Bedeutungen

)

DU (wy), 1)“‘—”(«1»), W

beilegen. Die Bedingungen (23) sind jetzt cine Folge der-
jenigen der N. 2; man erkennt dies entweder nach N. 7
aus (2), indem man f durch die @, ersetzt, oder direkt daravs,
dass die Relationen (22) nunmehr identisch, nicht nur ver-

kante n. O. besitzt (vgl. meine pag. 425 citierte Arbeit, §7); durch
eine Charakteristik geht eine Schaar von Integralfliichen, die
noch von einer arbitriren Funktion eines Arguments abhiingt. Die
Integralfliichen des Textes sind, als Schaaren von o? Flichenelementen
aufgefasst, die allgemeinsten ,Integraliiquivalente® des Pfaff’schen
Systems, das aus der ersten Gruppe der Gleichungen (1) und aus (4)
gebildet wird.

1) Die in meiner friheren Note und in meiner Arbeit Math.
Ann. 47 betrachteten Systeme sind demnach mit S(") (1=0,1,..n),
das Charakteristikensystem einer Gleichung n. O. mit S,(tl, 1z be-
zeichnen; den Fall S{)I,)o betrachtet gelegentlich Herr Biécklund
(Math. Ann. 13); Beispiele fir die Fille S5 und S, finden sich
in meiner oben citierten Arbeit.
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mige (9), erfillt sind. Die & in Bezug auf die « unab-
hiingigen Gleichungen n. O.:

(25) O, =0C(i=1,2,..k%),

in denen die C; willkiirliche Constante bedeuten und die wir
als ein Involutionssystem bezeichnen, besitzen dann ein
gemeinsames Integral mit 2 — & 41 arbitriren Funktionen, in
dem Sinne, dass durch jeden ihrer gemeinsamen Streifen n. O.

im allgemeinen eine und nur eine gemeinsame Integralfliche
hindurchgeht.

10. Die vorstehenden Bemerkungen gelten auch, wenn
einige der Cy, etwa die m ersten (0 <m <Fk), durch Null
ersetzt werden; die Bedingungen der N. 2 miissen jetzt ver-
mdge der Gleichungen

O =0,.. D,=0

bestehen, und auf eben diese Relationen ist auch bel der
Wahl des Ausgangsstreifens s (N. 6) Riicksicht zu nehmen.

11. Die Bedingungen (23) driicken aus, dass die Glei-
chungen n 4 1. 0. (10) im Sinne der vorigen N. ein In-
volutionssystem bilden. Ist umgekehrt ein System von k-1
involutorischen, in Bezug auf die «*+1 linearen und unab-
hiingigen Gleichungen n 4 1. O. vorgelegt, so kann man
dasselbe, wie leicht zu schen, auf die Form (10) bringen,
woranf durch (3) und (17) ein System Sf,"lk,l definiert 1st,
wenn man setzt:

k—1 k—1 s
] AT . R < :
],[, — } Api Ay A’\l' = E Ay Zrd1s “1.\-’ N > O As—r, 1y
r=0 r=0 1=0

unter den Z,; irgend welche %* Funktionen von z .. e mit
nicht identisch verschwindender Determinaunte verstanden.
Der Charakter I des Systems S, bestimmt sich damn
durch algebraische Operationen, die ! integrabeln Combina-
tionen d@; der Ausdriicke (d); durch Integration gewdhn-
licher Differentialgleichungssysteme,






