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Ueber zwei Abel'sche Sitze, die Stetigkeit von
Reihensummen hetreffend.

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelaufen 10. Juli)

In seiner beriihmten Abhandlung {ther die binomische
Reihe hat Abel zwei wesentlich verschiedene, auf die Stetig-
keit einer Potenzreihe beziigliche Siitze abgeleitet.) In dem
ersten?) dieser Siitze wird die Stetigkeit der Summe

@
S(x) = Y3 a, 2" als Function von x erwiesen; bei dem zweiten?)
0
treten an die Stelle der constanten Coefficienten «, stetige
Functionen einer recllen Veriinderlichen y, und es handelt
sich um die Stetigkeit einer Reihensumme von der Form

@w
S(x,y) =01 (y) -z ber constantem z und verinder-
v

lichem y.

Zweck der folgenden Mittheilung ist es, zuniichst an den
ersten dieser Siitze cinige historische Bemerkungen zu kntiipfen
und hierauf eine von Herrn Stolz herriihrende Verallgemeine-
rung desselben etwas anders zu formuliren und elementarer zu
beweisen. Sodann sollen die gegen den zweiten Satz er-
hobenen Einwendungen, welche in Wahrheit nicht die Giiltig-
keit des Satzes selbst, sondern nur diejenige des Abel schen

1) Crelle's Journal, Bd. I, S. 814, 315. — Oeuvres compl., d. Sylow
et Lie, T. 1 p. 228, 224,

%) a. a. 0. Lehrsatz 1V,

8) a. a. 0. Lehrsatz V.
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Beweises in Frage stellen, sowie die zu seiner Rettung vor-
geschlagenen Modificationen besprochen und durch den Nach-
wels ergiinzt werden, dass der fragliche Satz in der von Abel
gegebenen Fassung wirklich unrichtig ist.

1.

Der erste der genannten Sitze sagt aus, dass die fiir
irgend einen positiven Werth 2 = X als convergent voraus-
w0
gesetzte Reihe ¥ a, 27 fiir jeden kleineren positiven Werth 2
0
gleichfalls convergirt, und dass sodann ihre Summe S(z) {ir
2 < X ecine stetige Function von 2 darstellt.
Was den von Abel

zeichnet, ist der Umstand, dass dabel keineswegs die ab-

gelieferten Bewels besonders aus-
solute Convergenz der Reihe fiir @ = X vorausgesetzt,
noch von der fitr 2 < X sicher vorhandenen absoluten
Convergenz Gebraunch gemacht wird. Der Kern des Beweises
besteht vielmehr darin, dass — nach heutiger Ausdrucksweise
— die gleichmiissige Convergenz der Reihe fiir das Intervall
0 <2 <X (also inshesondere mit Kinschluss der Grenze X)
dargethan wird, sofern nur ):, a, X" iiberhaupt (d. h. even-
0

tuell auch nur bedingt) convergirt.

Es mag uns heutzutage, wo der Begriff der gleich-
miissigen Convergenz ein allgemein geliiufiger Elementar-
Begriff geworden ist, kawm erkliirlich erscheinen, dass dieser
von Abel schon im Jahre 1827 publicivte, fiusserst einfache
und villig einwurfsfreie Beweis lange Zeit iiberhaupt nicht
verstanden oder doch schwer verstiindlich befunden wurde, und
dass noch im Jahre 1862 ein so scharfsinniger Mathematiker
wie Lionville ausdriicklich erkliirt hat:!) er finde den frag-
lichen Beweis ,schwer auseinanderzusctzen und sogar
schwer zu verstehen,® weshalb er Dirichlet zur Abfassung

1) Journal des Math., 2itme Série, T. 7, p. 253,
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eines anderen Beweises veranlasst habe. In Wahrheit ist aber
dieser an der betreffenden Stelle mitgetheilte Dirichlet’sche
Beweis nicht nur merklich complicirter als der Abel'sche,
sondern auch viel weniger geeignet, die wahre Grundlage
der Stetiglkeit einer Potenzreihe deutlich hervortreten zu lassen.
Und ich kann es mir lediglich aus einem formlichen Aber-
glauben gegen den Abel’schen Beweis erkliiren, dass man
an dessen Stelle auch in manchen neueren, schon dem Zeit-
alter der gleichmiissigen Convergenz angehrigen Lehrbiichern?)
den schwierigeren und weniger priignanten Dirichlet’schen
Beweis findet.

Will man sich ein Bild davon machen, welch’ mangel-
haftes Verstiindniss die Abel'sche Abhandlung iiber die Bi-
nominialreihe und inshesondere seine Stetigkeits-Sitze noch bis
in die Mitte des Jahrhunderts gefunden haben, so lese man die
zum Theil geradezu absurden Einwendungen, welche Bjorling
i seinen  ,Doctrinae serierum infinitarum exerci-
tationes*?) dagegen erhoben hat.?) Ohne auf dieselben im
einzelnen einzugehen, michte ich wenigstens einen Punkt hier
hervorheben. Bekanntlich ist Abel zur Aufstellung seiner
Stetigkeitssiitze fiir die specielle Classe der Potenzreihen
durch die Frkenntuiss veranlasst worden, dass der von Cauchy
(Anal. algébr. p. 131) ausgesprochene allgemeine Stetig-
keits-Satz nicht haltbar sei, wie das Beispiel der Reihe
iv (— 1y-1. % -sinyz  beweise.t)  Dem  gegenitber erhiilt
1
Bjorling den Cauchy'schen Stetigkeits-Satz vollkommen auf-
recht,®) und glaubt Ausnahmefiille, wie den eben genannten,
durch Aufstellung des folgenden Principes erledigen zu kinnen:

1) z. B. Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques,
2itme ¢d. 1875, p. 86.. Thomae, Elementare Theorie der analytischen
Functionen, 1880. S. 48.

2) Nova Acta Upsal. T. XIII (1847).

3) a. a. 0. S. 62. 66. 156.

4) 5. Fussnote zu Lehrsatz V. a. a. O. S. 816 bezw. 224.

5 a. a. O. S. 63.



346 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. Juli 1897,

Wenn eine Rethe 3£, (2) auch fiir einen gewissen Werth X
und fiir jeden einzelnen Werth 2 < X convergirt, so folge
daraus noch keineswegs, dass sie auch in unendlicher
Nithe der Stelle X convergiren miisse (). Gerade aus der
Unstetigkeit der oben genannten Reihe fiir 2 = 0 gehe aber
unzweideutig hervor, dass dieselbe in unendlicher Nithe von
2 =10 nicht mehr convergire, da fiir eine in irgend einem
Intervalle wirklich ,in einem Zuge* d. h. ausnahmslos
convergirende Rethe (serics wno tenore convergens) die Giiltig-
keit des Cauchy schen Stetigkeits-Satzes ausser Frage stehe.
Selbstverstiindlich beruht dieser Fehlschluss (genau wie bei
Cauchy) auf der Supposition, dass eine in irgend einem
Intervalle ausnahmslos convergirende Reihe eo ipso jene
Ligenschaft besitzen miisse, die wir heute als gleichmiissige
Convergenz bezeichnen, withrend auf der anderen Seite das
(von Bjorling villig unverstandene) Verdienst Abel's gerade
darin besteht, dass er fiir die specielle Classe der Potenzreihien
die Existenz dieser Eigenschaft wirklich bewiesen hat. —

Der in Rede stehende Abel’sche Satz lisst sich bekannt-
lich ohne weiteres auf den Fall einer complexen Veriinder-
lichen @ in der Weise iibertragen,!) dass daraus die Stetigkeit
der Reihensumme bezw. die gleichmiissige Convergenz der
Reihe hervorgeht fiir alle Stellen 2 irgend eines Radius 0X,
mit Einschluss des Peripherie-Punktes X (natiirlich wieder
unter der Voraussetzung, dass fir =X dic Convergenz
der Reihe feststeht). Herr Stolz hat sodann diesen Satz durch
Hinzufiigung des Nachweises erweitert, dass die gleichmiis-
sige Convergenz erhalten bleibt fiir alle Stellen eines Strahles
z, X, falls z, einen heliebigen Punkt im Innern des Conver-
genz-Kreises bedeutet.?)

Da der Beweis des Herrn Stolz die Darstellung der com-
plexen Zahlen durch trigonometrische Functionen erfordert,

1) s. z. B. Briot et Bonquet a. a. O.
%) Zeitschr, £ Math. Bd. XX, S. 870. -— Bd. XXIX, 8. 127. — Vorles.
iiber allg. Arithmetik, Bd. II, S. 157.



A. Pringsheim: Ueber zwei Abel'sche Siitze etc. 347

und es mir andererseits wiinschenswerth erscheint, derartige
den Elementen der Functionenlehre angehorige Siitze nach dem
Vorgange von Weierstrass, soweit als miglich, ohne An-
wendung dieses transscendenten Hiilfsmittels zu begriinden, so
michte ich mir erlanben, einen rein elementaren Beweis des
betreffenden Satzes hier mitzutheilen.  Dabei halte ich es fiir
zweckmiissig, dem letzteren die folgende Fassung zu geben:

Convergirt die Rethe 25 a, 2" fir irgend einen
Peripherie-Punkt X ihres Convergenz-Kreises, so
convergirt sie gleichméssig fiir alle Stellen z im In-
nern und auf der Begrenzung jedes Dreiecks z, Xz,
wo z,, 2, zwel beliebige Punkte im Innern des Con-
vergenz-Kreises bedeuten.

Um den Beweis des Satzes etwas zu vereinfachen, bemerke
man, dass durch die Substitution:

(1) =X-z (also: &= f{,—,

CE;=_\'= 1)

die Rethe 2Ja,2” in eine solche von der Form: X7 (a, X*) -2
= a,- & iibergeht, welche den Convergenz-Radius 1 besitzt
und fiir die Stelle =1 noch convergirt. Da sodann vermdge
der linearen Relation (1) jeder im Innern des urspriinglichen
Kreises verlaufenden Geraden @ X eine im Innern des Einheits-
kreises verlaufende Gerade x”1 entspricht und umgekehrt, so
geniigt es offenbar, statt des oben ausgesprochenen Satzes den
folgenden zu beweisen:

Ist die Reihe 2Ja, convergent (wenn auch nur
bedingt), so convergirt X a,2” gleichmissig fiir alle
Stellen # ini Innern und auf der Begrenzung jedes
Dreiecks z, 1z, wo: [z, <1, |2, |<1.

Beweis. Zieht man vom Punkte %, welcher den Werth
# =1 repriisentiven soll, eine bheliebige Sehne KB und fillt
von B ein Loth BA auf die reelle Axe OF, so mag gesetzt
werden:

2 OAd=a, also: BA=711—ax
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Die Coordinaten &,7 eines jeden auf I/ B gelegenen Punktes
2 =&+ 5i geniigen alsdann der Bedingung:
7 BA V1 -(12 1+a
1—E~A]3_ I—a 1—a
sodass also:

1+a
(3) n=p-(1-—8), Wo:b:] L. 3

1—a

Bezeichnet also 9 eine dem Intervalle 0 <9 <1 ange-
horige Zahl, so werden die beiden Bezichungen:

@ a<i<]1
=0 (1—8
die Coordinaten aller moglichen Punkte @ = & + 7¢ definiren,
welche der Begrenzung oder dem Innern des Dreiecks I3 A 17
angehdren.
Es werde nun vorliufig & moch in der Weise einge-
schriinkt, dass:

) >0
und daher:
(6) I e<s—d it

Dann soll zuniichst hewiesen werden, dass Y a, 2z fiir alle
Stellen des in der Figur mit D € I bezeichneten rechtwinkligen
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Dreiecks einschliesslich der Begrenzung gleichmiissig con-
vergirt.

In Folge der Convergenz von > a, lisst sich einem beliebig
kleinen ¢ 2> 0 eine natiirliche Zahl % so zuordnen, dass:

|n+l: l
Yva, ! <e firk=0,1,2,...

n

@ e = -

Andererseits findet man mit Hiilfe der Abel’schen Trans-
{formation:

-k n4lk—1
L o, " = 2-’ ]) ) (1;1 - CL1+]) + ])n-i-k otk
2

E—1 X
——" (] . _g:) { 20:1' RS:H-:') - ar ‘*‘ ]&:"‘,’l) : i__"’ _ :[.

NI

und daher mit Beriicksichtigung von Ungl. (7):
ntk | - 2k I.’E k
}Jr a, <o z"| 1—ua _|_ [ )
Lon l 1 — ] et

Da aber |2 <1 und: [1—z|[>|1—lzl|=1—|z], so
kann man im Nenner des letzten Gliedes |1—a durch 1— |z

ersetzen, sodass sich ergiebt:

R [t 1 —a
(8) | [ ra,ar <eo i

A |
"!-‘1

Man hat aber, wenn 2z = & + i dem oben bezeichneten
Bereiche angehirt, mit Beniitzung der Beziehungen (3), (4)
und (6):

1

L I PN A (i

2T (@)

ESRRS
oo

1—8-Vi46*p? ‘
<l _)_mpj(rl' 2 6 GL W)

<o, VIts
R B ()

1897. Sitzungsb. d. math.-phys. Cl, 23
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2 .
e G GL @),
2

= Bfa 14a 1—u Ungl. (6)).
2 1—a 2
o1/
Vi—a
sodass Ungl. (8) schliesslich in die folgende ithergeht:
[l | 2.V3 -
(9 I)E,-(l,.w"‘<]—/-]-_"..g (k==0,1,2,..),

giiltig fiir jeden Werth @, welcher der Begrenzung oder dem
Innern des Dreiecks D ' 1) angehort: die Rethe X a, 27 con-
vergirt also fiir diesen Bereich gleichmiissig. Da sie im
tibrigen fiir jeden einschliesslich seiner Grenze ganz inner-
halb des Einheitskreises gelegenen Bereich eo ipso (absolut
und) gleichmiissig convergirt, so folgt ohne weiteres die
Gleichmiissigkeit der Convergenz auch filr jedes Dreleck,
das aus D C'1J durch passende Verschichung der Kckpunkte
O, D (z. B. bis nach €7, I)) entstelit. Und da die analoge
Beweisfithrung auch fiir jedes Dreieck gilt, dessen Spitze dem
unteren Halbkreise angehirt (withrend die Grundlinie wieder
emen Theil des Diameters 17 " bildet), so ergiebt sich schliess-
lich die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes in dem urspriing-
lich behaupteten Umfange. —

Als Folgerungen des eben hewiesenen Satzes ergeben sich
unmittelbar die folgenden Siitze:

Convergirt die Reihe X5, 27 fiir die Stelle X auf
dem Convergenz-Kreise, so convergirt sie gleichmissig
aut jedem innerhalb des Kreises verlaufenden Curven-

mtm—
stitcke x; X, welches den Convergenz-Kreis nicht
tangirt.?)

) Picard, Traité Q’Analyse, I 11, p. 78. Der dort gegebene Be-
weis stimmt mit demjenigen des Herrn Stolz iiherein,



A. Pringsheim: Ueber swei Abel'sche Sétze ete. 351

Convergirt die Reihe 2Ja, 2 fiir alle Stellen,
welche einen zusammenhiingenden Bogen des Con-
vergenz-Kreises ausmachen, so convergirt sie gleich-
missig auf jeder gebrochenen Linie, die sich der
inneren Seite dieses Bogens beliebig nahe anschmiegt.

Dagegen scheint es nicht moglich zu sein, auf diesem
Wege irgend etwas hestimmtes ither die Gleichmiissigkeit
oder Ungleichmiissigkeit der Convergenz auf dem Kreis-
bogen selbst auszusagen: man ist in dieser Hinsicht auf die-
jenigen Hiilfsmittel angewiesen, welche durch die Integral-
Darstellung der Reihen-Coefficienten geliefert werden.

Der zweite der Abel'schen Siitze wiirde mit Anwendung
der in der Kinleitung dieses Aufsatzes gebrauchten Bezeich-
nungen folgendermaassen lauten:

Sind die Functionen £, () (v =10,1,2,...) stetig fiir
a«<y<b und convergirt die Reihe

S (o y) =3 fr () - o
0

fiir einen gewissen Werth x =X2>0 und « <y </, so
ist dieselbe auch convergent fiir jedes positive x <X,
a<y<0bund ihre Summe stellt eine in diesem Inter-
valle stetige Funetion von y dar.

Der betreffende Beweis beruht auf der Anwendung der
Ungleichung:

n

i ™ ] @» 2\" - 3 2 \* >
(10) P_J‘,, fr () & | = | > <\> (X (‘\) - I7 (X, y).
wo I"(X,9) die obere Grenze der Werthe:

V() - X [ () - N A L () - X1
[ () X A foga () X HY - (g () - Xob2 | L
23*
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bedeutet. Nun ist eine bestimmte oberve Grenze dieser

@
Ausdriicke wegen der vorausgesetzten Convergenz von Y £, (y) - X

zwar fiir jedes einzelne y des Intervalls @ <y <b, aber bei
veriinderlichem y nicht nothwendig fiir die Gesammtheit
dieser y vorhanden. Der Beweis ist also unzuliinglich und
wird nur d:mn vollstiindig, wenn man die Forderung, dass

n-to
I Sofely) - X | fir o = 0,1,2,... und alle y des Intervalls

&
n i

a <y <b stets unter einer festen positiven Zahl bleiben soll,
ausdriicklich in die Voraussetzung autnimmt. IHiersu
ist hinreichend?!) (aber keineswegs nothwendig?), wenn die

@
Reihe 3 £, () - X als gleichmiissig convergent fiir a <y <l

vorausgesetzt wird.

Man kann aber vermige einer einfachen Modification
des Beweises diese Kinschriinkung auch durch die folgende,
uﬁ'vnb:u' geringere ersetzen, dass die einzelne Terme

£ (y) - X fiiv alle i des Illt(l\"lux a <y <0b numerisch unter
einer iustcn positiven Zahl G bleihen. Man hat dann nur, wie
Herr Sylow in einer Note zu dem fraglichen Satz bemerkt
hat,®) statt von der Bezichung (10), von der folgenden aus-
zugehen:

A S h @) <3l 10)- \"\ ($)<(§)¢ 5=

um zu erkennen, dass dieser Ausdruck fiir alle In Betracht
kommenden Werthe von y lediglich durch Wahl von »n heliebig
klein gemacht werden kann.

Ieh michte dem hinzufiigen, dass sich dieses Resultat noch
in folgender Weise verallgemeinern liisst. Krstens braucht

1) Stolz, Allg. Arithmetik, Bd. [, S. 842, Note 29.

%) Auch hel einer ungleichmiissig convergirenden Reihe kimnen
Jju die Reste immerhin durchweg numeriseh nnter einer fosten positiven
Zahl bleiben.

3) Abel, Oeuvres compl., T. I, p. 308.
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man, wie Ungl. (11) lehrt, die Convergenz der Reihe
=]
Yo v () - X¥ tiberhaupt garnicht vorauszusetzen, es geniigt

0
schon die hlosse Iindlichkeit der Terme /,(y)- X*. Zweitens
erscheint es aber sogar fiir die Giiltigkert des Satzes schon
hinreichend, wenn nur [ =7 - £, (y) - Xv| fiir cine beliehig gross
anzunchmende positive Zahl p unter einer endlichen Grenze
bleibt.  Denn man kann alsdann  die Ungl. (11) durch die
folgende crsetzen:

(12 S hl)- X <5 ) X0 o ()

b

A\ ol , (@
<wr-(2)-6- 564 19 (2)

Dahel hesitzt offenbar der letzte Factor (als Summe einer
convergenten Rethe) einen hestimmten endlichen Werth, wiihvend

»

Tt SR .
,,,1'.< ,> durch Wahl von n beliechig klein gemacht werden

kann.  Man kann also den fraglichen Satz schliesslich durch
den folgenden ersetzen:

Bleiben fiir irgend cinen positiven Werth X und
fiir alle dem Intervalle a <<y <l angehirigen Werthe y,
nach Annahme einer beliehig grossen positiven Zahl
p. die Terme [ »72-f,(y)- X" | unter einer festen posi-

w
tiven Zahl, so convergirt die Reihe Y[, (y) -2 fiir
0

jedes w, dessen absoluter Betrag unter X liegt:; und
ihre Summe ist 1m Intervalle « <y <h cine stetige
Function von y, wenn die einzelnen f.(y) fiir jeden
endlichen Werth » diese Eigenschaft besitzen?)

Diese Fassung des Satzes zeigt, dass im Falle X <I ein
Unendlichwerden von lim f, (y) fiir gewisse oder auch alle

y=u

D) Der Satz in dieser Form gilt offenbar auch ohne weiteres fiir
complexe Werthe von . und 7: man hat nur an die Stelle des Inter-
ralls (¢, b) einen irgendwie begrenzien Bruch 7' zu setzen.
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moglichen Werthe von y keinesfalls auszuschliessen ist: die
Convergenz der geometrischen Progression 2 (|| <1) ist
eben emne so iitberaus starke, dass durch sie ein solches Un-
endlichwerden von lim £, () vollstiindig paralysirt wird.

r="m
Hiernach erscheint es aber keineswegs ganz unwahr-
scheinlich, dass bei der urspriinglichen (Abel’schen) Formu-
lirung des fraglichen Satzes, wobei die Convergenz der Reihe

@®
Yooy - X (tir « <y <b) zur Voraussetzung diente, eine
0

etwaige Ungleichmiissigkeit dieser Convergenz durch Ver-
wandlung von X in emmen numerisch kleineren Werth =
gleichfalls allemal aufgehoben werden kénnte. Mit anderen
Worten, es wiire sehr wohl denkbar, dass trotz der Unzu-
Linglichikeit des Abel'schen Beweises der betreffende Satz
an sich vollkommen richtig sein konnte. Da es mir von
Interesse zu sein schien, hierither ausreichende Klarheit zu ge-
winnen, so habe ich das folgende Beispiel construirt, aus
welchem in der That sehliesslich die Unhaltharkeit des
Satzes in der von Abel gewithlten zu allgemeinen Fassung
Lervorgeht.

Es bedeute m, (r =1,2,3,...) eine unbegrenzie Folge
positiver Zahlen, welche mit » monoton zunelimen und so in’s
Unendliche wachsen, dass:

(13) T e g,

und es werde speciell:
(14) my="~0
angenommen (Beispiele: my=re, 1, (dgr--1)y+"),
Setzt man sodann:
. - Mg Y? N, y*
i3 » YY) = +, * ER C
(15) £ () Mg Y2+ 1 .yt 1
o (g — ) Y
Byt = My > Y A= (Mygr 4+ 0,) y* 4 17

so erkennt man zuniichst, dass die Reihe:

(r=0,1,2..)
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a ‘ 2 S :
(16) Sy =Yrf @) x>
0

fiir jedes reelle y und jedes endliche = convergirt.
Bringt man niimlich  das allgemeine Glied  dieser Reihe auf

die Yorm:
<| m, ) :
L -y
i (o

e

LI m, Mg - M,

(A7) fi(y) - o=

: . qe Nl
so bildet der zweite Factor (wegen: Tim - "H— %) das all-

v
gemeine Glied einer bestiindig convergirenden Potenzreihe
in &, withrend der erste fiiv y = 0 durchweg verschwindet,
fiir [y >0 bei jedem endlichen Werthe von » cinen he-
stimnmten endlichen Werth, fiir imy = « den Grenzwerth
-]2- besitzt.
Y
Zugleich sind die f, (y) fiir jeden bestimmten Werth »
stetige Functionen von y im Intervalle — » <y < 4 )
Nichtsdestoweniger ist die Summe S (x, y) fiir 4y =0
unstetig, sobald @ cine reelle Zahl bedeutet, deren absoluter
Betrag > 1 ist. Man hat nitmlich fiir jeden endlichen Werth
von z einerseits:
(18) Sz, 0) =0.

Andererseits ergiebt sich, wenn man zuniichst 2 =1 setzt:

n 2 9
g q e eyt ey
(] )) P (+ 1 .’/) 20_' ])”r-{-l .1/2+ 1 )”1'!/2 + ] ]
My
- 41 3/?'"*‘ 1 i
also:
20 S(+lLy=Ilm S, (+t1l,y=1 (fir y >0).

n=w

1) Dies gill sogar auch noch fiir im» = o, da L f,(y) = 0.
r=o
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Nimmt man jetzt [z |>1, so wird, da die £, (y) durchweg
positiv sind:
(21) S y>S1,y) d h >1,

und man erkennt somit durch Vergleichung der Resultate (20),
(21) mat GL (18), dass S (z,y) an der Stelle y =0 unstetiyg
ist, sobald man 2 einen beliebhigen Werth > 1 bezw, < —1
beilegt,

Fiir | & | <1 bleibt, beiliinfig bemerkt, dic Gleichmiissig-
keit der Convergenz und somit die Stetigkeit der Reihen-
summe S (2, y) auch an der Stelle y = 0 erhalten. Denn die
£ (y) bleiben fiir jeden Werth von » und % nwmerisch kleier
als 1, es tritt also hier der oben ausgesprochene, modificirte
Abel'sche Satz ohne weiteres in Kraft.

Nachtrag zu dem Aufsatze:

»»Ueber die Du Bois Reymond’sche Convergenz-Grenze ete.*
$.-B. p. 303—334.

Um beztiglich der auf S. 332 gemachten Bemerkung, dass
die Bedingung:

(1) Ungo— Un<e (0=0,1,2,....)

stets die Existenz cines bestimmten Grenzwerthes lim U/, in-
n=mun

volvire, jedes Missverstiindniss auszuschliessen, michte ich zu
dem dort gesagten noch folgendes hinzufiigen.

Nur, wenn man die Cantor’sche Definition der Irrational-
zahlen acceptirt, enthiilt die Bedingung (1) geradezu die Defi-
nition der Grenzwerth-Existenz und zwar in folgendem Sinne:
Auf Grund von Ungl. (1) definirt die Folge der U, eine
hestinimte Zahl U, mit welcher nach bestimmten Vorschriften
gerechnet werden kann, sodass also inshesondere auch ' U/ — A
eine wohldefinirte Zahl vorstellt, gleichgiiltig ob A eine
rationale Zahl oder eine solche vom Charakter U7 hedeutet, Da
nun, wie leicht zu sehen:
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(2y | U— U,| beliehig klein wird, etwa fiir » > »n,
so nennt man U auch den Grenzwerth der U,, in Zeichen:

U= lim U,.
n=w

Legt man dagegen irgend ecine andere Definition dey
Trrationalzahlen zu Grunde, so bildet, wie ich es auf S, 332
ausdriickte, die Ungl. (1) lediglich die nothwendige und
hinreichende Bedingung fity die Existenz cines bestimmten
Grenzwerthes, d. h. einer bestimmten Zahl U, welche der Be-
dingung (2) geniigt. Das ist so zu verstehen, dass in diesem
Falle die Existenz der Ungleichung (2) erst hewiesen werden
muss, aber auch wirklich hewiesen werden kann. Dabei
wird natiirlich  der betreffende Bewels je nach der ge-
wiithlten Definitions-Form der Irrationalzallen zu
modificiren sein.

Den  ersten  correcten Beweis auf Grund seiner eigenen
Definition hat Herr Dedekind am Schlusse seiner Schrift
JStetigkeit und irrationale Zahlen® (1872) publicirt.!)
Herr Dini hat demselben eine etwas leichter fassliche Form
gegeben.

Demniichst hat Herr Stolz, gelegentlich der Besprechung
eines unzuliinglichen Beweises von Bolzano, einen anderen,
auf der Existenz der . Unbestimmtheits-Grenzen® heruhen-
den Beweis geliefert.?) Derselbe ist naturgemiiss merklich ein-
facher und kilrzer: nur muss man sich dariiber klar sein, dass
hierbei der Schwerpunkt des fraglichen Beweises in Wahrheit
lediglich in den Nachweis fiir die Existenz der Unbestimmt-

) Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili
reall (1878), p. 27, Art. 22 mit dem unwesentlichen Untersehiede,
dass es sich dort wm den allgemeineren Fall einer Leliehigen (1 L.
nicht nothwendig abziihlbaren) Zahlenmenge handelt. Dieser Beweis
ist auch in die deutsche Ausgabe (3. 83, § 22) anfeenommen, obschon er
dort wegen des veriinderten Ausgangspunktes (Annahme der Cantor’-
schen Definition) in der Hauptsache iberfliissig ist.

2) B. Bolzano's Bedentung in der GGeschichte der Infini-
tesimalrechnung., Math. Ann. Bd. XVIII, 8. 260 (1881),
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heits-Grenzen verlegt ist,) wozu wiederum uoch die folgen-
den zwel Sitze erforderlich sind: 1) Jede Menge endlicher
Zahlen hesitzt eine bestimmte obere bezw. untere Grenze.
2) Jede monotone Folge endlich bleibender Zahlen besitzb
emen bestimmten Grenzwerth. — Der Beweis dieser Siitze
hiingt dann wiederum wesentlich von der Wahl der Irrational-
zahl-Definition ab.

Der Beweis, welchen Du Bois Reymond in seiner
Functionen-Theorie?) fiir den in Rede stehenden Satz (,dus
allgemeine Convergenz-Princip®) giebt, ist eine einfache Modi-
fication des Dini'schen Beweises (der sich, beiliiufig hemerkt,
i analoger Weise auch leicht fiir die Weierstrass’sche
Definitions-Form der Irrationalzahlen adaptiren Lisst).

Herr Tannery, der in seiner Introduction ala théorie
des fonctions (1886) zuniichst von der Dedekind’schen
Definition ausgeht, beweist den fraglichen Satz, indem er zeigt,
dass jede Irrationalzahl im Cantor’schen Sinne auch eine
solche nach Dedekind ist,*) mit anderen Worten, dass jede
der Bedingung (1) geniigende Zahlenfolge einen Dedekind’-
schen Schnitt definirt. Dieses letztere Prineip liegt auch dem
von Herrn C. Jordan in der zweiten Auflage seines Cours
d"Analyse (1893) mitgetheilten, sehr priicis gefassten Beweise
zu Grunde.*)

1) Vgl. Du Bois Reymond, Antrittsprogramm S. 3. Uebri-
gens enthiillt der dort gegebene Beweis wiederum einen fiir die Unklar-
heit der Du Bois Reymond’schen Grenz-Vorstellungen charakteristi-
schen Irrthum.  Es wird dort bhehauptet und bewiesen (1), dass U, fiir
lim n = @ die Werthe A, B der beiden Unbest.-Grenzen stets unend-
lich oft annehmen muss. Diese Behauptung hat aber entweder iiher-
haupt keinen bestimmten Sinn, oder sie kann nur soviel bedenten,
dass U, fiir noch so grosse endliche Werthe von 2 immer wieder ein-
mal die Werthe 4 und B annimmt (in diesem Sinne dinfte sie auch
genmeint sein, wic der vorgebliche Bewels — a. a. O. 8.4 — anzudeuten
scheint). Dann ist sie aber offenbar falsch, wie ein einziger Blick auf
das Beispiel U, = sin n lehrt.

2) 8. 260 (1882).

3w, a. O, Art. 27,

4 a, a0, Art. 9.



