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üeber diejenigen Flächen, anf denen zwei Schaaren geodäti-

scher Linien ein conjngirtes System bilden.

Von A. Voss in München.

(EmgtJau/m 8. Mär».)

Von Liouville rührt bekanntlich der Satz her, dass

von zwei Schaaren reeller geodätischer Linien auf einer Fläche

(mit Ausnahme der developpabelen Flächen) kein orthogonales

System gebildet werden kann. Dagegen ist meines Wissens

die Frage bisher nicht erörtert worden, unter welchen Um-

ständen zwei Schaaren geodätischer Curven auf einer Fläche

ein conjugirtes System bilden können. Eine nähere

Untersuchung derselben, aus der im folgenden einige Resul-

tate mitgetheilt werden sollen, zeigt, dass die Bestimmung

dieser Flächen mit derjenigen der Flächen constanter Krüm-

mung eng zusammenhängt. Dabei ist indessen der Fall

reeller geodätischer Linien vorausgesetzt; lässt man auch

imaginäre Systeme zu, so ergeben sich noch andere Lös-

ungen, wie die im folgenden besprochenen; so z. B. würden

auf allen Minimalflächen die Minimalcurven selbst ein solches

System bilden. Andererseits mag im vornherein der Fall

der Developpabelen ausgeschlossen sein ; auf ihnen bilden die

Erzeugenden mit jeder Schaar geodätischer Curven ein

solches System.

Wird eine krumme Fläche zu der Kugel mit dem Radius

Eins in diejenige Beziehung versetzt, welche man als

sphärische Abbildung derselben auf die Kugel bezeichnet, so
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9(3 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. März 1888.

wird im allgemeinen der Winkel © zwischen den Pararaeter-

linien u = const, v = const, in der Abbildung nicht erhalten

bleiben. In Bezug hierauf kann man den folgenden, auch

leicht aus geometrischen Betrachtungen ableitbaren Satz auf-

stellen :

Der Cosinus des Winkels 0 unter dem sie Ii

irgend zwei Richtungen auf der Fläche schneiden,

bleibt bei sphärischer Abbildung (bis aufs Vor-

zeichen) in den folgenden drei Fällen ungeändert:

Erstens, wenn die Fläche eine Minimal fläch e

oder eine Kugel ist;

zweitens, wenn die beiden Richtungen zu einan-

der conjugirt sind:

drittens, wenn dieselben invers conjugirt .sind.

Unter der invers conjugirten Richtung zu einer ge-

gebenen verstehe ich dabei diejenige, nach welcher die Krüm-

mung des Normalschnittes ebenso gross ist, wie nach der

conjugirten, oder welche mit einem der Hauptschnitte den-

selben Winkel bildet, wie die conjugirte Richtung. Die

Doppelstrahlen der conjugirten Beziehung, d. b. die (in

negativ gekrümmten Theilen der Fläche reellen) Haupttan-

genten sind invers conjugirt; umgekehrt sind die symmetrisch

zu den Hauptschnitten gelegenen conjugirten Richtungen die

(auf positiv gekrümmten Flächentheilen reellen) Doppel-

strahlen der invers conjugirten Beziehung. Auf den Minimal-

flächen insbesondere stehen invers conjugirte Richtungen zu

einander senkrecht, auf der Kugel sind sie unbestimmt.

Bezeichnet man durch X, Y, Z die Richtungscosinus der

Normale eines Punctes x, y, z der Fläche, durch e, f, g die

Ooefficienten des Längenelementes

ds
a = edu* + 2t dudv f-gdv*,
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Voss: Geodätisch conjugirte Systeme. 97

durch E, F, G die Ausdrücke 1

)

32x 3*y d% z
E = X

3u*
+ Y

au*
+ z

äi*

'

9u 9v du cv du dw

dH d*V d% 7.

setzt man ferner

1) (tA. = e- 4er 4f-=-

,

7 1

9u 9v
15

du

so sind die Bedingungen für ein aus conjugirten Curveu ge-

bildetes System geodätischer Linien u = const, v = const

2) F = o, A
A
=o, C = o.

Durch Integration der Gaussischen Differentialgleich-

ungen zwischen den E, G, F, e, g, f erhält man leicht:

s) E~Vfu
-

1) Bei Anwendung dieser Bezeichnung wird die invers con

jugirte Beziehung zwischen zwei Richtungen du, dv; du', dv' durch

die Bedingung

(Eg — 2 Ff-f-Ge)(Edu du' -j- F (du dv' dv du') +> G dv dv')

= 2 (E G — F2 ) (e du du' -f- f (du dv' -f- dv du') + g dv dv')

ausgedrückt.
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in welchen Gleichungen U resp. V willkürliche Functionen

von u, resp. v bedeuten, die jedoch ohne Beschrankung der

Allgemeinheit gleich der Einheit gewählt werden können,

wie im folgenden geschehen soll. Aus den Gleichungen 3)

ergiebt sich alsdann:

axax avaY azaz_ f _ ^

mithin wird das Längenelement auf der Kugel gegeben durch

den Ausdruck:

5) d2* = du» + dv* — 2Adudv.

Das liefert den folgenden Satz:

1) Bei der sphärischen Abbildung einer Fläche,

auf der zwei Schaaren reeller geodätischer

Curven ein conjugirtes System bilden, gehen

dieselben in ein System äq uidistanter Curven

auf der Kugel über.

Umgekehrt lässt sich leicht beweisen

:

2) Finden für eine Fläche die Gleichungen

6) F = o, aE|/*=o, 9gJ/*=o,

dy 9u

statt, so ist dieselbe bezogen auf zwei geodä-

tische Schaaren, die ein conjugirtes System

bilden.

Bekanntlich werden alle reellen Einteilungen der Kugel-

fläche in äquidistante Systeme durch die Abbildung der Haupt-

Digitized by Google



Voss: Geodätisch conjugirte Systeme. 99

tangentencurven der Flächen constanter negativer Krümmung

— 1 auf die Kugel gewonnen. Man kann daher die Bestim-

mung der Flächen, auf denen zwei geodätische Schaaren ein

conjugirtes System bilden, durch folgenden Satz mit dem

Problem der Flächen constanter Krümmung in Verbindung

setzen.

3) Einer jeden Ei ntheilun g derKugel in zwei

Schaaren äquidistanter Curven entspricht eine

Klasse von Flächen der genannten Eigenschaft,

gebildetvon allen denj enigen, deren conj ugi rte

Parameterlinien auf der Kugel das gegebene

System durch Abbildung erzeugen.

Unter Voraussetzung der Gleichung (5) müssen nämlich

für jede Fläche, die zu den äquidistanten Curven der Kegel

in der so eben bezeichneten Beziehung steht, und für welche

F = o ist, die Gleichungen

ax /-/ax
,

, ax\
7) __ K1 _,, =^(_ +1_)l

-
3v

l/l-A' = |/g( 3
-*+

av ).

nebst den entsprechenden für y und z stattfinden. Vermöge

der Integrabilitätsbedingungen der Gleichungen (7) aber

erhält man

aKeT_9Al/g

9v
~~

"3u
'

äu dv
'

welche Gleichungen mit den Bedingungen geodätischer Para-

meter A, = o, C = o übereinkommen; ausserdem ist aber

den Gleichungen (7) zufolge F = o, so dass die Curven auch

ein conjugirtes System bilden. Setzt man nuu

7*
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100 Sitzung der math.-phys. Clasae vom 3. März 1888.

l/e = z, Kg = ?,

so wird

3M

CO -H) =
av

,

wo M eine Function ist, die durch die partielle Differential-

gleichung

d /dU 1_- A v 3 /3M 1 - X\ _
}

3u \ dv 1 +"i/ + dy Vau 1 -f J ~
°

characterisirt ist, während X der Differentialgleichung

aU . X dX dl

f r ^ ö„ + 1-^ = 0
auav

1 1—

A

a au av

genügt. Unter der Voraussetzung, dass M eine Lösung der

Gleichung (8) ist, ergeben sich daher aus (7) durch Quadratur

die Coordinaten x, y, z der gesuchten Flächen.

Es sei hier der Fall hervorgehoben, wo

z = + C

wird ; d. h. wo die Flächen durch das conjugirte System der

geodätischen Linien in unendlich kleine Rhomben getheilt

werden. Für z = — £ sind die Krümmungslinien gegeben

durch u + v = const; sie theilen die Fläche in unendlich

kleine Quadrate, und die Form des Längenelementes

ds» = e (du* + dv» - 2 X du dv)

zeigt, dass die Abbildung auf die Kugel eine eonforme ist.

In der That wird die Fläche eine Minimalfläche;

gleichzeitig aber müssen, wie leicht zu zeigen ist, sowohl M
als auch X Functionen von u — v sein. Hat man sonach
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Voss: Geodätisch conjugirte Systeme. 101

alle Minimaltiächen der verlangten Art bestimmt, so ergeben

sich alle Flächen positiver Krümmung, für welche

ausfällt, durch folgenden Satz:

4) Einer jeden Mini mal fliic h e der genannten

Art ist adjungirt eine zu demselben Systeme

äquidistanter Curven auf der Kugel gehörige

solche Fläche positiver Krümmung, welche

durch Quadratur gefunden wird; und umgekehrt

ist auch zu jeder Fläche der letzteren Art eine

bestimmte Miuimalfläche adjungirt, so dass die

adjungirte Beziehung eine reciproke ist.

Von weiteren Betrachtungen die sich hieran schliessen,

mag hier endlich noch die Bestimmung derjenigen Rota-

tionsflächen erwähnt werden, auf denen zwei geodätische

Schaaren conjugirt sind.

Setzt man die Gleichungen der Rotationsfläche in der

Form

X = Q COS (p ,

y = q sin

*=f(e)i

voraus, betrachtet also q und <jp als Functionen von u und v,

so wird nach Satz 2) die Bestimmung dieser Flächen zurück-

geführt auf die Integration der Gleichungen (G). Auf diesem

Wege erhält man, wenn

A =
f
v B-i(l-p'f),

1 + f» _ f'
1

gesetzt wird, durch Integration der Integrabilitätsbedingungen

des Problems
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• *->* -G8T— -(?)'

S-„, „(*)'-, _g)\

wo i// und x Functionen von u resp. v sind, welche der

Gleichung

10) 1 _ A + + B^rf— o

genügen müssen. Eine vollständigere Behandlung der Gleich-

ungen (9) und (10) zeigt, dass if> und x Constanten sein

müssen. Sämrutliche Rotationsflächen der bezeich-

neten Art sind daher durch die die beiden willkür-

lichen Constanten a und b enthaltende Differential-

gleichung

(•-^(--'pX-W)"^
characterisirt, welche für f im allgemeinen ein elliptisches

Integral liefert. Unter denselben befinden sich (dem Falle

a = b entsprechend) auch solche der vorhin erwähnten Art,

welche durch die geodätischen Curven in Rhomben getheilt

werden; adjungirt sind denselben die windschiefen Minimal-

flächen.

Digitized by G


