
XIV.

Ueber die

Auflösung aller sphärischen und geradhnigen Dreyecke 
durch eine einzige Grundformel.

Abgelesen ئ einer Versammlung der maih. pbysilsaiisclien Klasse der Jiönigb
Akademie d. Wissenschaften 

топ

Anton von Stefenelli.

Adjunkt der Akademie.

Die Gnmdformel, aus welcher bJos durch algebraische Substitu. 
tion alle Formeln der Trigonometrie entwickelt werden, entspringt 
aus der Auflösung folgender Aufgabe:

Aus den gegebenen drey Seiten a, b, c eines sphgrischen 
Dreyeches den einen der drey ١٦ inhel A, B, c zu finden. Obwohl 
diese Aufgabe schon von andern blos unter der Voraussetzung der 
Formeln für geradlinig ٠ rechtwinklige Dreyeche aufgelofst wor.

den.
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-
MiN'2 = СВ3 — BM2 ب а В ГУ؛', -. CN.

ln isi
СВ = Ch. Are. CB تن a sin. ع а
BM — sin. BE = cos. c 
CJN = sin. DG = cos. ь

ΜςΓ : MB2 — PD

PIN2 + 2 PN. PQ -MQ2 : MIN2 —
(ioiglich

FQ — Mp2 I PN3

Es

a PN
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Es ist aber
PQ = MP X co٠s. p 
PN = cos. CD : sin. b 
PM = cos. БЕ = sin. e

sin. ع c ب sin. 2 b — MIN2 
2 sin. b sin. c

cos. p

Und durch Substitution des oben für MN2 gefundenen ١Verthes
cos. a — cos. b cos. c 

sin. b sin. c
cos. AI. cos, ال

Und durch Verwechslung der Buchstaben
cos. a cos. ccos. b

sin. a sin. c 
cos. c — cos. a cos. b

sin. a sin. b

cos. B 

cos. c

also

Aus diesen drey Formeln, weiche aus einem einzigen Satze- 
entspringen, lassen sich nun alle Formeln der sphärischen sowohl 
als geradlinigen Dreyeclte ableiten. Und zwar

3.
Verwandle man die Formel für cos. A in die für sin. 2 A 

setze dabey .
cos. a cos. b cos. c. — TO 

—— cos. ٥a- co٠s. zb — cos. ،С:й
so ist

I — n + 2 m 
sim د b sin.د e

sin. 2 A

Eben so

sin. 2 В : I *~~~ n t-
sin. 2 a sin. 2 c



3 4٥
folglich

sin. ٥ A sin. ٥ لأ  sin.د с = sin. 2٠ В sin. ٥ ٠  sio. а ٠
und

II. sin. А = sin, B ٠يلاأ
sin. لأ

und durch Verwechslung der Buchstaben

sin. B = sin. c !؛-_ 
sin. c

sin. c = sin. А !!”·. c 
sin. a

4٠
Ein dritter Fall, welcher sicli bey Auflösung der sphärischen 

Dreyecke ergiebt, ist die Bestimmung eines Winkels aus zwey Sei
ten und einem W inkel. Diese Formel kann aus der Verbindung 
folgender zwey gefunden werden

cos. لأ . cos. a cos. c
sin. a sin. c 

sin. لأ sin. A

cos. B

sin. B
sin. a

Daraus erhalt man unmittelbar
tg. B : sin, h sin. A sin, c 

٥ . cos. لأ — cos. a cos. c
Da nun aus I

cos. a = sin. c sin. b cos. A ؛ cos. b cos. c ist, so erhalt man
sin. AIII. tg. B

sin. c cotg. b — cos. e' cos. A 
und durcli Verwechslung der Buchstaben 

tg. G = sin. A
sin. b cotg. c - cos. b cos. A

sin. c cotg. b = sin, c cos, b

Da

sin B
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cos. c cos. A sin В = sin. А cos. В - لأ

с — cos. لأ cos. A sin. С = sin. A cos. с

с : sin. А cos. с 4 cos. لأ cos. A sin. с
= sin. с cos. لأ — sin. A cos. В

cos. А

 cos. B -f cos. A coG : ئ
sin. A sin. G

so folgt aus m 
sin. G cos.

Eben so 
sin. B cos. 

und daraus
sin. B cos.

endlicli

. b ٠. -٠

Diese vier Formeln reichen hin alle Fälle der sphärischen 
schiefwinkligen Drcyecke aufzulösen. Da meine Absicht blofs ist 
die zu zeigen و ٦١ 'ie aus еіпс-r einzigen Formel die йіэгі-
gen können abgeleitet werden, so iibergehc ich hier die Verwand
lung dieser Formeln zum logarithmischen Gebrauch, eine Verwand
lung, die schon seit Aapier's Zeiten, dem wir hierin den meisten 
Dank schuldig sind, so vortheilhaft vorgenommen tvorden, dafs nichts 
mehr zu wünschen übrig bleibt.

Auf rechtwinklige sphärische Brey ecke werden diese vier 
Formeln durch die Voraussetzung angewendet, dafs Ein Winkel = 
90. sey. Demnach erhält man aus der Formel I 

V. cos. a : cos. b cos. c
wenn man A = 90. folglich cos. A = 0 setzt. Diese Formel dient, 
um aus zwey gegebenen Seiten eines rechtwinkligen sphärischen 
Dreyecltes die dritte zu finden.

folgt

8٠
sin. a 
srn. b

Aus sin. A = sin. B

442
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enn Ä =: до ,
VI. sin. ь = sin. a sin. В

folgt wenn A

9.
Die dritte Formel

tg. B = —ein. A
sin. c cotg. b — cos. c cos A

VII. tg. ь = sin. c tg. B
giebt

Und endlich die vierte Formel

cos. a = cos. A + cos. ^eos. G 
sin. B sin. G

verwandelt sich in
VIII. cos. a =cotg. B cotg,. G.

-nun gezeigt habe wie die Formeln der Sphsri سه ؛٠؛: g ةقسة1يغ mit BoscOvich und Anderen vor ؛fx di;:;m Ende bemerke ic 
n sphärisches Dreyeck von unendlich kleinen Seiten als؛ihm, daft e 

.ei" geradliniges gedacht werden kann, oder vielmehr, dafs der Bo 
;Winkels, als eine continuirliche Gröfse gedacht, Sn sei ٠” 'ء:”.6ق! 

nus ud mit٠ ؛؟f٥n!P٠٠kte, mit dem^ سبا٠ا:\ل ::
dieses Winkels Zusammenfalle, und dafs fokiieh SiS ؛er Tangent

ein geradliniges verWaSdelt ٥? ؛٥f٥z '!t له:؛ت.:ئه:لأ :;٠
-man die Formeln der sphä ؛ergiebtsich, da!،لام8 "*.:؛ :::t

umwandebkönnel vfenn تة٠لأ;٠يش قج٠ :
:man in den erstem folgende Substitutionen macht

Sin- arc. = arc
cos. arc.

tg.



tg. arc. arc.
Berthe, weiche die trigonometrischen Linien der sphärischen 

Dreyecks-Seiten erlangen, wenn man sie an ihrer GrSnze betrach, 
tet, wo sie in gerade Jjinien übergehen. Jene Formeln, weiche Co
sinusse mehrerer Winkel enthalten, glaubte man einer solchen Re
duktion nicht fähig, weil durch die oben angezeigte Substitution, 
cos. arc. = 1, alle Cofs. der verschiedenen Bogen in einem Drey. 
ecke untereinander gleicli werden, welches unmöglich ist. Ich wer
de aber zeigen, dafs auch diese Formeln durcli eine geschickte Sub
stitution einer dem Cofs. gleichgeltenden trigonometrischen Funktion 
die genannte Reduktion sulassen, und so alle Formeln der geradli
nigen Trigonometrie okne, Schwierigkeit aus denen der sphärischen 
abgeleitet werden können.

Schon die zuerst oben aufgestellte Formel 
{ ' cos. a “ cos. b cos. c 

sin. b sin. c
bietet ein Prodnct mehrerer Gofs. dar. Man setze für die Cofs. der 
Bogen den bekannten Werth von

cos, arc. = 1 — Й sin. 2 1 arc.
so wird
cös. b cos. c = (* — 3 sin. 2 ج b) (1-3 sin. 2 ! c)

: 1 - 2 sin. 2|c— 2 sin. 2 _لئ b -f 4 sin. 2 I b sin. 2 ؤ c 
An der Gränze, welche sin. د ؤ  c und sin. 2 ؤ b durch be

ständiges Abnehmen erreichen, verschwindet das letzte Glied als ein 
Troduct der zwey abnehmenden Grölsen ؤ da i'iberdiefs an der- Gränze 

- sin. are. == arc. ist, so bat man 
cos. b cos. c = 1 . 1' b 2 ٠ ؛٠؛  

Ferner ist, aucli

also
cos. a
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also
cos. A : 1 l а г 4~ 2 b 2 4■ ! c 2

abc
c٥— a٥IX. cos. A = -

Die bekannte Formel; um aus drey Seiten eines geradlinigen. 
Dreyeckes einen Winkel zu finden.

ل3٠
Ich will hier einer Substitution erwähnen, wodurch die For« 

mel IX zur logarithmischen Berechnung bequem eingerichtet werden 
kann, als ein Beyspiel; mit .welchem Nutzen ähnliche Substitutionen 
gebraucht werden können, besonders bey AulOsung der Gleichungen 
'höherer Ordnungen.

Aus der Formel IX folgt
+ а) (c — a)+ (ch)(c- a)

( ا ب  (c + a) (c — a))ъ

cos. A

Man setze

(c + a)fc — a)

'(c ب а) (c — a)
دة

b2
in :tg.

cos. 2 m
+ tg. 2 m

cos. A =

so ist

und

а c cos.

4

sin. B sin. a
sin. b

Aus der Formel II 

siu. A

folgt
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folgt

X. sin. A : -
ъ .

cos. c cos. A

15·

sin. A
Die Formel 

III. tg. Б :
sin. c. cotg. b 

giebt durch die Substitution 
sin. Г. ·— 0 

cotg. b =
b

cos. c

b sin. A
folgende Gleichung 

XI. tg. B =
c-b cos. A

um aus zwey Seiten, und dem eingeschlossenen Winkel den einer 
Seite entgegengesetzten Winkel zu finden.

Durch -Verwechslung der Buchstaben giebt obige Gleichung
c sin. A

c cos. Ab
tg. c

16.

Durch Substitutionen و welche aus dem rein analytischen Tlieil 
der Trigonometrie, ge'nommen sind و lafst sich aus dieser Formel die 
bekannte Analogie schliefsen: Die Sunrme der Seiten,' zur Differenz 
derselben, wie die Tangente der hal'ben Summe der unbekannten 
Winkel, zur Tangente der halben Differenz dieser Winkel.

Es ist nämlich

tg. ί (B + c) tg. ؤ (B — c) cos. B - cos. G
соз. B + cos. G 

also
1 + tg. 2 B

COS. 2 B

cos.



cos. B : C — b cos. А

cos. G = b ~ c cos. А 

wenn ш2 = с2-؛Ьс cos. A + b2 ist. 
Daher ist

cos· B — cos. C : c — b cos. А — ь + c cos. A
cos. B + cos. C c — b cos. A + b — c ةةج7ل

: (c — b)(i-f cos. A)
١٦ ٠ ٠  (c + b) (i — cos. A)
Es ist aber

+ cos.
ذ.اء .A tg. : А 2 ت

ا8هلا - B t С)
T : до - - ؤ (В 1 сن)
tg. 2"А: cot. 2 i (В С)

tg. ! (B - с) с — b
tg. i (B + С) ь ؛ с

also folgt

Behandelt man endlich auch die Formel 
IV. cos. a : cos. A -f cos. B cos. c

sin. B' sin. G'
auf ehen diese Art, so folgt

sin. B. sin. c = cos. A + cos. B cos. c oder ؛

cos. A =: —I cos. (B + G) also ( )

)A = Igo0 - (В + c 
ع ب B ب ٠د ي لإأ0٠.

geradliniger Dreyeck إلا : : :لاه لاة!لاله:ة::
Liehei رذة :-ئ:ث:جا٠ئ ئلجل:٠ء::!ا،;::’::لا٠::ة؛لا“ق؟

Dreyeches wenigstens Emo Seite erfordert wird, giebt zu erkennen 

a) dafs
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a) dafs die drej Winkel eines geradlinigten Dreyeckes : Igo. sind

b) dafs daher durch drcy Winkel ein geradlinigtes Dreyeck nicht he. 
stimmt wird.

18.

Die angeführten eiif Formeln sind hinreichend alle sich erge
benden Fähe der geradlinigten und sphärischen Trigonometrie aufzu
lösen, obwohl sie zur logarithmisehen Berechnung erst durch bekannte 
Kunstgriffe aus der rein analytischen Trigonometrie geschmeidiger 
gemacht werden mtilscn.

19.

Am Schlüsse dieser Abhandlung will icli nocli ein'ige Anwen- 
 II aufgestellten Grundsätze auf die Auflösung einiger .ج ungen der؛
bey 'geradlinigten Dreyecken sich ergebenden Aufgaben zeiget.

Die Formeln, um aus den drey Seiten eines sphärischen Dre٠٣ 
ecks einen W'inkel zu finden, nämlich

sin. ت و  B == sin* I (b + c — a) sin. Hb + a-c)
' . srn. c. sin. a

sin. ؛ (а + ь + c) sin. ؤ (a F c - b)
sin. c. sin. a

cos. г|В:

geben auf geradlinigte Dreyeckc gebracht

٠ Ϊ В = (Ь+с-Га^ + а-с)

ч B — (a 'f b + c) (a f c b)
.4 а c 

45

'COS.
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In der Geometrie findet man aber den Flächeninhalt eines 
Dreyeckes

(a + b + c) (b و c — a) (a -ز c - b) (a + b — c)
16M:

Also durch Substitution

M=ac sin I B cos. ، B,

Es ist aber

sin I B cos. §B==|i Sin B

M == ؤ ac sin B.
folglich

Eine sehr geschmeidige Formel den Flächeninhalt eines Drey- 
cckes zu finden, wenn zwey Seiten und der eingeschlossene Win
kel gegeben sind.

Verbindet man diese Formel mit

- c sin. B 
t٥٠ - a - c cos. B

so folgt
a٤

Д (cotg. B + cotg. G)M

der Flächeninhalt eines Dreyeckes, durch Eine Seite und die zwey
anliegenden Winkel bestimmt.
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Aus I und IV folgt, wenn man setzt 
m تت sin. B .sin G 
n ى , sin. b sin. c

m (I — cos. a) = im sin. 2 ؛ a ت — cos. fB + c) “ cos A
“(I- cos. A) = د n'sin.2 ؛ A = cos. (b — c) — cos. a

Und wenn man tiberall die halben Winkel nimmt؛ 
m sin. 2 عل_ sin. 2 ؛ (B + C) — cos. 2 ئ A
n sin. د г A “ cos. 2 ؛ (!) — Oj — cos. ت ؛ а ٠ ٠  ٠ а

Man hat ferner . ,

sin. A. sin. a sin. A بذخ
sin. b sin. E د sin. c — sin. G

und durch Multiplication

m sin. 2 a = n sin. 2 A 
m sin, a - cos. 2 ؤ لج  
n sin. 2 ؤ A لآ cos. 2 I а 

Und durch Substitution in a und Reduction
— b( ؛ .cos -'c) )B + C؛( .sin
a ؛ .cos cos. 1 А

Auf eine analoge Art fin.det man
_b.؛(sin c) )ВС؛( .sin

sin. ت a А ؛ .cos
+ b؛( .sin c) . )В .С( ؛ .cos
a ؛ .sin А ؛ .sin
+ fb؛ .cos c) )В + С( ؛ .cos

cos. ؛ a sin. 1 A

Die drey letzten ergeben sich auch, auf eine viel leichtere 
Art aus dci. ersten in Verbindung mit den Napier’schen Analogien.

45 2 , Wen-
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Wendet man diese Formeln anf geradlinige Dreyeclte an د fo folfft 
daraus die bekannte Analogie, um aus zWey Seiten Und dem cindc- 
schlossenen Winkel, die übrigen zwey WiUkel zu finden. Ded idit- 
ter Gaufs hat diese Formeln zuerst bekannt gemacht; da er aber 
den Beweis nicht angiebt, so hielt ich es nicht für unwichtig, den. 
selben hier aus den Fundamentalformeln für sphärische Dreyecke zu




