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Die Verwendung des hegleitenden Dreibeins fiir den
Aufbau der natiirlichen Geometrie.

Von Max Lagally in Dresden.

Vorgetragen von S. Finsterwalder in der Sitzung am 15. Januar 1927,

Im folgenden wird der Versuch gemacht, die natiirliche Geo-
metrie nach einem Prinzip aufzubauen, welches sich wesentlich
von dem Prinzip unterscheidet, das dem Aufbau der natiirlichen
(feometrie in den hekannten Vorlesungen von Cesaro!) zugrunde
liegt. Die Unbeweglichkeitsbedingungen Cesaro’s, welche die
Anderungen der auf ein begleitendes Dreibein hezogenen Koor-
dinaten eines im Raume festen Punktes bei der Bewegung dieses
Dreibeins geben, werden durch Gleichungen ersetzt, welche die Be-
wegung des Dreibeins selbst beschreiben?).

1. Drehung eines Dreibeins. Vor allem ist die Auf-
stellung eines Formelsystems vonniten, welches die Drehung eines
rechtwinkligen Dreibeins in einer filr alle vorkommenden Félle
ausreichenden Allgemeinheit beschreibt. Die 3 Beine des Drei-
beins seien durch 3 Einheitsvektoren i, j, f gegeben, die in der
angegebenen Reihenfolge ein Rechtssystem oder Linkssystem
bilden konnen; bleibt man bei der gebrduchlichen Festsetzung,
daB im Vektorprodukt zweier Vektoren der erste Faktor, der
zweite Faktor und der Produktvektor in dieser Reihenfolge ein

) E. Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche (feometrie, deutsch von
G. Kowalewski.

%) Das begleitende Dreibein (tricdre mobile) spielt eine dominierende
Rolle in der Behandlung der Differentialgeometrie durch Darboux und seine
Schule; doeh scheint gerade diese Richtung grundsiitzlich darauf verzichtet
zu haben, die Verwendung eines willkiirlichen Koordinatensystems in der
systematischen Weise zu vermeiden, wie es hier versucht wird.
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Rechtssystem bilden, so gilt fiir die Produkte der Einheitsvek-
toren: . S . . :
TEE =kt jxE= i, Exi= ], (1)
wobei das obere Zeichen fiir ein Rechtssystem 1, j, f, das untere
fiir ein Linkssystem gilt. An dieser Festsetzung fiir die Bedeutung
der Vorzeichen soll im folgenden sinngemiifi iiberall festgehalten
werden, wo der Ubergang von einem Rechts- zu einem Links-
system irgend einen Vorzeichenwechsel hervorruft.

Ist u der Vektor der Drehgeschwindigkeit des Dreibeines,
L ein gegeniiber dem Dreibein fester Vektor, so ist

’ l_:f = U>E (2)
die Geschwindigkeit des Endpunktes von y. Um zu vermeiden,
daf in den skalaren Gleichungen, in welche (2) zerlegt werden
kann, auf der rechten Seite verschiedene Vorzeichen auftreten,
je nachdem i, j, { ein Rechts- oder Linkssystem bilden, werden
die MaBzahlen der Drehgeschwindigkeit u fiir diese beiden Fille
verschieden bezeichnet; und zwar wird

W= (a,i+a,j+ a,f) (3)

gesetzt, wobei der oben getroffenen Festsetzung entsprechend das
obere Zeichen fiir ein Rechts-, das untere fiir ein Linkssystem
i, j, f gelten soll. Dann ist die Geschwindigkeit der Endpunkte
der 3 Beine in jedem Fall

di . :

g S uxi= a,j — a,f

aj . . :

P el i A B i, f 4)
af : : .

z“=u><f-——- a,t—a ] %

2. Begleitendes Dreibeineiner Raumkurve. Eine
Raumkurve wird durch ihren Ortsvektor v == 1 (s) gegeben, wo
der Parameter s die von einem ihrer Punkte aus gemessene Bogen-
linge ist. In jedem Punkt der Raumkurve wird ein begleitendes
Dreibein durch eine geometrische Festsetzung konstruiert, die sehr
verschieden gewiihlt sein kann; nur soll eines der 3 Beine der
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. dv . .
Binheitsvektor der Kurventangente t = ——~ semm. Das Dreibein

s

heiBe t, i, f; die drei Einheitsvektoren sind Funktionen von s.

Die zu benachbarten Kurvenpunkten gehorigen Dreibeine
gehen, abgesehen von einer Translation, bei welcher jeder Vektor
ungeiinders bleibt, durch eine infinitesimale Drehung ineinander
iber., Um auf Grund von (5) und (4) die Stellungen der zu be-
nachbarten Kurvenpunkten gehdrigen Dreibeine vergleichen zu
kénnen, ersetzt man die Anderungen der 3 Binheitsvektoren in der
Zeiteinheit durch die Anderungen, welche einer Bewegung eines
Kurvenpunktes um die Liingeneinheit zukommen; d. h. man liBt
den Scheitel des begleitenden Dreibeins auf der Kurve mit der
Geschwindigkeit Eins fortschreiten. Dann wird der Drehvektor

== (a, t+ a,j-+ a,t); (5)
und die Drehung des Dreibeines, welche bei Bewegung seines

Scheitels auf der Kurve eintritt, wird durch folgende Gleichungen
bestimmt: Jt

= U>t= % tyj —a,t

d] . :
(ZS=1[>(]=—(l3t * +oaf ()
dt : :

d—S: 1[,\-/t’~: (l:_,t‘_‘”Il #

Umgekehrt folgen aus den 3 Vektoren t, , f, und ihren Anderungen

dt dj dro . _
s (?l%’ %, die Makzahlen a, a,, a,, der 3 Komponenten der

Drehung u: ,(l:_f_‘g_i.z_i.%f_
ds ds
. dt o dt
AR A (8)
dt dj
tty =] Tg—-—t-ﬁ;—.

yy @y, ag lassen sich geometrisch deuten: Projiziert man die
Raumkurve in der Umgebung eines Punktes P in die Ebenen (t, j)
und (t, f), so sind d¢ cj=da und dt-f=dp die Kountingenz-
winkel benachbarter Tangenten der durch diese Projektionen ent-
stehenden ebenen Kurven; also sind
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da dt .
?l—sz “S;E—S—.I
apg at (3a)
ds =T o f

die Kriitmmungen dieser ebenen Kurven. Das Vorzeichen der
Kriimmungen indert sich, wenn man die Richtung von j, bzw. f
umkehrt; sie sind zweiwertige Funktionen auf der Kurve. Ahn-
lich ist dy == *+ dj-I der Winkel, um den sich das Dreibein um t
als Achse dreht, wenn sein Scheitel um ds in Richtung t vorriickt;

also 1st (g, dj dj . dj
=t = 2 e
ds M T T s ds It] dsJ (8D)
ein Maf fiir die durch Drehung und Verrlickung bestimmte
Schraubung, d. h. eine Torsion in einem etwas allgemeineren

Sinn, als das in der Theorie der Raumkurven gebriuchlich ist.

:f}(j~

. . . Iy .
Das Vorzeichen des Winkels dy und der Torsion ST st als

ds

positiv festgesetzt, wenn die zugehorige Schraubung eine Rechts-
schraubung ist. Die Torsion 1st eine eindeutige Funktion des
Ortes auf der Kurve.

3. Frenetsche Formeln. Das begleitende Dreibein einer
Raumkurve werde speziell von den Einheitsvektoren der Tangente,
Hauptnormale, Binormale gebildet; es heiBe t, n, b. Weil die
Binormale auf der Schmiegungsebene senkrecht steht, ist aufer

b.t=0 auch b- at _ 0; also ist nach (8a, b)

ds
f(%: a, = —((%-u:l(”,
gf_:_a?: %-nzo, 9)

K° heifit erste Krimmung oder Flexion der Raumkurve;
sie ist die Kriimmung ihrer Projektion in die Schmiegungsebene.
Die Kriimmung ihrer Projektion in die rektifizierende Kbene
ist Null. 7° heifit zweite Kriimmung oder Torsion der Raum-
kurve. Dann ist der Drehvektor (Darboux'scher Vektor)

nw=t(a,t+ ayn+ agb) = 7Tt + K. (10)
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Die Drehung des begleitenden Dreibeins wird durch die
Frenetschen Formeln') hestimmt:

_Z;_‘.Z_:llxt B * j{oll *

LI oo it == — K%t % £ T (11)
ds

(Z[)>__-u>(_[]:: * i.’l’oﬂ *

ds

4. Kurve auf einer Fliche. Das begleitende Dreibein
einer auf einer Fliche I’ gelegenen Kurve ¢ werde gebildet vom
Einheitsvektor t in Richtung der Kurventangente, t in Richtung
der zu C senkrechten Flichentangente, 2 in Richtung der Flichen-
normalen; es heifie t, t, I Uber den Richtungssinn wird keine
allgemeine Festsetzung getroffen. Dann ist

da - (_Zf {—

ds = &= g T

dp dt R = )

i R S § RS\ 2
ds % ds ! {8
dy dt AW

i/ P S T ) T -7

ds = s [t Cds

(+ heiit geodiitische Kriimmung, N Normalkriimmung,
T geoddtische Torsion von €. Die Einfilhrung des negativen
Vorzeichens bei N entspringt einem ZweckmiiBigkeitsgrund; sie
macht die Normalkriimmung einer auf einer positiv gekriimmten
Fliche gelegenen Kurve positiv, wenn als Richtungssinn von 2t der
der #uBeren Normalen gewihlt wird. Dann wird der Drehvektor

= (a,t +a,t+a;,N) =Tt Nt £ GN (13)
und die Drehung des Dreibeins ist bestimmt durch?)

1) Diese Gestalt der I'renet’schen Formeln findet sich wiederholt in
der Literatur; einem weiteren Kreise sind sie durch Blaschke, Vorlesungen
iiber Differentialgeometrie (Bd. I, S. 15) bekannt geworden.

%) Die Formeln (14) und (21) finden sich in etwas anderer Gestalt bei
Burati-Forti, Fondamenti per la geometria differentiale col metodo vet-
toriale generale. Rendiconti di Palerma 88, 1912; in der hier angegebenen
Form ohne Ableitung bei TLagally, Uber Spannung und elastische Defor-

mation von unebenen Membranen. Zeitschrift fiir angewandte Math. und
Mech. 4, 1924,



10 M. Lagally

A ix<t—= % Gt_—NWY.

ds

At — — Gt o+ T (14)
ds o

AN

I e ) = 't 7

is 1 >< W NtF It *

5. Orthogonales Kurvennetz. Um zur Geometrie einer
Fliche selbst iibergehen zu konnen, sollen die Formeln fir eine
Kurve auf der Fliche auf die Kurven U, und O, zweier ortho-
gonaler Kurvenscharen angewendet werden, die durch die Indices
1 und 2 charakterisiert werden sollen. Das begleitende Dreibein
soll in jedem Punkt fiir beide Kurven durch die Einheitsvektoren
der beiden Tangenten f, und t, und den der Flichennormale 3
bestimmt werden. Also ist i, j, f fiir eine Kurve €, durch
t,. t,, 0. fir eine Kurve C, durch t,, t;, W zu ersetzen. Die
Bezeichnung soll so gewihlt sein, daf t,. t,, N ein Rechts-
system, also t,, t;, 3 ein Linkssystem ist. Dann werden die
beiden Drehvektoren u, und u, nach (13), wenn 7', N, (+ mit
Indices 1, 2 versehen werden:

u, =T, t, 4+ N t,+ G ¥, (15)
u, =Tt — N,t, — &G, N
und die Drehung des Dreibeins bei Fortschreitung des Scheitels
lings einer der beiden Kurven ist bestimmt durch:

at 3t (16)
AT G, — NN, 2= & 2.4, — N9
3s, : 25, : :
at, at
P (1t * W, - tl=—0G,t, = — TN,
83, i T . .
o aMm
N NG T L SN N+ Tt s
a5, 25, Bt

6. Integrabilititsbedingung. In den Formeln (16) treten,
o
; 2
niert sind, auf der linken Seite Richtungsdifferentialquo-
tienten 2. Ordnung auf. Um allgemein Richtungsdifferential-
quotienten héherer Ordnung zu untersuchen, fiihrt man in dem
orthogonalen Kurvensystem auf der Fliche fiir den Augenblick

T i . . . .
da t, = 8—; und t, = ; als Richtungsdifferentialquotienten defi-
2
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an Stelle der nicht integrablen Liniendifferentiale ds, und ds,
zwel Parameter u, v ein und ‘ein Gaufisches Linienelement ds*
= Edu? +2Fdudv+Gdv?. Daonist ds,=VEdu; ds,=V G dv.
Es soll dann, wenn I ein (skalare oder extensive) Ortsfunktion
auf der Fliche ist, mit d, I, bzw. d, I' die Anderung bezeichnet
werden, die I" erleidet, wenn sich « um du, bzw. v um dv iindert.
Die Symbole d, und d, sind damit in jedem Punkt eines Gebietes
erklirt, in dem die Parameter u, » eindeutig definiert sind.

In einem Viereck PP, P'P,, das von je zwel benach-
barten Kurven beider Scharen gebildet wird, kann nun der
Funktionswert in der der Hcke P (u, v) gegeniiberliegenden Ecke
P'(u+ du, v+ dv) auf zweierlei Weise berechnet werden, je
nachdem man den Aufpunkt auf dem Weg PP P’ oder PP, P’
wandern lifit. Der Funktionswert in P’ soll mit I bezeichnet
werden; man erhilt dafiir die beiden Werte:

I"=F4+d I'+ d,(I'+ d, I,
P =TI+ d,1I'+ d (I'+ d, I');
hieraus folgt fiir die Hindeutigkeit der Funktion ¥ in der
Umgebung von P die Bedingung
dyd, I — d d, I' = 0. (17)

Sie sagt aus, daB I’ beim Umlaufen des Vierecks seinen
Wert nicht dndert. Ist von vornherein statt der Ortsfunktion
F nur das Differential d F' gegeben, so ist (17) die Bedingung
fiir die Integrabilitit dieses Differentials.

Um von den Parametern w, v wieder frei zu werden, be-
rechnet man

G, 1 =2 gi dudy— (]/G -312 (]/Eng -(i;’ﬂié‘
=[5 +° Zg‘/ B2 Jasas
dhnlich d, d, F'; dann geht die Integrabilitétsbedingung (17) diber in
[52; fgl 93: i) — 7, g—f P Zf:J ds ds, =0, (17)
wo y, und y, abkiirzend fiir 2 l-gJ/E und alngG gesetzt sind.

Sy 5,
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Der geometrische Sinn dieser beiden Grofen ist leicht zu er-
ennen:

Setzt man in die Integrabilititsbedingung (17) fiir # den
Ortsvektor v ein, so geht sie in die SchlieBungsbedingung
des Vierecks i d

—d d,r —= 0
iiber; ausfithrlich geschrieben nach (17)
3y CARY ax o
T T 3. A V1. T e =0
38,98, 95,98, 38, EEN
oder
ot at
i I S U
3s, a5, ~

Bildet man anderseits nach (16)

at at, . / o N O
3:“; — é?“l = Uy t, — Gy ty, — (1), 4 T,) ¢,

so folgt durch Vergleich
V= G

1
1 e Oy

und auBerdem die wichtige Beziehung zwischen den geodii-
tischen Torsionen zweier sich senkrecht schneidender
Kurven: T 4+ T, =0,
fiir die im folgenden
TN=—T,=1T (18)
gesetzt werden soll.
Die Integrabilitiitshedingung wird endgiltig

I *I , ey 31

e £ + 4, = 0, (19)
38,35, s, 33, & 3s, ? 33,

7. Endgiltige Formeln fiir die Bewegung des be-
gleitenden Dreibeins.

Nach (18) erhilt man fiir die beiden Drehvektoren:
u, = Tt 4 N, t, + &, I,
u, = — [I'ty,  Nyt, -+ G, ],

und fiir die Drehung des Dreibeins {;, f,, 3¢ beim Fortschreiten
seines Scheitels auf der Fliche

I

(20)
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c e e ot ;
z?: x G —N%, = Gyt,— N, 90,
' - (21)
ot ,
?2:—_ Gty o+ T agl':-—("ztz #* + I'9,
8, 2
FRN : N
ik - = Nt,—T
a5, Nt — T, * a5, 2 l2 ty *

Die Gleichungen fiir beide Kurvenscharen sind vgl-
lig symmetrisch gebaut.

8. Gleichungen von Gauss und Codazzi. Da die linken
Seiten der Gleichungen des Systems (21) die Richtungsdifferential-
quotienten der 3 Vektoren t,, t,, 3¢ nach zwei verschiedenen Rich-
tungen sind, ist dieses Gleichungssystem nicht unbeschrinkt inte-
arabel; um die Integrabilititsbedingungen in der einfachsten Weise
zu erhalten, setzt man sie nicht getrennt fiir jeden der 3 Vek-
toren t, t,, Y an, sondern fir einen beliehigen mit dem Drei-
bein starr verbundenen Vektor p:

*y *y

— . 9L
3s,3s, 85, 3s,

+ &,k =0, (22)

a .
_(1 l‘i .
3s, .

gl

' 3s,

Die Anderungen dieses Vektors 1 bei den Drehungen des Drei-
beins sind nach (2)

ar al‘
<y, T =, < L 23
as, ek 3s, 274 (23)

mithin wird die Integrabilititsbedingung (22)
3 ) )
éé;(ul > 1) — 53, (=< 1) — G ou, <1+ Gyu, <y =0.

Fithrt man in dieser Gleichung die vorgeschriebenen Differen-
tiationen unter Benutzung von (23) aus, so treten dreifache
Vektorprodukte auf; nach Anwendung des Entwicklungssatzes
kann man den Faktor r abspalten und erhiilt die Integrabili-
tits-Bedingung

auy, , , 5
as,  as, 4y <, — Gy 4 Gy, = 0. (24)

Diese Gleichung lift sich in 3 skalare Gleichungen zerlegen,
ind suniichst 2.1 1, .
em man zuniichst 5 und as nach (20) berechnet, dann die

T: . . Sa “1
Differentialquotienten von tyy ty, 9 nach (21) dureh t,, t,, N selbst

29
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ausdriickt und endlich nach t,, t,, 9 ordnet; es ergeben sich die
bekannten Gleichungen von Gauss und Codazzi:

SN 2T
l ——917 —
as 832 TN 2L, 0
aN +§?_ + (N, — N) G, —2 TG, =0, (25)
l
2 2
G+ % -GN N1 —0.

Sie stellen, wenn Gl und &, als geoditische Kriimmungen
zweier eine Flichenhaut definierender orthogonaler Kurvenscharen
gegeben sind, die Bedincungen dar, denen die drei weiteren
Kurvenkrummungen y Ny, T bei irgend einer moglichen Ge-
stalt dieser Haut genugen miissen.

9. Dreifache Orthogonalsysteme. In einem System von
3 sich rechtwinklig schneidenden Flichenscharen wird ein be-
gleitendes Dreibein fiir 3 sich in einem Punkt schneidende Flichen
von den Einheitsvektoren t;, t,, t, in Richtung der Tangenten
der 3 Schnittkurven gebildet. Fiir jede der 3 Flichen bildet eine
der 3 Richtungen die Normalenrichtung. Fiir je 2 in einer
der 3 Kurven sich schneidende Flichen sollen die Kriimmungen
N, G. T der Kurve durch Anfiigen eines oberen Index unter-
schieden werden, der die zugehdrige Flichennormale kennzeichnet.

Dann lift sich der Drehvektor u, der zu einer Bewegung
des Scheitels des Dreibeins lings einer der 3 Kurven gehért, in
doppelter Weise angeben, je nachdem man die Kriimmungen der
Kurve beziiglich der einen oder anderen sich in ihr schneidenden
Flichen verwendet; so ist

=Tt 4 NOt, -+ GOty = — [T, -+ NPt, + GOt (26)
ihnlich u, und wy; hieraus folgt

IO = — O O — PO PO = O
also TN = T® = T® = (; (27)
ferner N = — 6P fur itk 1GkI1=1,223). (28)

Die erstere Gleichung (27) ist der Ausdruck des Dupinschen
Satzes: Die Schnittkurven eines dreifachen Orthogonalsystems
sind Kurven von der geodiitischen Torsion Null, d. h. Kriimmungs-
linien; die zweite Gleichung (28) ist geometrisch evident: die
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Normalkriimmung einer Schnittkurve fiir die eine Fliche ist geodi-
tische Krimmung fiir die andere. Danach wird
W o= N®t, — NPy, (29)
ihnlich u, und ;.
Fiir die Drehung des Dreibeins beim Fortschreiten des Scheitels
lings einer der 3 Schnittkurven erhiilt man zufolge

ot .
U=t (G k=12 9
e Sk
3 Systeme von je 3 Gleichungen, von denen das erste angefiihrt sei:
2 .
h=s - NPL- NP,
1
2
b NOY £, (30)
Js,
oy _ N = *
33,

10. Lamésche Gleichungen. Die Integrabilititsbedin-
gungen des Systems (30) sind nach (24)

au, A,

a5, 25,

und zwel daraus durch zyklische Vertauschung entstehende Glei-

chungen; diese 3 Gleichungen zerfallen in 9 skalare Gleichungen,

die sich auch unmittelbar erhalten lassen, wenn man die Gauss-

Codazzischen Gleichungen (25) fiir die Flichen der 3 Scharen
bildet; sie zerfallen in 6 Gleichungen vom Typus

a Ny

T

+ o<y NPy — N, = 0 (31)

+ (N — N NP =0 (32a)

und 3 Gleichungen vom Typus

2 N,ttk) 3 N/f”

pe T ol VP (NP4 NP NP = 0. (32D)

Dieses Gleichungssystem ist von Lam¢ aufgestellt worden;
es gibt die Bedingungen fiir die Moglichkeit und Existenz eines
durch die 6 Kriimmungen N der 3 Systeme von Schnittkurven
definierten dreifachen Orthogonalsystems.

11. Ausblick auf die natiirliche Geometrie im Rie-
mannschen Raum. Zum vollen Verstindnis des geometrischen
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Sinnes der Integrabilititsbedingung und der daraus abgeleiteten
Gauss-Codazzi- und Laméschen Gleichungen kommt man, wenn
man die Bedingungen untersucht, unter denen ihre Giiltigkeit auf-
gehoben ist. Schon der Vergleich der Stellungen der zu benach-
barten Punkten einer Kurve gehdrigen Dreibeine enthilt ein der
Anschauung entnommenes Element, das nicht tibersehen werden
darf: Es wird vorausgesetzt, daBi es iiberhaupt mdoglich ist, in
verschiedenen Punkten definierte extensive Grifien zu vergleichen;
d. h. dat eine Ubertragung moglich ist, welche nach Art der
Parallelverschiebung im Raum unserer Anschauung erlaubt, ex-
tensive GroBen in verschiedenen Punkten als gleich zu erkliren.
Unter dieser Annahme bleiben vor allem die Frenetschen For-
meln und die entsprechenden Formeln (14) fiir eine Kurve auf
einer Fliche auch im Riemannschen Raum unveriindert erhalten,
wenn sie vektoriell geschrieben sind und unter dem Richtungs-
differentialquotient eines Vektors seine absolute Anderung ver-
standen wird. Beim Ubergang zu Koordinaten allerdings treten
an Stelle der gewohnlichen die absoluten Differentiationen im
Sinne des Ricci-Calculs. Bei der Ableitung der Integrabilitiits-
bedingung tritt weiter die Frage auf, ob die Ubertragung vom
Weg unabhiingig ist, d. h. ob die beim Ubergang zu Koordinaten
als Folge der linearen Ubertragung hinzutretenden Differentiale
integrabel sind. Aus der Theorie der Raumkriimmung ist be-
kannt, daB das nur im Raum unserer Anschauung, im Euklidi-
schen Raum, der Fall ist. In einem Riemannschen Raum hat
die Ubertragung eines Vektors um eine geschlossene Kurve eine
Drehung des Vektors gegeniiber dem Ausgangssystem zur Folge,
die auBer von der umfahrenen Fliche vor allem vom Kriimmungs-
tensor des Raumes abhingt. Infolgedessen sagen die Gauf-
Codazzischen Gleichungen fiir eine Fliche aus, daf diese Fliche
in einen Euklidischen Raum eingebettet werden kann; die
Laméschen Gleichungen sind nichts anderes als die Bedingungen
fiir das Verschwinden des Kriimmungstensors des durch das drei-
fache Orthogonalsystem definierten Raumes. Im Riemannschen
Raum treten auf den rechten Seiten dieser Gleichungen die Mab-
zahlen bestimmter Komponenten des Kriimmungstensors hinzu.



