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Bestimmung aller geradlinigen rhombischen Netze.
Von 0. Perron in Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung am 13. Dezember 1924.

In einer lingeren Arbeit hat kiirzlich Herr Voss unter anderm
die Frage nach allen geradlinigen rhombischen Netzen gestellt
und ist dabei auf eine Funktionalgleichung gefiihrt worden, die
sich durch elliptische Integrale erster Gattung losen liek!). Das
eigentliche Problem war aber damit nicht erledigt. Die Zuende-
fithrung gelang Herrn Volk, der iiberraschender Weise fand?),
dafs die elliptischen Integrale nur in der Zwischenrechnung auf-
treten, wihrend die fiir die Losung erforderlichen endgiiltigen
Integrale trotz ihrer abschreckend komplizierten Form sich durch
ceschickte Substitutionen elementar auswerten lassen. Doch ist
die Zwischenrechnung natiirlich recht umstindlich, und die geo-
metrische Deutung der Endformeln schien zuniichst schwer. Es
lag daher nahe, von vornherein eine andere Behandlungsweise zu
versuchen, die die Vosssche Funktionalgleichung ganz vermeidet.
Da bei Herrn Voss die Aufgabe in den Rahmen einer viel all-
gemeineren Untersuchung eingegliedert ist, konnte man hoffen,
vielleicht durch eine mehr dem speziellen Problem angepalite
Methode bequemer zum Ziel zu kommen. In der Tat bin ich
auf anderm Weg und mit Hilfe einer andern Funktionalgleichung
zu sehr einfachen Endformeln gelangt, die ohne weiteres die fol-
gende geometrische Deutung zulassen:

Wenn zwei Geradenscharen einer Ebene ein rhom-
bisches Netz bilden, so sind sie entweder zweil Biischel

1) A. Voss, Kurvennetze und Laplacesche partielle Ditferentialglei-
chungen. Diese Sitzungsberichte 1924, S, 39—68.

%) Vel die der gegenwiirtigen unmittelbar vorausgehende Arbeit:
0. Volk. zur Vossschen Arbeit: ,Kurvennetze und Laplacesche partielle
Differentialgleichungen®.
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oder sie sind miteinander identisch und umhiillen einen
Kegelschnitt.

Erfreulicherweise hat auch Herr Volk in der endgiiltigen
Redaktion seiner Arbeit seine urspriinglichen Formeln so verein-
fachen konnen, daf sich ebenfalls dieses Resultat daraus ablesen
lie; gleichwohl dirfte meine Darstellung noch Interesse bean-
spruchen, da sie einfacher und insbesondere von der Vossschen
Vorarbeit ganz unabhingig ist.

Dat auch umgekehrt die Tangenten jedes (nicht ausge-
arteten) Kegelschnitts ein rhombisches Netz bilden, ist gelegentlich
von Herrn Finsterwalder bemerkt worden?'), wird sich aber auch
daraus ergeben, daB wir auf den allgemeinsten Kegelschnitt
gefiihrt werden. Daf zwei Bitschel ein rhombisches Netz bilden,
ist ebenfalls von Herrn Finsterwalder und auch von F-rn
Voss erkannt worden, wird aber auch am Schluf des § 3 noch-
mals bewiesen werden.

§ 1. Zuriickfihrung des Problems auf eine Funktionalgleichung.

Die beiden Geradenscharen seien in rechtwinkligen Koor-
?llglaten: f Uz+ Uy==1,
| Ve + Voy =
wo U,, U, Funktionen eines Parameters # und V), V, Funktionen
eines Parameters 7 sind. Bei diesem Ansatz ist nur der Fall
nicht beriicksichtigt, daB die eine Schar ein Biischel durch den
Nullpunkt ist, was aber durch eventuelle Verschiebung des Koor-
dinatensystems vermieden werden kann und daher keine Beschriin-
kung der Allgemeinheit bedeutet. Aus (1) folgt:
V,—U, U, —7,
(2) PRSI ') S VY '/ el O
uv,—UV, uv,—U,V,
Setzt man das Quadrat des Bogenelementes in die Form
dz? +dy? = Fdi* +2Fdudv 4+ Gd7,
so ist die Bedingung fiir ein rhombisches Netz: If'—= G. Nun
findet man:

—

k)

1) S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Fliichen-
deformation. Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 6 (1899),
S. 45 - 90, speziell S. 55 f,
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iV (22 L (B (G- Ui (U= VUi i s
L& l/ (827) }—(aﬁ) ) ((/1 V2 U2 Vl)‘_, V Vi4-Vsi,

wo die Akzente Differentiation nach @ hedeuten. Kigentlich miifite
der Ausdruck rechts zwischen Absolutstriche gesetzt werden.
Man kann aber stets erreichen, dab er von vornherein positiv
ist, indem man den Parameter 7 notigenfalls durch — @ ersetzt.
Ebenso erhiilt man:

. [ {am\% (ay\2 ~(U=VVit U=V Vi 1 rom—rs
ve=]/ (22)+ ()= Uit By,

/ Qv O O’ ([112 [JZ[]); R
wo die Akzente Differentiation nach o bedeuten. Die Bedingung

fir rhombische Netze kann daher folgendermafien geschrieben
werden:

(,7:1 — V) I'g_:(['z —V,) T - (=) s S (e )

Vit 0 VP41

Fihrt man jetzt statt «, ¥ neue Parameter «, » ein, indem
man setzt:

(3) SViiwiidi=u, [VVE£Vd7 =0,
also umgekehrt:
N du . 3 dr
(4) " ;:,( Tz e : :J '/V:_ e’
] i e 1 Vs

und deutet man von jetzt an durch Akzente die Differentiation
nach # bzw. v an, so geht die vorige Gleichung tiber in:
() (1= V) s (L= V) U= — (0= Y Vb (5~ Vi 73,
Wir haben also die Aufgabe, alle Losungen dieser Funk-
tionalgleichung zu bestimmen. Ist das geschehen, so kann man
hinterher natiirlich leicht vermittels der Formeln (4) zu den
rhombischen Parametern @, # iibergehen. Da die Gleichung (5)
die Variabeln « und # nicht explizit enthilt und in bezug aut
die Ableitungen nach w und » homogen ist, so bleibt sie unge-
indert, wenn man von den Parametern «, » dadurch zu andern
iibergeht, dafi man sic um beliebige Konstanten vermehrt und
dafi man beide mit ein und derselben von Null verschiedenen
Konstanten multipliziert. Wir werden von dieser Befugnis

Sitznonesh, do mathe-naturw, Abt, Jalirg, 1024, 13
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einer Differentialgleichung von dieser einfachen Form. Dabet
unterscheiden wir fiint verschiedene I'ille:
I.. a=b=¢=0,
. a=0--0, ¢+0,
L. a=0. b=+F0,
IV, a0, ¥ —daec =0,
Vo a0, ¥ —dact 0,
mit denen offenbar alle Moglichkeiten erschopit sind.
Fall I. Tu diesem ist nach (15): /' == 0, also [ konstant:
aber das ist ausgeschlossen, wie schon m § 1 gezeigt.
Fall I, Nach (15) ist jetzt f7(2) = ¢+ 0, also
f(&) =cz+ ¢ (¢ +0),
wo ¢, eine weitere Konstante ist (ebenso wie m der Folge e, ¢;. .. .).
Damit geht die zu lssende Funktionalgleichung (6) iiber in:
(6a) U,—V, = (U, = 1) (cu+cv+ ¢,
und die daraus abgeleitete Gleichung (8) n:
(8a) U =17, also = ¢,.
Hieraus folgt durch Integration:
U =cu-+ce, V,=cv4+ec,.
Dabei muf: ¢, #0 sein, weil sonst 317~ V71170 identisch
verschwinden wiirde, gegen die Voraussetzung. Daram darf man,

da wu, » nach einer Bemerkung des § 1 um beliebige Konstanten

vermehrt und beide mit derselben Kounstanten (£ 0) multipliziert
werden diirfen, ohne Beschriinkung der Allgemembeit e, == 0,
e, = e, =1 setzen. Dann 1st also einfach

1 y bz
7 — A
(,1._ ", Il__ 2.

Setzt man das in (6a) ein, so kommt:

U, —V, = (= r)(cu 4 cv+e¢),
ader etwas anders geschricben:
U, —cuw? — o=V, —cv* — ¢ v, also == ¢,.
~Somit st

Uy=cu* 4-cou+rc,, V,=cvi+er+c,
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und die beiden Geradenscharen sind die folgenden:
w4 (e fFeuc)y =1,

v +(cv* + v+ ey = 1.

Sie sind miteinander identisch und umhiillen den Kegel-

schnitt (JC + G !/‘)2 I 40]/ (C-“l/ _ 1) = (.

(¢=-0).

Dieser berithrt die X-Achse im Nullpunkt und ist bei der
Willkiirlichkeit der Konstanten bereits der allgemeinste Kegel-
schnitt mn solcher Lage.

Fall III. In diesem lautet die Formel (15) mit einer kleinen
Anderung in der Bezeichnung der Kounstanten:

['(z) = b(f(2) — ) (b==0).
Darauns folgt durch Integration:
f(2) = ¢, + c,e?,

und zwar ist ¢, 2 0, weil ja f(2) nicht konstant sein kann. Setzt
man das wieder in (6) und (8) ein, so kommt:

(6 U, —V, = (U, — V)¢, + ¢,ett0),
(S h) Uy Vi (U, —T)bh =0.
Aus (8h) folgt aber:
Ui+ 00U, =Vi4+ 01, also ebtwa = be, (wegen b+ 0),
und hierans ergibt sich durch Integration:
) dos o p—hu 7 B . — by
U =1¢,+eett, V, =¢ Fee
Setzt man das in (61) ein, so erhilt man:
,"'.' = V.e — (U»l p—bu ¢y hr) (‘01 + ¢ (;,h(u-*,'v))'
oder etwas anders geschrieben:
U, —cee~" e et =V, —e¢ee 4 ecet also=c¢.
Sonach ist
T pop—b » o pl \ ] ——p.p p—bo __ p b '
Uy, =cc,e b — e c,ebt" ¢, V,=10,0¢¢ e, 6y "0 4 g

Nun kann weder ¢, noch ¢, verschwinden, weil in beiden
Fillen ViV —ViV5 =0 sich herausstellen wiirde, was wir in
185 1
diesem Paragraphen ausgeschlossen haben,
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Fiihrt man daher die neuen Parameter

thc—I;zt___U‘ cre—lzv._:__]/'

Bl
ein und setzt zur Abkiirzung ¢,¢,c; = ¢., so ist auch ¢, -0 und
man erhilt einfach:

U=c¢+U V,=c¢+},
. '
Uy =6~ 7 +a, V2=01V—;;{—cﬁ.

Die beiden Geradenscharen sind daher die folgenden:
(U* + ch)x + (01U2 + CSU_' 07)?/ =U,
(V*+ CSV) z 4+ (01V2 + CGV— 07)?/ =V,
Sie sind miteinander identisch und umhiillen den Kegelschnitt
(e +cy—1)2+ ey 4cy) =0 (¢; = 0).
Das ist der allgemeinste die X-Achse beriithrende und nicht
durch den Nullpunkt gehende Kegelschnitt.

Fall IV. In diesem kann, wie die Entstehung der Formel (15)
aus (14) zeigt, die Funktion ViVi —V.® nicht identisch ver-
schwinden, also ¥, gewif keine lineare Funktion sein. Der Glei-
chung (15) aber kann man mit einer kleinen Anderung in der
Bezeichnung der Konstanten die Form geben:

af' @) = (FO—bF (a0,

woraus durch Integration folgt:
f@=v— 2,

Setzt man das in (6) und (8) ein, so kommt:

(¢; ~0).

a

60) U, —V, = (U, — V) (b— . )

Py
(8¢) (Ui—VD)(w—+4v—¢)—2(U,—V)=0.

Differenziert man die letzte Gleichung nach = und die so
entstehende nach v, so erhilt man:

Ul =Vi, also = 2¢,,

und daher
Uy =cu*+cu-te, V,=c,v®+cv+c.
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Dabei ist gewifi ¢, -0, weil ja V|, diesmal keine lineare
Funktion sein darf. Dann kann man aber durch Vermehrung
von 2 und v um passende Konstanten erreichen, dak ¢; und ¢,
verschwinden, so dafi man also hat:

Uy =cutd-¢, V, =r¢0*+¢,.
Setzt man das zuniichst in (8¢) ein, so ergibt sich:
2ey(w —v) (u+v-—rc)— 2¢,w —vH) —2(c, —¢;) = 0,

und daraus folgt:

|
f
=

e =0, ¢

Daher ist definitiv
I = p 2 ) 7N 2 1L p
Uy =c,u® e, V,=1¢c0"4 ¢,
und wenn man das in (6¢) einsetzt, erhiilt man (wegen ¢, = 0):

a

[, —V,=c,u? —?) (7; e L:) = ¢, b(u*— v?) — ¢, a(u—v),

oder anders geschrieben:
7 I I [
Uy, —c,bu - cau =V, — ¢, b0 4 ¢,av, also =¢,.
Daher ist endlich, indem man die Konstanten ¢, ¢, ¢,b
kiirzer durch «, & bezeichnet:
i £ " — 2 ) =
[, =0 —auc,, V,=0b0"—av+c (a=+0).
Die beiden Geradenscharen sind somit die folgenden:
(eat* +e)x+ (bu? —au )y =1 , .
S , y . (@0, ¢, + 0).
(e, 4o+ —are 4 e)y =1,

Sie sind miteinander identisch und umhiillen den Kegelschnitt
aty? 4, e+ by) gz +cy—1)=0 (a=+0, ¢, 0).

Das ist der allgemeinste durch den Nullpunkt gehende und
die X-Achse daselbst nicht beriihrende Kegelschnitt.

Fall V. In diesem kann man die Gleichung (15) mit
geringer Anderung in der Bezeichnung der Konstanten in die
Form setzen!):

1) Dabei k6nnen, wenn man sich auf reelle Netze beschriinkt, ¢ und
¢ sehr wohl konjugiert-komplex sein, und a ist dann rein imaginiir. Aufer-
dem miissen in diesem l'all die im folgenden mit ¢, und ¢, bezeichneten
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(=D = a(f)— ) (FE) -0 (@0, e o),
woraus durch Integration folgt:
ce, — G e’

v {1
0y €

fo) =

Dabei ist die Integrationskonstante mit Riicksicht auf die
letzte Fufinote in die Form ' gesetzt worden, und es muli ¢, = 0,
¢
1
¢, -0 sein, weil ja f(¢) nicht konstant sein darf. Setzt man

das in (6) und (8) ein, so erhiilt man:

. ce, — e eulu + o)
(6d) U, —V, = (I, —y) o —rae
2 2 1 1 a (o)
01 ‘s et v

BA) (Ui Vi, — ¢ vty (U, — V) ale, + i ety = 0.

k]

Differenziert man diese letzte Gleichung nach w und die
so entstehende nach v, so erhiilt man eine Gleichung, die nach
Weghebung des von Null verschiedenen Faktors ¢, aett®+v die
einfache Form annimmt:

Ul — U, =Vi —a?V,, also etwa = — a?b;,  (wegen a - 0),
wo b, eine Konstante. Daher ist

(Y=l —a?b, Vi=a*V,— b,
und aus diesen Differentialgleichungen folgt durch Integration:

—l — bl + 020“" + Egc«uu’ Vl — bl + cseav + (’.30 v
Setzt man das jetzt in (8d) ein, so erhilt man nach Weg-
heben des Faktors a:
(cgeuu _ 62(3 an __ 036'”’ + (‘736_"') (61 — 0 en(u-{—v))
+ (020“" + E2e—au _ cseav __ Ese—zw) (01 + “', eu(u-}—rp) J— 0’
oder ausgerechnet:

200,y — Ty ig) e " 4 2(6y 05 — €,65) €7 = 0.

[Konstanten jeweils zueinander konjugiert und die mit b, bezeichneten reell
sein. Das Endresultat lifit sich alsdann leicht wieder in reelle Form setzen,
womit wir uns nicht aufhalten wollen. Ubrigens liefie sich die ganze Rech-
nung ebenso leicht auch von vornherein im Reellen durchfithren; wir wollen
aber nicht noeh einen sechsten Fall anschliefen.
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Daher mub ¢, ¢, = ¢,¢; und ¢, ¢, == ¢, ¢, sein, was man am
einfachsten und allgemein erreicht, mdem man
€, = €,€, T5=0,0C,

€, = €, 0y, Cy -

setzt. Dann 1st also definitiv
U=0b 4 ¢ce+¢te ", V=0 +0ce+cee e

Fiihrt man das nun in (6d) ein, so erhilt man:
v
. = ; ce,— cg ety

. — = ol __ p— &V “p p—uyu __ T v 1 1

{ 2 VE - [_c.x(’-'xe ¢ )+ ('—l(-(’le (’lc’ )i ¢, — ',/.1 et
— (7 —an ___ y— (v 9 ___Fn - )
= (¢, e e=29)(e, —LE eelito)
==cc, ¢, “-—cepc e " — G e et 4 ooy e, e,

und somit:

r 7 ST Ao o — Y P
Use—Ca ¢, e®—ce b e= M=V, —TC, T, e*"—cc, 664", also =b,,
wo auch 0, eme Konstante. Daher ist
L =10, - TE, ceevde c e W — D08 604 ey cien il

Nun kann auch von den Konstanten ¢,, ¢, keine verschwin-
den, well sonst mit den gefundenen Werten von V, und ¥, sich
ergeben wiirde: Vi Vi —ViVi =0, was in diesem Paragraphen
ausgeschlossen ist.  Fiihrt man daher die neuen Parameter

%o opatt — [T ST U e
¢, c,et" =U, ¢t en =V

ein und setzt noch zur Abkiirzung ¢, ¢ c, ¢, == by, so ist auch
b, 0 und man erhilt einfach:

U, =5b + U + Z;* V o=b,+ V—{—b—;,

3

U, =0b, +al’ r“[bﬁ, v, = z)2+aV+“;;3.

Die beiden Geradenscharen sind also diesmal die folgenden:
(U2 4+ b,U A b a4 (U2 + bl + ehyy =T,
(V240 V+byxc+EV4-0,V4ch)y =T,
Sie sind miteinander identisch und umhiillen den Kegelschnitt

(b + by — 172 —dbg(w 4 cy) @+ cy) =0  (cF¢, by 0).

¢+, by0).
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Das ist der allgemeinste nicht durch den Nullpunkt gehende
und nicht die X-Achse berithrende Kegelschnitt (inan beachte
dazu die Fubtinote S. 189).

§ 3. Der Fall ViV —ViVi=0.

Wir behandeln jetzt den im vorigen Paragraphen zuriick-
gestellten Fall, daf die Funktion von »: ViVi—V Vi iden-
tisch verschwindet. Dann besteht aber zwischen ¥V, und V, eine
lineare Relation

(16) aV, +0V,+e¢=20
mit konstanten Koeffizienten, und folglich ist die Geradenschar
Viat+V,y=1

ein Biischel. Die genauere Bestimmung der Funktionen (7, (',
V., V, liit sich auf Grund der Gleichung (16) bequemer direlt
an die Gleichung (5) als an die Gleichung (6) ankniipfen; es sind
aber wieder mehrere Fallunterscheidungen notwendig. Indessen
kénnen wir uns diese ganze Untersuchung sparen, indem wir
bemerken, daB jetzt auch die Funktion von w: Usl’y — {7113
identisch verschwinden mufi. Wenn das nimlich nicht der Fall
wiire, so konnte man die beiden Geradenscharen ihre Rolle tau-
schen lassen und dann die Entwicklungen des vorigen Paragraphen
wiederholen. Daraus wiirde sich ergeben, dali beide Geraden-
scharen einen Kegelschnitt umbhiillen, was der obigen Feststellung
widerspricht, daf die eine ein Biischel ist. Sonach muf in der
Tat die Funktion UU7 — 7075 identisch verschwinden und in-
folgedessen besteht auch zwischen {7, und [, eine lineare Relation

al, 00, +¢ =0
mit konstanien Koeffizienten, so dali die Geradenschar
U+ Uy=1

ebenfalls ein Biischel ist. Beide Geradenscharen sind also Biischel,
und damit ist das in der Einleitung mitgeteilte Theorem voll-
stindig bewiesen.

Zur Vervollstindigung der Betrachtung soll nur die bereits
von Herrn Finsterwalder und Herrn Voss gemachte Feststel-
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lung, daf die Geraden zweier Biischel auch wirklich ein rhom-
bisches Netz bilden, hier nochmals bewiesen werden. Wegen der
offenbaren Invarianz dieser Eigenschaft gegeniiber rechtwinkliger
Koordinatentransformation und Ahnlichkeitstransformation geniigt
es, diesen Nachweis zu erbringen:

erstens fiir zwel Zentralbiischel mit den Zentren z == % 1,
y=0;

zweitens fiir ein Zentralbiischel mit dem Zentrum z =1,
y =0 und ein Parallelbiischel, das der X-Achse parallel ist;

drittens fiir zwel Parallelbiischel, deren eines der X-Achse
parallel und deren zweites beliebig ist.

Man braucht also nur fiir diese drei Fille eine Parameter-
darstellung anzugeben, fiir welche die Funktionalgleichung (5)
erfillt ist.

Der erste Fall ergibt sich, indem man

=1, l,=u, V,=—1, V,=—v
setzt. Dann ist in der Tat die Differentialgleichung (5) erfiillt,
und die Gleichungen der beiden Biischel sind
ztuy=1, —zx—vy=1.
Der zweite Fall ergibt sich, indem man
=1, U,=—u, V,=0, V,=v¢

2

setzt. Dann ist wieder die Differentialgleichung (5) erfiillt, und
die Gleichungen der beiden Biischel sind

z—uy=1, vy=1.

Der dritte Fall endlich, der tibrigens geometrisch trivial ist,
ergibt sich, indem man
Uy=0, Uy==%e " V, =ac, V,=hbe (@a=+0)
setzt. Dann ist wieder die Differentialgleichung (5) erfiillt, und
die Gleichungen der beiden Parallelbiischel sind

Tevy=1, ae'z+be'y=1.



