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Bestimmung aller geradlinigen rhombischen Netze. 

Von 0. Perron in München. 

Vorgelegt in der Sitzung am 13. Dezember 1924. 

In einer längeren Arbeit bat kürzlich Herr Voss unter anderm 

die Frage nach allen geradlinigen rhombischen Netzen gestellt 

und ist dabei auf eine Funktionalgleichung geführt worden, die 
sich durch elliptische Integrale erster Gattung lösen ließ1). Das 

eigentliche Problem war aber damit nicht erledigt. Die Zuende- 

führung gelang Herrn Volk, der überraschender Weise fand2), 
daß die elliptischen Integrale nur in der Zwischenrechnung auf- 

treten, während die für die Lösung erforderlichen endgültigen 
Integrale trotz ihrer abschreckend komplizierten Form sich durch 
geschickte Substitutionen elementar auswerten lassen. Doch ist 
die Zwischenrechnung natürlich recht umständlich, und die geo- 

metrische Deutung der Endformeln schien zunächst schwer. Es 
lag daher nahe, von vornherein eine andere Behandlungsweise zu 

versuchen, die die Vosssche Funktionalgleichung ganz vermeidet. 
Da bei Herrn Voss die Aufgabe in den Rahmen einer viel all- 

gemeineren Untersuchung eingegliedert ist, konnte man hoffen, 
vielleicht durch eine mehr dem speziellen Problem angepaßte 
Methode bequemer zum Ziel zu kommen. In der Tat bin ich 
auf anderm Weg und mit Hilfe einer andern Funktionalgleichung 
zu sehr einfachen Endformeln gelangt, die ohne weiteres die fol- 

gende geometrische Deutung zulassen: 
Wenn zwei Geradenscharen einer Ebene ein rhom- 

bisches Netz bilden, so sind sie entweder zwei Büschel 

*) A. Voss, Kurvennetze und Laplacesche partielle Differentialglei- 
chungen. Diese Sitzungsberichte 1924, S. 39—68. 

-’) Vgl. die der gegenwärtigen unmittelbar vorausgehende Arbeit: 
0. Volk, zur Vossschen Arbeit: „ Kurven netze und Laplacesche partielle 
Differentialgleichungen“. 
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oder sie sind miteinander identisch und umhüllen einen 
Kegelschnitt. 

Erfreulicherweise hat auch Herr Volk in der endgültigen 
Redaktion seiner Arbeit seine ursprünglichen Formeln so verein- 
fachen können, daß sich ebenfalls dieses Resultat daraus ablesen 

lieh; gleichwohl dürfte meine Darstellung noch Interesse bean- 

spruchen, da sie einfacher und insbesondere von der Vossschen 
Vorarbeit ganz unabhängig ist. 

Daß auch umgekehrt die Tangenten jedes (nicht ausge- 

arteten) Kegelschnitts ein rhombisches Netz bilden, ist gelegentlich 
von Herrn Finsterwalder bemerkt worden1), wird sich aber auch 
daraus ergeben, daß wir auf den allgemeinsten Kegelschnitt 

geführt werden. Daß zwei Büschel ein rhombisches Netz bilden, 

ist ebenfalls von Herrn Finsterwalder und auch von tV?rn 
Voss erkannt worden, wird aber auch am Schluß des § 3 noch- 

mals bewiesen werden. 

§ 1. Zurückführung des Problems auf eine Funktionalgleichung. 

Die beiden Geradenscharen seien in rechtwinkligen Koor- 
dinaten: I Uxx + U,y = 1, 
(1) \V,x+Vty = \, 

wo C/j, U2 Funktionen eines Parameters ü und V1, V2 Funktionen 

eines Parameters v sind. Bei diesem Ansatz ist nur der Fall 
nicht berücksichtigt, daß die eine Schar ein Büschel durch den 

Nullpunkt ist, was aber durch eventuelle Verschiebung des Koor- 
dinatensystems vermieden werden kann und daher keine Beschrän- 

kung der Allgemeinheit bedeutet. Aus (1) folgt: 

(2) x = 
V2-U2 

U V — U V ' u
 \ 

r 2 ^2 1 

Ux - V, 
uxvt-u%v: 

Setzt man das Quadrat des Bogenelementes in die Form 

(I x2 -j- d iß = E d u- -j- 2 F d u d v -R G d v-, 

so ist die Bedingung für ein rhombisches Netz: E — G. Nun 
lindet man: 

b S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen hei der Flächen- 
deformation. Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung G (1899), 
S. 45 -90, speziell S. 55 f. 
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VE = ?£V+ Ui~(bs-Y2) U\ y y.y 
du) \3ü) - (t/, v2 u^yj- ■' i+' 

wo die Akzente Differentiation nach u bedeuten. Eigentlich mühte 

der Ausdruck rechts zwischen Absolutstriche gesetzt werden. 
Man kann aber stets erreichen, daß er von vornherein positiv 

ist, indem man den Parameter n nötigenfalls durch — ü ersetzt. 

Ebenso erhält man : 

VG 
(U, Vi)V'2+( ii2 l 2)hj I jji \ ij- 

C\\\ r,i\r ■' ! j ” 

wo die Akzente Differentiation nach v bedeuten. Die Bedingung 
für rhombische Netze kann daher folgendermaßen geschrieben ~ o 
Weden : 

(J\ -i'A1
 's-

{L* — 
r' - z(r, -

,rA(rt-vs)vj 
Vr\-r n ' I P? -i P: 

Führt man jetzt statt «, v neue Parameter u, v ein, indem 
man setzt: 

(3) j ] 1 du = ■«, 

also umgekehrt: 

(4) '1 = J d u 

l 1 + ^2 

JYri I p/i = /■, 

di- 

VW+Yi 
und deutet man von jetzt an durch Akzente die Differentiation 

nach u bzw. v an, so geht die vorige Gleichung über in: 

00 ff 1 — J i) f 2 - ( f 2 “ f 2) f ! ~ ff 1 ~ f7l) f' ( J 2 — 1 j.) f7 1 • 

W ir haben also die Aufgabe, alle Lösungen dieser Funk- 
tionalgleichung zu bestimmen. Ist das geschehen, so kann man 

hinterher natürlich leicht vermittels der Formeln (4) zu den 
rhombischen Parametern u, v übergehen. Da die Gleichung (5) 
die Variabein n und v nicht explizit enthält und in bezug auf 

die Ableitungen nach u und v homogen ist, so bleibt sie unge- 

ändert, wenn man von den Parametern ff, v dadurch zu andern 
übergeht, daß man sie um beliebige Konstanten vermehrt und 
daß man beide mit ein und derselben von Null verschiedenen 

Konstanten multipliziert. Wir werden von dieser Befugnis 

i:t ftit/.migsb. «I. inatli.-naturw. Abt.. Jalirg. 1B21. 
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einer Differentialgleichung von dieser einfachen Form. Dabei 

unterscheiden wir fünf verschiedene Fälle: 

I. a = b — c = 0, 

II. a b --- 0, c 4- 0, 
III. a = 0. 6 + 0. 
IV. a + 0, b2 — 4 etc = 0. 

V. a 4= 0, h~ —1 a c + 0, 

mit denen offenbar alle Möglichkeiten erschöpft sind. 

Fall I. In diesem ist nach (15): f‘ = 0, also /’ konstant; 
aber das ist ausgeschlossen, wie schon in § 1 gezeigt. 

Fall II. Nach (15) ist jetzt f‘(z) = c 4= 0, also 

f(e) = cz + c1 (c + 0), 

wo cj eine weitere Konstante ist (ebenso wie in der Folge c2. c3. . . .). 
Damit geht die zu lösende Funktionalgleichung (6) über in: 

(6a) I 2 — 12 = (U1 — F,) ('cu -j- cv -j- c,), 

und die daraus abgeleitete Gleichung (8) in: 

(8 a) U\ — KJ, also = r.2. 

Hieraus folgt durch Integration : 

= c2u -f cs, V1 = c2v + ci. 

Dabei muß c2 4 0 sein, weil sonst V-jV", — V\V\ identisch 
verschwinden würde, gegen die Voraussetzung. Darum darf man, 

da u, v nach einer Bemerkung des § 1 um beliebige Konstanten 
vermehrt und beide mit derselben Konstanten (4 0) multipliziert 
werden dürfen, ohne Beschränkung der Allgemeinheit c3 = 0, 
cl -= 0, c2 — 1 setzen. Dann ist also einfach 

Ui = «. yx = v. 

Setzt man das in (6a) ein, so kommt: 

U2 — V2 = (u — r) (cu + cv -f- c,), 

oder etwas anders geschrieben: 

U2 — cu* — Cj n = V — cv~ — cj r, also = c,. 

Somit ist 

U2 c u~ + 6*j U -j- c., I) = f‘ v~ - {— Cj /' c,, 
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und die beiden Geradenscharen sind die folgenden : 

HX (C H- -)- 6'j u + c.) y — 1 , ( • 
: 0 ) 

v x + (c + c, « -f c5) y = 1. 

Sie sind miteinander identisch und umhüllen den Kegel- 

Scl,mtt (« + c,yf — icy {c.ay — 1) = 0. 

Dieser berührt die X-Achse im Nullpunkt und ist bei der 
Willkürlichkeit der Konstanten bereits der allgemeinste Kegel- 

o o 

schnitt in solcher Lage. 

Fall III. In diesem lautet die Formel (15) mit einer kleinen 

Änderung in der Bezeichnung der Konstanten : 

f‘{*) = b{m-ci) (b ■■ 0). 

Daraus folgt durch Integration: O o 

/'0) = C, -T cae''L 

und zwar ist c2 4- 0, weil ja f(z) nicht konstant sein kann. Setzt 

man das wieder in (6) und (8) ein, so kommt: 

(.« b) r, - = ( U, - Fj) (c, + c2 e
4('< + r))) 

(Sb) / i — 14 -f- (7/, — fj ) b — 0 . 

Aus (8b) folgt aber: 

L i 4- bV\ — V[ 4- bVj, also etwa = bc3 (wegen b 7\- 0), 

und hieraus ergibt sich durch Integration : 

ül = cn + '4 e - '' ". F, = c3 4- c5 e -4 0. 

Setzt mau das in (6b) ein, so erhält man: 

Ui — F2 = (cxe~b" — c-e~'J0) (c, + c2e
6(" + "'), 

oder etwas anders geschrieben : 

ET* — c4 c, e ~ 4- cs c2 c
6 “ = F., — c5 c, e - *r -f <4 c2 e

h ", also = eu 

Sonach ist 

U. = c,c, e-*"' - c.c3c
b" 4- c8, F2 = c5c, e 6" — c4c2e

6” 4- c6. 

Nun kann weder et noch C- verschwinden, weil in beiden 

Fällen F)F'i—Fi F"> = 0 sich heraussteilen würde, was wir in 

diesem Paragraphen ausgeschlossen haben. 
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Führt man daher die neuen Parameter 

=U, c. e~l,v —V 

ein und setzt zur Abkürzung c2cxc- — C-, so ist auch c. rO und 

man erhält einfach: 

U, c} ( 

Uj = c3 U, 

c, 

U + C°’ 

F, = C3 + l ) 

V* = °.V- Cf + c0. 

Die beiden Geradenscharen sind daher die folgenden: 

(U2 c3U) x + (^U3 + c6U - cjy =U, 

[V2 + c3V) x + (ClF
2 + c6V -c,)y= V, 

Sie sind miteinander identisch und umhüllen den Kegelschnitt 

(c3x + cüy — l)2 + 4cny(x -f c, y) = 0 (c7=i= 0). 

Das ist der allgemeinste die X-Achse berührende und nicht 
durch den Nullpunkt gehende Kegelschnitt. 

Fall IV. In diesem kann, wie die Entstehung der Formel (15) 

aus (14) zeigt, die Funktion V\V\ —V\ 2 nicht identisch ver- 

schwinden, also V1 gewiß keine lineare Funktion sein. Der Glei- 
chung (15) aber kann man mit einer kleinen Änderung in der 

Bezeichnung der Konstanten die Form geben: 

a
 f 0) = (/'O) — W (« ä o), 

woraus durch Integration folgt : 

/'(*) = b - 

Setzt man das in (6) und (8) ein, so kommt: 

(6c) ü.-n-W-rj (*---■“_ J. 

(8 c) (Ul-VI) (u + » - c.) - 2 (N, - F,) = 0. 

Differenziert man die letzte Gleichung nach u und die so 

entstehende nach v, so erhält man : 

U\ = Fi, also = 2C2, 

und daher 

Ut = c2u
2 + c3u -f c4, F, = c2v

2 + c3v + c6. 
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Dabei ist gewiß cä 4- 0, weil ja Vl diesmal keine lineare 

Funktion sein darf. Dann kann man aber durch Vermehrung 

von u und v um passende Konstanten erreichen, daß c3 und c- 

verschwinden, so daß man also hat: 

1 \ = a2 + c4, V, = c2 «8 + cB. 

Setzt man das zunächst in (8c) ein, so ergibt sich: 

2 c2 (u — v) (M + » — c,) — 2 c2 (M
2 — »2) — 2 (c, — cG) ----- 0, 

und daraus folgt: 

<4 = = c*,- 

Daher ist definitiv 

1 \ = c., H- + c,, F, = c2 »
2 -j c,, 

und wenn man das in (6 c) einsetzt, erhält man (wegen c, = 0): 

/ '2 — r., — c2 i «2 — r2) ^ — tl~7 ^ — ci («* — »*) — c2 a (« — »), 

oder anders geschrieben: 

I \ — c2 b u2 -f c2 a u — V2 — CJJ b v2 -j- c2 ct », also = c_. 

Daher ist endlich, indem man die Konstanten c2a, c2& 
kürzer durch «, & bezeichnet: 

f = bu2 — a il -)- C-, V2—bv2 — a v c7 (a 0). 

Die beiden Geradenscharen sind somit die folgenden: 

(c2 «■- + c4) 
x + — a u -f- c.) y = 1, , 

(a- F 0, c, -F 0). 
(»., ( ~ —p ) x -p (I) v2 — u v -f- c7) y = 1, 

Sie sind miteinander identisch und umhüllen den Kegelschnitt 

a2y2 -I (c2x -)- by) (cix -f- cny — 1) = 0 (« -i- 0, e3 4- 0). 

Das ist der allgemeinste durch den Nullpunkt gehende und 
die X-Achse daselbst nicht berührende Kegelschnitt. 

Fall V. In diesem kann man die Gleichung (15) mit 

geringer Änderung in der Bezeichnung der Konstanten in die 
Form setzen1): 

>) Dabei können, wenn man sich auf reelle Netze beschränkt, c und 
c sehr wohl konjugiert-komplex sein, und a ist dann rein imaginär. Außer- 
dem müssen in diesem Fall die im folgenden mit cr und c,, bezeiehneten 
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(c — c) /w (,•■) = a (/'(/) — c) (f(s) — c) (a 4-0, c 4= c), 

woraus durch Integration folgt: 

. . cc, — c c. e" 
/(*) = . ,, 

Dabei ist die Integratiouskonstante mit Rücksicht auf die 

letzte Fußnote in die Form 1 gesetzt worden, und es muß c, 4-0, 
c
i 

Sj I- 0 sein, weil ja nicht konstant sein darf. Setzt man 
das in (6) und (8) ein, so erhält man: 

cc, e“u' + c) 

(6d) U*-V, = (L\-Vt) 
cc. 

(8 d) )(Cj — c, ea(" + 1,)) + (Ü\ — Fj) a(Cj -)- c, en,"+':)) 0. 

Differenziert man diese letzte Gleichung nach u und die 
so entstehende nach v, so erhält man eine Gleichung, die nach 
Weghebung des von Null verschiedenen Faktors Cj ae"(" + 'I) die 

einfache Form annimmt: 

U’l — a-L1= V\—a2Vj, also etwa = —a2 bi (wegen a 4-0), 

wo bl eine Konstante. Daher ist 

1 ’j = ii2 L\ — a2 b,, V'l - a2 tj — a2 bt, 

und aus diesen Differentialgleichungen folgt durch Integration : 

üj = bt + c.,e“" + c2c-
a“, F, = b, 4- cse

uv + üse~«\ 

Setzt man das jetzt in (8 d) ein, so erhält man nach Weg- 
heben des Faktors a: 

(c2e“" — c2 e - “ “ — c3 e"v -f c3 e -av) (c, - c, ea +o)) 

+ (e2e"“ + c2e
_a" — c3e

a» — c3e-
,‘1') (c, + c, ea(" + e’) = 0, 

oder ausgerechnet: 

2 (c, c2 — Cj c3) e
an -f- 2 (tj c2 — c, c3) e“” = 0. 

Konstanten jeweils zueinander konjugiert und die mit hy bezeichneten reell 
sein. Das Endresultat läßt sich alsdann leicht wieder in reelle Form setzen, 
womit wir uns nicht aufhalten wollen. Übrigens ließe sich die ganze Rech- 
nung ebenso leicht auch von vornherein im Reellen durchführen ; wir wollen 
aber nicht noch einen sechsten Fall anschließen. 
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Daher muh c, c2 — c3j c3 und c2 — c, c3 sein, was man am 

einfachsten und allgemein erreicht, indem man 

('-i == D C4! ,:
3 = CjC,, 

'b - DD- h = cih 

setzt. Dann ist also definitiv 

I , = &, + c, c4 e“" -p c, c4 e ~ " ”, Vt = -j- ü, c4 e"” -p c, c4 e~ " ". 

Führt man das nun in (6 d) ein, so erhält man: 

cc, — cü.e"1" + *’ 
U2 — F2 = \ci(cxe

au — c1e~“v) -p ct(c,e~a" — c,e" 
c, — c, e“l,' +01 

(c4 e - — c4 e - “c) (cCj — c c4 e " w + “') 

CGj c46
11B —p cc4c4e"", cCj c4e ' ■ 

und somit: 

U2—ht;lcie""—cc 1cie~"n — V2 — cc, t;.le"v — cc1cle~"v, also = 

wo auch b2 eine Konstante. Daher ist 

l \ = b2 -j- üc, c4e“ " + cCj c4e
_ " F2 = P2 -p cc1 c4e“” -p ccp cie~ar. 

Nun kann auch von den Konstanten c4, ö4 keine verschwin- 

den, weil sonst mit den gefundenen Werten von V1 und F2 sich 

ergeben würde: V\ V\—FÖFi'= 0, was in diesem Paragraphen 
ausgeschlossen ist. Führt man daher die neuen Parameter 

c1c4e
a" = U, c, c,e"v = F 

ein und setzt noch zur Abkürzung c1clcici = bs, so ist auch 

63 0 und man erhält einfach : 

>\=b, + I- + h{j, V,=b,+ F+i 

!\ = h +cr +c^, V., = b2 + cV + cp. 

Die beiden Geradenscharen sind also diesmal die folgenden : 

(f/2 -p b, Ü -p b3) % -j- (c / 2 -p b2i -f- cb3) y =U, ^ 

( F2 -p b, V -p b3) x -p (cVa -p F -p cbs) y = V, 

Sie sind miteinander identisch und umhüllen den Kegelschnitt 

(b,x -p b2y — 1)" — 4b3{x -p c y) (x -p cy) = 0 (c-F c, ^g ~1- 0). 
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Das ist der allgemeinste nicht durch den Nullpunkt gehende 
und nicht die X-Achse berührende Kegelschnitt (man beachte 

dazu die Fußnote S. 189). 

§ 3. Der Fall Vi Vl — VWi = ü. 

Wir behandeln jetzt den im vorigen Paragraphen zurück- 
gestellten Fall, daß die Funktion von v: V‘<V‘\—V{ V'i iden- 

tisch verschwindet. Dann besteht aber zwischen V1 und V2 eine 

lineare Relation 

(16) a V1 -p b V2 -)- c = 0 

mit konstanten Koeffizienten, und folglich ist die Geradenschar 

VL x + V2 y = 1 

ein Büschel. Die genauere Bestimmung der Funktionen Vj, 

Vj, r2 läßt sich auf Grund der Gleichung (16) bequemer direkt 
an die Gleichung (5) als an die Gleichung (6) anknüpfen; es sind 
aber wieder mehrere Fallunterscheidungen notwendig. Indessen 

können wir uns diese ganze Untersuchung sparen, indem wir 
bemerken, daß jetzt auch die Funktion von u: Un['\—I \ fT‘i 

identisch verschwinden muß. Wenn das nämlich nicht der Fall 

wäre, so könnte man die beiden Geradenscharen ihre Rolle tau- 
schen lassen und dann die Entwicklungen des vorigen Paragraphen 
wiederholen. Daraus würde sich ergeben, daß beide Geraden- 

scharen einen Kegelschnitt umhüllen, was der obigen Feststellung 
widerspricht, daß die eine ein Büschel ist. Sonach muß in der 
Tat die Funktion U‘>U“ — identisch verschwinden und in- 

folgedessen besteht auch zwischen IT1 und U.2 eine lineare Relation 

a1 ( j -f b‘ l .2 -f- c‘ = 0 

mit konstanten Koeffizienten, so daß die Geradenschar 

V,«+ U2y = 1 

ebenfalls ein Büschel ist. Beide Geradenscharen sind also Büschel, 
und damit ist das in der Einleitung mitgeteilte Theorem voll- 

ständig bewiesen. 

Zur Vervollständigung der Betrachtung soll nur die bereits 
von Herrn Finsterwalder und Herrn Voss gemachte Feststei- 
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lung, daß die Geraden zweier Büschel auch wirklich ein rhom- 
bisches Netz bilden, hier nochmals bewiesen werden. Wegen der 

offenbaren Invarianz dieser Eigenschaft gegenüber rechtwinkliger 
Koordinatentransformation und Ahnlichkeitstransformation genügt 

es, diesen Nachweis zu erbringen: 
erstens für zwei Zentralbüschel mit den Zentren x = ± 1, 

y = 0; 
zweitens für ein Zentralbüschel mit dem Zentrum x — 1, 

y — 0 und ein Parallelbüschel, das der X-Achse parallel ist; 
drittens für zwei Parallelbüschel, deren eines der X-Achse 

parallel und deren zweites beliebig ist. 
Man braucht also nur für diese drei Fälle eine Parameter- 

darstellung anzugeben, für welche die Funktionalgleichung (5) 
erfüllt ist. 

Der erste Fall ergibt sich, indem man 

r, = 1, l\2 = u, Fj = — 1, F2 = — v 

setzt. Dann ist in der Tat die Differentialgleichung (5) erfüllt, 
und die Gleichungen der beiden Büschel sind 

x -f- il y = 1, — x — v y = 1. 

Der zweite Fall ergibt sich, indem man 

f \ = F ,Ti = — w, V, = 0, F2 = r 

setzt. Dann ist wieder die Differentialgleichung (5) erfüllt, und 
die Gleichungen der beiden Büschel sind 

x — uy = 1, vy = 1. 

Der dritte Fall endlich, der übrigens geometrisch trivial ist, 

ergibt sich, indem man 

Uj = 0. U2 = ± e~", F, = ae\ V2 = bev (a 4=0) 

setzt. Dann ist wieder die Differentialgleichung (5) erfüllt, und 

die Gleichungen der beiden Parallelbüschel sind 

± e* " y = 1, a ev x -f- bev y = 1. 


