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Dess Problem der conformen Abbildung fur eine
specielle Kurve von der Ordnung zn.

Von Newel Perry.

(Eingelaufen 1. Februar.)

§ i.
Die Gleichung einer circularen Kurve dritter Ordnung in
Cer Ebene t= u+ iv ist
A @*+ aih+ B+ 7&+ A%+ $*+ \h“l.e= 0, (1)
wobel tx= u — iv gesetzt ist.
Macht man die Transformation
t= p@E\ wo
?>(*) = **+I»lii-1+ ...+ p,, 2
so erhdlt man in der Ebene z= x + iy, zx= x — iy eine
Ww-fach circulare® Kurve von der Ordnung Sn, nemlich:
90) -, (") -[aP0) + &, () + A+ ¥ PQ)
+ tPCEDP+ A (M+ N1 FO))+ e= 0. 3
Im Anschliisse an eine von Herrn Lindemann gegebene

Methode,) nach der Herr Gottler die Kurve (1) behandelt
hat,]) habe ich in meiner Inaugural-Dissertationd die Kurve (3)

* Sitzungsberichte der k. bayer. Akademie d. Wiss. 1895 und 1896;
Schriften der physikalisch-6konomischen Gesellschaft zu Konigsberg i. Pr.,
Bd. 32, 189%4.

2 Sitzungsberichte der k. bayer. Akademie d. Wiss. 1900.

5 Das Problem der conformen Abbildung fur eine specielle Kurve
von der Ordnung 3 n. Minchen 1901.
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naher untersucht und gezeigt, dass das Problem der conformen
Abbildung fir ein von einer derartigen Kurve begrenztes Flachen-
stick immer mit Hilfe einer integrierbaren Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung geldst werden kann, wenn bei Beibe-
haltung der fruheren Bezeichnungsweise
m r ft
2+ 2Ex,+ E& —2)—2*+ E(a,— ]

=1 W
—a-fji = 0 ist.
A ] 7
Hierin sind die Constanten x», A a,, 7+ s, a, X durch
folgende Festsetzungen erklart.
Wenn die vier Brennpunkte der Kurve (1) t= al? t= a%
t= a3, t= a4 von einander verschieden sind, so sei

Ko)= 99 (*)—aj e (*) —ag 9 (z2) — as] [P(2) — aj

11 (z —hi)"', WO v <4 n, 2X—4n.
i=l

Hat jene Kurve aber einen Doppelpunkt, so sei ax= a2= a;
und es wird:

<p@s) —a= h(z —=&)y
*=1

H*= fr(z- *~/--n - (f
=] i=1
wobei

n<n;n'<z2w 2Ui= 2w, 2" = w
Es ist w= w, wenn alle r, gleich 1sind, ebenson = 2w

wenn alle ™ gleich 1 sind. Die Constanten sind durch die
Gleichung

w{2) = nv{z —#Y* wov<n —1,2IXi—n—1

definirt, welche die Brennpunkte der Kurve 3nter Ordnung (3)
bestimmt.

J Inaug.-Diss. Gleichung (22) pag. 23.
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Die Zahl a gibt an, durch wie viele Windungspunkte
cbr /-Ebene (entstanden durch die Beziehung t= <p(z)) die
Kune (1) hindurchgeht (a = 0, 1, 2, ... oder n — 1), wahrend
t solche Windungspunkte noch in den Brennpunkten al? a2,
0, & liegen konnen. Die Kurve (3) hat dann o Doppel-
pukie, t andere zweifache Brennpunkte und 4n—2r ein-
fade Brennpunkte.

Hat aber die Kurve (1) einen Doppelpunkt, so hat die
Kine (3) a+ n Doppelpunkte, r andere zweifache Brenn-
pukie und 2 n — 2 t einfache Brennpunkte.

Liegt der Doppelpunkt von (1) in einem Windungspunkte,
< hat die Kurve (3) n + o — 2 Doppelpunkte, und an einer
adem Stelle noch zwei zusammenfallende Doppelpunkte.

Die zZahlen a-, - und n beziehen sich auf die Winkel,
welche in den Yerzweigungspunkten bei der Abbildung auf
de Halbebene zu berucksichtigen sind.

Ist die Bedingung (4) nicht erfullt, so fuhrt folgender Weg
2um Ziel.

Die Gleichung (3) ergab durch Differentiation

PE)-Z2= _ IrA
VR (z) V r, («di)
Hiebei ist:
E(s)= a*m(@) + I8Q2) -[2aB — 4a, N\
+ P(F)iB*+ 2« —4a, 5— 4yyt]
+ > (*).[2051- dale - 4]14
+ ($ + 4y.f).
Setzt man
,  ds _ @@z

s= ~dz—~ yT{z)'
so ist nach Gleichung (5)
s = —gsl.
Man erhalt leicht:

A [logs] - 2[1zlogs]= [logs:;]” 1[jzlogsh-
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Setzt man noch:
{*2Z) = [log s] lo« *]*-
so ist {s, Z] die bekannte Scliwarz’sche Funktion, die bei
der Abbildung eines Kreisbogenpolygons auftritt.

{s, Z) ist also eine Funktion, welche fur reelle Werte von
Z reell ist, solange z einen Punkt der Kurve (3) bezeichnet.

Berechnet man q’ | nd v flog s] rgibt
erechne a uyju’ [logs] wu d_Zty ogs], so erg
sich leicht:
Y />0 "o
= *y | N -1 i
1 Z\j P ? I @ z 2'% %

<C)
* R + ¥ R* + 2P R

HieHei is™ ® R dRP@ wW.; = ,gl_;%/, dagegen

P dR@

dz* u S w.

§ 2.

Die Pole der Funktion {5, Z\ sind offenbar die Null-
punkte der Funktionen @ und R, d. h. die fruher mit z = g,,
z= hi und z = (ji bezeichneten Punkte, welche im Innern oder
am Rande des betrachteten Flachenstiickes liegen.

Die Funktion uO;rlz [log s] ist identisch mit der in der In-

augural-Dissertation in Gleichung (11a) und (11b) definierten
Funktionen F(z, Z). Dort sind im zweiten Kapitel die Pole
von F (zyZ) in den Abschnitten | bis VIII untersucht, und
es ist die analytische Darstellung von F (r, Z) in der Nahe
der Pole bereits gegeben.

Es hat sich gezeigt, dass F (z, Z) nur Pole erster Ord-
nung besitzt und als Funktion von Z in der Nahe eines jeden
aPoles Z = K somit die Darstellung hat

[logeT] = + KO+ KI(Z-K) + ... @)
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Hieraus folgt:

d% [log *] = + h + 2h(Z-K) + ...
und:
d i '1* i 2fcfcO .
dZ 10gSJ = (Z-A)=*+ Z-K + (k+ 2**)
+ 2{0kl + MY -(Z-K) + ...,
folglich:
82} = --] (M + 2= (z=Ky + z~"K + y(Z—K") W
Hiebei ist T= — &0 Ist also das Residuum in irgend

d
eirem Pol der Funktion [1°g s'l bekannt, so ist auch das

2neite Residuum der Funktion {s, Z\ in diesem Pole gegeben,
dagegen ist das erste Residuum dieser letzteren Funktion eine
unbestimmte Constante J.

I. Liegt ein Punkt z = gy, welcher nicht mit einem Punkt
Q oder A zusammenfallt, im Innern des betrachteten Flachen-
stickes und ist die komplexe Zahl Z = Ai sein Bild, so haben
wir (nach Inaug.-Diss. 13b) die Darstellung

folglich ist nach Gleichung (8)
Bz} — £(*+ 2). + *(Z-A)). (9
Il. Liegt ein Punkt z = A im Innern des Flachenstlckes

und ist die komplexe Zahl Z = 2?, dessen Bild, so ist (nach
Inaug.-Diss. 14Db)

folglich nach Gleichung (8)
4-A7 1 , h
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I11. Liegt ein Punkt z = gt im Innern des Flachenstlickes
und ist die komplexe Zahl Z = C* dessen Bild, so ist in der
Nahe dieser Stelle (Inaug.-Diss. 15 b)

folglich nach Gleichung (8)

{*Z\=\-pr-“Q»+ Z-C, + * C)- (12)
IV. Liegt ein Punkt z = g, welcher nicht mit einem A
oder gi zusammenfallt, am Rande des Flachenstickes und ist
die reelle Zahl Z = Di sein Bild, so ist (Inaug.-Diss. 16¢c¢)
Jz [log«] = - ~ Di+ y(Z—DY,
folglich nach Gleichung (8)
{s,2}= — (Z—D,y + NEZ~DY (12

V. Liegt z= hi am Rande des Flachenstiickes und ist
Z = E t dessen Bild, so ist (Inaug.-Diss. 17c)

und mithin nach Gleichung (8)

SZ\= (\=m tik . ~ + f(Z-E,). (18)

VI. Liegt z=gi am Rande des Flachenstiickes mit dem
Bildpunkte Z = Fi, so ist (Inaug.-Diss. 18b)

ALK>*S] = 27+ *<om).

mithin nach Gleichung (8)

522\ = 1 .{/- LEiy + + $Z~ ko (14)
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VII. Liegt der Punkt z = oo im Innern des Flachenstickes
udist Z = G das Bild dieses Punktes, so ist (Inaug.-Diss. 19b)
Al'0g*]=-'£g + IHZ-G),
Gleichung (8) ergibt hieraus:

K*}= +YAa +mz-0) (V)

VIII. Liegt der Punkt z= o0 v-rnal am Rande des
Fluchenstiickes und sind die entsprechenden Bildpunkte Z = 6r4
% ist (Inaug.-Diss. 20 b)

feg ,+*(*-«->-

mithin nach Gleichung (8)
Bz} - A wz 'an,+-2% + W - 0,) (16)

Das abzubildende Flachenstiick habe die folgenden Eigen-
schaften (vgl. Inaug.-Diss. pag. 19):

1. Die inPunkte z= g+ i= 1, 2....m, welche nicht mit
einem A oder  zusammenfallen, liegen im Innern des Flachen-
stiickes; das Bild des Punktes g- sei die komplexe Zahl Z — A{

2. Die rPunkte #= A, i= 1,2.... r liegen im Innern;
das Bild des Punktes z = hi sei die komplexe Zahl Z = B,.

3. Die sPunkte z = i= 1,2.... s liegen im Innern;
das Bild des Punktes z = sei die komplexe Zahl zZ = G.

4. Die [xPunktez= g- i= 1, 2.... /x liegen am Rande
des Flachenstilickes; der Winkel an der Ecke z = g, sei )OGL glnl
Wo a- eine der Zahlen 1,2,3.... 2-(%+ 1) ~ das
des Punktes z = g, sei die reelle Zahl Z=Di.

5. Die qPunkte z—hi, i= 1,2.... g liegen am Rande
des Flachenstickes; der Winkel an der Ecke z = hi habe die
Grosse wo Bi eine der Zahlen 1,2,3 .... (2 - A) ist; das

Bild des Punktes z = hi ist die reelle Zahl Z — Ei.
1901 Sitxangsb. d. math.-phys. CI. 4



50 Sitzung der math.-phys. Glosse vom 1. Februar 1902

6. Die aPunkte z= #, i= 1,2... .0 liegen am Rande;
i- Tt

der Winkel im Punkte z = Q habe die Grosse AR ; das Bild

des Punktes z=gi sei die reelle Zahl Z = Ft.
7. Wenn der Punkt z = oo im Innern des Flachenstiickes
liegt, so sei die komplexe Zahl Z = G sein Bild.

8. Liegt z= o0 vmal am Rande des Flachenstiickes, so

seien die Winkel in diesen Punkten d*nn, i=123....v,

wobei di eine der Zahlen 1,2,3 .... 2n ist. Das Bild der-

(Gj'7t

jenigen Ecke z = oo, die den Winkel

reelle Zahl Z = ff,..

Zur Abkirzung setzt man, wenn Ai und Ai ebenso a4 und
di u. s. w. konjugierte Zahlen sind,

besitzt, sei die

Z) - Z|- £ [-f («,+ 2)

S[ T + 2)(Z—")« + x- a;}

_v][» i 1
SL 8 ~ 7-B,\

=il 8 'TZ_—IB?F)"" - Bi)
[*"{z-cty + c,] 17

“EFIZAW 4+ zhci]

"L 2 (z-A)* ~ Z-D,\

£ [(1-12)) B+ P) 1 I
s|. 8 \Z-E.f » Z-E{
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Die Grosse S ist eingefiihrt, um die drei Féalle, wo der Punkt
2= @im Innern, auf dem Rande oder ausserhalb des Flachen-
telles liegt, zugleich behandeln zu kénnen. Es ist nemlich:

d wenn z = co weder im Innern noch am Rande liegt

S=0;
b) wenn z = o0 im Innern liegt
q _ 1—** l__l_ >
* 2 (Z—Gwit2—0G
m1l— 1 | 9

v 2 Z—ow Z—G
¢ wenn z = o v-mal am Rande liegt

b-~tA 2 (z-Gty * z-G,y
Diese Funktion W(z,Z) hat im Endlichen keinen Pol und
ist reell, wenn Z reell und z ein Punkt der Kurve (3) ist.

8.3.
Um das Verhalten der Funktion W{z, Z) in der N&he des
Punktes Z = oo zu studieren, setzen wir Z=-7~- und bilden

(o}

Es ist: a = _ dz
dz dC
-g » Am
V'R{e)
47 @log - lic (loge)+ ! 1m(_ n)

—C--Jdy (loggh) + 1f*  (logR) - 2c

{s,2} = C~ (logv)—1I17? (log R)
— 1?2 [~-(log?)]*- | A[— (log 72)]'

+ ~Ni*x~(log,/)~(logJi). (18)



52 Sitzung der math.-phys. Classe vom 1. Februar 1902.

Durch die Substitution Z = y st ferner

lz~KFf+ -z2~K = *'t*tt -*0-* + *C(1- JTE)->
= + 2KC + 3iT*i* + ...] ™9

UL+ KU+ K*? + K32 + .. 1]

Da js, lj fur ; 0 Null von der Ordnung vier wird,

so muss I' ebenfalls Null von der Ordnung vier werden

fur C= 0; d. h. in Xf '~ muss der Faktor von f, Q und

von C3 einzeln Null ergeben. Hiernach haben wir fir die
Constanten a,, bi, ¢, u. s. w. die folgenden drei Bedingungs-
gleichungen.

m r 8

l. i=|0 , ) - 5,:1(bi + &)+ HI & -f- ei)

(2°a)
N 11 i =
MR ST VRS T
Hiebei ist:

a) wenn £ = o0 weder im Innern noch am Rande liegt,
N = o,
b) wenn z = 00 im Innern liegt,

= 0+ 91

c) wenn z 00 v-mal am Rande liegt,
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m
1. . I[—)G(xi+ 2) + aiAi -f- al A\]
1=

+ S + hB, + V.£,]
4"s f-£ [, Ci-j-clCi

1 T 8- +dp,*

+ "4j(fiF) + — + S2= 0.
LA

Hiebei ist bez. in den drei obigen Féllen
a) S2= 0,
by St~ l-n" + gQ + ¢'G,
vl A* 1
c)St= X \~ - + giGi.

th r “
U L NG+ 2) (4 H-AD) diA)  al A2l

+ £ [~=7~- (-B.-+ J3))+ i, -Bi + ViB?

+ "tI\N{C{+Ci) + elCt + eiCl{]
"1
*fl —al 1

+Sli'f, + RN+ S =0

53

(20,>)

(20c¢)
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Hiebei ist bez. in den drei obigen Féllen
3_) S, =0,

by Si~I~— iG+ GM+ gQ' + gG™'

s = +

Da die Funktion W(z, Z) fur keinen Wert von Z ul
lich wird und dberall in der Z-Ebene holomorph ist, s
sie nach den Lehren der Funktionentheorie eine Const

Fir Z = oo oder f= 0 ist aber W= 0; und folglic
die Abbildung eines beliebigen Flachenstiickes, das vor
Kurve (3) begrenzt wird, abhangig von der Differentialgleic
dritter Ordnung

¥'(*, Z) = 0.

Fur den Fall, dass die in obiger Gleichung (4) angeg<
Bedingung fur das abzubildende Flachenstick erfullt isi
unsere Gleichung Z) = 0 zurlckgefuhrt auf die ]
rentialgleichung zweiter Ordnung, welche in Gleichung

der Inaugural-Dissertation angegeben ist, und welche <
Quadraturen geldst werden konnte.



