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Das Problem der conformen Abbildung für eine 
specielle Kurve von der Ordnung Zn.

Von Newel Perry.

(Eingelaufen 1. Februar.)

§ i.
Die Gleichung einer circularen Kurve dritter Ordnung in 

der Ebene t =  u +  i v ist:

^1 (a * +  ai h +  ß) +  7 & +  7\ % +  $ * +  \  h “l· e =  0, (1) 
wobei tx =  u — iv gesetzt ist.

Macht man die Transformation
t =  cp (z\ wo 

?>(*) =  * * + l » 1i i - I +  . . . +  p„, (2)

so erhält man in der Ebene z =  x +  iy, zx =  x — iy  eine 
,w-fach circulare“ Kurve von der Ordnung Sn, nemlich:

<f 0 ) · <P, ( ,̂) · [a <P 0 ) +  a, <pt (*,) +  /?] +  y · <p* (z)
+  7t <p\ (*1) + ^ ( ^ + ^ 1  <Pi Oj) +  e =  0. (3)

Im Anschlüsse an eine von Herrn Lindemann gegebene 
Methode,1) nach der Herr G öttler die Kurve (1) behandelt 
hat,1) habe ich in meiner Inaugural-Dissertation3) die Kurve (3)

*) Sitzungsberichte der k. bayer. Akademie d. Wiss. 1895 und 1896; 
Schriften der physikalisch-ökonomischen Gesellschaft zu Königsberg i. Pr., 
Bd. 32, 1894.

2) Sitzungsberichte der k. bayer. Akademie d. Wiss. 1900.
5) Das Problem der conformen Abbildung für eine specielle Kurve 

von der Ordnung 3 n. München 1901.



näher untersucht und gezeigt, dass das Problem der conformen 
Abbildung für ein von einer derartigen Kurve begrenztes Flächen­
stück immer mit Hilfe einer integrierbaren Differentialgleich­
ung zweiter Ordnung gelöst werden kann, wenn bei Beibe­
haltung der früheren Bezeichnungsweise

m r ft
2 +  2 £ x ,  +  E &  — 2) — 2* +  E ( a , — 1)

"  ,=1 W
— a - f j i  =  0 ist.1)

1=1 ^

Hierin sind die Constanten x», A,·, a,, /?,·, s, a, Jt durch 
folgende Festsetzungen erklärt.

Wenn die vier Brennpunkte der Kurve (1) t =  a1? t =  a%, 
t =  a3, t =  a4 von einander verschieden sind, so sei

K 0 ) =  [99 (*) — a j  [90 (*) — a2] [99 (z) — as] [<p (z) —  a j

=  I I (z  — hi)''', wo v" < 4  n, 2 Xi — 4 n. 
i= l

Hat jene Kurve aber einen Doppelpunkt, so sei ax =  a2 =  a; 
und es wird:

<p(s) — a =  h ( z  — <7,)r‘
*=1

II (*) =  fr (z  -  /*,/· · n  (z -  (j,f 
•=1 i = l

wobei
n < n ;  n ' < 2 w; 2 Ui =  2 w; 2 *  ̂=  w.

Es ist w =  w-, wenn alle r, gleich 1 sind, ebenso n =  2  w, 
wenn alle ^ gleich 1 sind. Die Constanten sind durch die 
Gleichung

V

cp' {2 ) =  n { z  — #,)**, wo v < n  — 1 , 2!Xi — n — 1
1=1

definirt, welche die Brennpunkte der Kurve 3 n ter Ordnung (3) 
bestimmt.

J) Inaug.-Diss. Gleichung (22) pag. 23.
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Die Zahl a gibt an, durch wie viele Windungspunkte 
der /-Ebene (entstanden durch die Beziehung t =  <p(z)) die 
Kurve (1) hindurchgeht (a =  0, 1, 2 , . . . oder n — 1), während 
t solche Windungspunkte noch in den Brennpunkten a1? a2, 
öj, a4 liegen können. Die Kurve (3) hat dann o Doppel­
punkte, t andere zweifache Brennpunkte und 4 n — 2 r ein­
fache Brennpunkte.

Hat aber die Kurve (1) einen Doppelpunkt, so hat die 
Kurve (3) a +  n Doppelpunkte, r andere zweifache Brenn­
punkte und 2 n — 2 t einfache Brennpunkte.

Liegt der Doppelpunkt von (1) in einem Windungspunkte, 
so hat die Kurve (3) n +  o — 2 Doppelpunkte, und an einer 
ändern Stelle noch zwei zusammenfallende Doppelpunkte.

Die Zahlen a,·, /?,· und n beziehen sich auf die Winkel, 
welche in den Yerzweigungspunkten bei der Abbildung auf 
die Halbebene zu berücksichtigen sind.

Ist die Bedingung (4) nicht erfüllt, so führt folgender Weg 
zum Ziel.

Die Gleichung (3) ergab durch Differentiation

<P (>) · Z =  _  /rA
V R ( z )  V r , (•ä'i)

Hiebei ist:
E (s) =  a* <p4 (z) +  <p3 (2 ) · [2a ß —  4 a, y\

+  <P* (*) iß* +  2 « — 4a, <5 — 4 y yt]
+  9> ( * ) . [ 2 /?<51 - 4 a 1e - 4 j'1 <5] 
+  ( $  + 4 y , f ) .

Setzt man
, d s __ cp ’ (z) z

s =  ~dz~ yT{z)'

so ist nach Gleichung (5)
s =  — s[.

Man erhält leicht:

Ä  [Iog s'] - ? [ l z log s'] =  [log s;]” 1 [ j z log s[j-
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Setzt man noch:

{*, Z) =  [log s ] lo«  *]*·

so ist {s, Z ] die bekannte Scliw arz’ sche Funktion, die bei
der Abbildung eines Kreisbogenpolygons auftritt.

{s, Z) ist also eine Funktion, welche für reelle Werte von
Z  reell ist, solange z einen Punkt der Kurve (3) bezeichnet.

d d%
Berechnet man -yr, [ lo g s ]  und -=-y- flog  s], so ergibt 

u ju dZt
sich leicht:

»// />o " o

Z \  =  *'» — | · ^  -  !  A i1 j cp cp z 2 z  %

<C)
* R +  14 R* +  2 (p R

Ti· u * * *■ d3<p (z) »/, dzz _Hiebei ist cp -—z ^ u. s. w.; z =  ^~^y? dagegen
7?., d*R(z)R , - -  u. s. w.dz*

§ 2.

Die Pole der Funktion {5, Z\ sind offenbar die Null­
punkte der Funktionen cp und R, d. h. die früher mit z =  g,, 
z =  hi und z =  (ji bezeichneten Punkte, welche im Innern oder 
am Rande des betrachteten Flächenstückes liegen. 

dDie Funktion -rz [log s]  ist identisch mit der in der In- 
u Zi

augural-Dissertation in Gleichung (11a) und (11b) definierten 
Funktionen F(z, Z). Dort sind im zweiten Kapitel die Pole 
von F  (zy Z) in den Abschnitten I bis VIII untersucht, und 
es ist die analytische Darstellung von F  (r, Z) in der Nähe 
der Pole bereits gegeben.

Es hat sich gezeigt, dass F  (z, Z) nur Pole erster Ord­
nung besitzt und als Funktion von Z  in der Nähe eines jeden
Poles Z  =  K  somit die Darstellung hat ■ ö

[log6·'] =  +  k0 +  kl ( Z - K )  +  . . .  (7)
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Hieraus folgt:

d%  [log *] =  +  h  +  2h ( Z - K )  +  . . .

und:
d  i '1* i 2fcfc0 „ . 

d Z  l 0 g S J =  ( Z - Ä ) “* +  Z - K  +  (k  +  2 **>)
+  2 {Jc0kl +  M.t) - ( Z - K )  +  . . . ,

folglich:

{s,z} = - -| (^  +  2)- (z= K y  +  z ^ K  +  y (Z~K')· W

Hiebei ist Tc =  — &&0. Ist also das Residuum in irgend 
deinem Pol der Funktion [l°g s'l bekannt, so ist auch das

zweite Residuum der Funktion {s, Z\ in diesem Pole gegeben, 
dagegen ist das erste Residuum dieser letzteren Funktion eine 
unbestimmte Constante Je.

I. Liegt ein Punkt z =  gy, welcher nicht mit einem Punkt
Oi oder A, zusammenfällt, im Innern des betrachteten Flächen­
stückes und ist die komplexe Zahl Z  =  Ai sein Bild, so haben 
wir (nach Inaug.-Diss. 13 b) die Darstellung

folglich ist nach Gleichung (8 )

|S, Z } _ — £ ( * +  2). +  *  (Z -A ,) .  (9)

II. Liegt ein Punkt z  =  A, im Innern des Flächenstückes 
und ist die komplexe Zahl Z  =  2?, dessen Bild, so ist (nach 
Inaug.-Diss. 14 b)

folglich nach Gleichung (8)

4 - A ?  1 , h
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III. Liegt ein Punkt z =  gt im Innern des Flächenstückes 
und ist die komplexe Zahl Z  =  C* dessen Bild, so ist in der 
Nähe dieser Stelle (Inaug.-Diss. 15 b)

folglich nach Gleichung (8 )

{*, Z \ = \ -  p r -“ Q » +  Z - C ,  +  *  C,)- (11)

IV. Liegt ein Punkt z =  g,·, welcher nicht mit einem A, 
oder gi zusammenfällt, am Rande des Flächenstückes und ist 
die reelle Zahl Z =  Di sein Bild, so ist (Inaug.-Diss. 16 c)

J z  [log «] =  - ~ lDi +  y ( Z — Dt),

folglich nach Gleichung (8 )

{s, Z } =  —  (Z  — D,y +  ^  (Z ~ D')· (12)

V. Liegt z =  hi am Rande des Flächenstückes und ist 
Z = E t dessen Bild, so ist (Inaug.-Diss. 17 c)

und mithin nach Gleichung (8 )

(S, Z\ =  (\ = m ± ik  . ^  +  f ( Z -E ,). (18)

VI. Liegt z =gi am Rande des Flächenstückes mit dem 
Bildpunkte Z =  Fi, so ist (Inaug.-Diss. 18b)

ÄLk>*s'] =  2^ , +  *<*-*■')·
mithin nach Gleichung (8 )

{.S·, Z\ =  -1 · { / - _ F i y  +  +  $  (Z ~  F <)·1 ' (14)
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VII. Liegt der Punkt z  =  oo im Innern des Flächenstückes 
und ist Z =  G das Bild dieses Punktes, so ist (Inaug.-Diss. 19b)

Ä l '  0g * ] = - ! £ g  +  1H Z - G ) ,

Gleichung (8) ergibt hieraus:

K *} =  '  +  Y ^ a  +  m Z - 0 ) ·  (U )

VIII. Liegt der Punkt z =  oo v-rnal am Rande des 
Fluchenstückes und sind die entsprechenden Bildpunkte Z  =  6r4-, 
so ist (Inaug.-Diss. 20 b)

f e g , + * ( * - « · > ·

mithin nach Gleichung (8)

f», Z } - ^ ■ ( z  'ä ^ , +  - 2 %  +  W -  O,). (16)

Das abzubildende Flächenstück habe die folgenden Eigen­
schaften (vgl. Inaug.-Diss. pag. 19):

1. Die in Punkte z =  g,·, i =  1, 2 . . .  . m, welche nicht mit 
einem A, oder zusammenfallen, liegen im Innern des Flächen­
stückes; das Bild des Punktes g,· sei die komplexe Zahl Z  — A {.

2. Die r Punkte # =  A,·, i =  1, 2 . . . .  r liegen im Innern; 
das Bild des Punktes z =  hi sei die komplexe Zahl Z  =  B,.

3. Die s Punkte z  =  i =  1, 2 . . . .  s liegen im Innern; 
das Bild des Punktes z =  sei die komplexe Zahl Z  =  Ci.

4. Die [x Punkte z =  g,·, i =  1, 2 . . . .  /x liegen am Rande
OL' 9 7t

des Flächenstückes; der Winkel an der Ecke z  =  g, sei Xi I 1
wo a,· eine der Zahlen 1, 2, 3 . . . .  2 · (*,· +  1) ^  das 
des Punktes z =  g, sei die reelle Zahl Z = D i .

5. Die q Punkte z  — hi, i =  1, 2 . . . .  q liegen am Rande 
des Flächenstückes; der Winkel an der Ecke z =  hi habe die

Grösse wo ßi eine der Zahlen 1, 2, 3 . . . .  (2 · A,) ist; das

Bild des Punktes z =  hi ist die reelle Zahl Z — Ei.
1901 Sitxangsb. d. math.-phys. CI. 4



6. Die a Punkte z  =  #,·, i =  1, 2 . . .  . o liegen am Rande;
Y i  · 7tder Winkel im Punkte z =  Qi habe die Grösse ------ ; das Bild

T<des Punktes z = g i  sei die reelle Zahl Z  =  Ft.
7. Wenn der Punkt z =  oo im Innern des Flächenstückes 

liegt, so sei die komplexe Zahl Z  =  G sein Bild.
8. Liegt z =  oo v mal am Rande des Flächenstückes, so

ö  * 7t
seien die Winkel in diesen Punkten —— , i =  1, 2, 3 . . . .  v,n
wobei di eine der Zahlen 1, 2, 3 . . . .  2n ist. Das Bild der-

(5j ' 7 tjenigen Ecke z  =  oo, die den Winkel besitzt, sei die

reelle Zahl Z  =  ff,·.
Zur Abkürzung setzt man, wenn Ai und Ai ebenso a4 und 

a'i u. s. w. konjugierte Zahlen sind,

Z) -  Z | -  £  [ -  f  («, +  2)

, S [  T +  2) (Z — ^;)« +  x - a ;}

_v] [ ̂  ____i _____ I 1
S L  8 ^  Z -B ,\

____l ___ , fl 1
* = i L  8 ' (Z—B l ) '^  Z —Bi J

[ * ’ { z - c ty  +  c , ] (17)

“ £  [* ’ J z ^ W  +  z ^ c i ]

" , L  2 ( Z - A ) *  ^  Z -D ,\
£  [ ( ! - / ? , )  (3 +  /?,) 1 r,·
S | .  8 \ Z - E , f  ^  Z - E {
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Die Grösse S  ist eingeführt, um die drei Fälle, wo der Punkt
2 = oo im Innern, auf dem Rande oder ausserhalb des Flächen­
teiles liegt, zugleich behandeln zu können. Es ist nemlich:

a) wenn z =  co weder im Innern noch am Rande liegt
S = 0 ;

b) wenn z  =  oo im Innern liegt
q _  1 — * * _______1 _______L. _ ->
*  o ( rs  i* ^

N. Perry: Specielle Kurve von der Ordnung 3n. 51

2 (Z — G)% 1 Z — G
■ 1 — ___ 1_____ |____9 _  .

_r 2 ’ ( Z — G')% Z — G' ’
c) wenn z  =  oo v-mal am Rande liegt

b - ~ t A  2 ( z - G ty  *  z - G , y
Diese Funktion W(z,Z)  hat im Endlichen keinen Pol und 

ist reell, wenn Z  reell und z  ein Punkt der Kurve (3) ist.

§.3.

Um das Verhalten der Funktion W{z, Z) in der Nähe des 

Punktes Z =  oo zu studieren, setzen wir Z = - ^ -  und bilden

'(4 }
Es ist: äz_ =  _  dz  „  

d Z  dC
- g »  A m 

V'R{e)

4 z  (iog - 1 i c (log E )+ !  1 ■(_ ri)
=  — C* · -Jy  (log <p‘) +  ] f  * (log R) -  2 c 

{s, Z} =  C* ~  (log v ') — l  ?  (log R)

— I ?  [ ~ -  (log ? ) ] * -  l  C1 [-—  (log 72)]'

+  ^ i * ~ ( l o g , / ) ~ ( l o g J i ) .  (18)



so muss

für

Durch die Substitution Z  =  y  ist ferner

l z ~ K f  +  - z ~ K  =  * 't* t t  - * 0 - *  +  * C(1 - JT£)->

=  +  2KC  +  3iT*i* +  . . . ]  ^19) 

=  U  [1 +  KU +  K * ?  +  K 3?  +  . . .].

Da js, 1 j für ;  =  0 Null von der Ordnung vier wird, 

lI' ebenfalls Null von der Ordnung vier werden

C =  0; d. h. in xIf ! ^ muss der Faktor von f, C2 und

von C3 einzeln Null ergeben. Hiernach haben wir für die 
Constanten a,, bi, c, u. s. w. die folgenden drei Bedingungs­
gleichungen.

m r 8

I. 0 , +  #») -j- £  (bi +  &,·) +  i j  (<*,· -f- ei) 
i=l «=1 i=l

(2°a)

+  £  ^ +  i j  /, +  /Sj =  0 .
1=1 »=i »— i

Hiebei ist:

a) wenn £ =  oo weder im Innern noch am Rande liegt,

^  =  0 ;

b) wenn z =  00 im Innern liegt,

=  (J  +  9 1

c) wenn z =  oo v-mal am Rande liegt,

S1 =
i=l
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m
II. [— Xi (xi +  2) +  a,i Ai -f- al A \ ] 

i=l 

+  S  +  h B , +  V, £,·] 

4" s -f- £  [ ,  Ci -j- c! Ci

" n - a ·  1 (20,>)
+ l [ 2 ‘ + d,D,

+  'üj(fiFt) +  — +  S2 =  0. 
i=l *

Hiebei ist bez. in den drei obigen Fällen

a) S2 =  0,
b) S t ^ l - n '  +  g Q  +  g'G',

v f l  __  A* 1
c ) S t =  X \ ^ -  +  gi Gi .

tn r  “I

IU. L  ^  (Xi +  2) (-4,· -j- Ai) di A) al Ä? J 

+  £  [ ^ = ^ -  (-B.· +  J3J) +  i,  -B i +  Vi B ?

+  ' t l \ { C { + C i )  +  el Ct +  eiClt]
’_1 (20 c)
'* fl — a1 1

+  S l i ' f ,  +  f,Fi\ +  S, =  0.
t = l
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Hiebei ist bez. in den drei obigen Fällen

a) S, == 0 ,

b) S i ^ l ^ — iG +  G^ +  gQ'  +  g G ' '

C) $  =  +

Da die Funktion W (z, Z)  für keinen W ert von Z  ul 
lieh wird und überall in der Z-Ebene holomorph ist, s 
sie nach den Lehren der Funktionentheorie eine Const

Für Z =  oo oder f  =  0 ist aber W =  0; und folglic 
die Abbildung eines beliebigen Flächenstückes, das vor 
Kurve (3) begrenzt wird, abhängig von der Differentialgleic 
dritter Ordnung

¥'(*, Z ) =  0 .

Für den Fall, dass die in obiger Gleichung (4) angeg< 
Bedingung für das abzubildende Flächenstück erfüllt isi 
unsere Gleichung Z) =  0 zurückgeführt auf die ] 
rentialgleichung zweiter Ordnung, welche in Gleichung 
der Inaugural-Dissertation angegeben ist, und welche < 
Quadraturen gelöst werden konnte.


