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Uber Potenzreihen mit unendlich vielen
verschwindenden Koeffizienten.

Von 6. Faber in Karlsruhe.

(Kingtiattfen 8. November.)

Uberwiegen in einer Potenzreihe mit endlichem Konvergenz-
radius die Koeffizienten vom Werte Null in genigend starkem
Malle Uber die Ubrigen, so laRt sich unter geeigneten ein-
fachen Zusatzbedingungen nachweisen, dal} der Konyergenzkreis
eine naturliche Grenze der betreffenden Funktion ist. Herr
Fabry hat diese Fragen zuerst auf das grindlichste unter-
sucht;l) einen Teil seiner Satze habe ich dann einfacher be-
wiesen.*)

Wenn man mit n(y) die Anzahl der nicht verschwinden-
den Koeffizienten bezeichnet, die zu Potenzen mit Exponenten

n
< v gehoren, so ist z. B. Iimm—\(/v) = 0 eine hinreichende Be-
dingung fir die Nichtfortsetzbarkeit der Reihe. Andrerseits ist,
wie Herr Fabry8 ausdricklich hervorhebt, das Vorhandensein
unendlich vieler und schlielich beliebig viele aufeinanderfolgende
Koeffizienten umfassender Licken in der Koeffizientenreihe fur

sich allein nicht hinreichend daftir, daf? der Konvergenzradius

sich als natirliche Grenze ergibt; ja es kann Iimft(\}\

VvV = 00 v

=0

® Ann. £c. norm. (3) 13 (1896) und acta math. 22 (1899).
*) Minchener Berichte 34 (1904).
) Acta math. 22 (1899), p. 87 u. Joum. de Math. (5) 4 (1898), p. 349.
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und Tim o)

y=o "
Konvergenzkreise mehr als eine einzige singuldre Stelle zu
liegen braucht.

Es ist vielleicht nicht UberflUssig, diese von Herrn Fabry
konstatierte interessante Mdglichkeit durch Konstruktion ein-
facherer Beispiele als derjenigen des Herrn Fabry aufs neue
darzutun.

beliebig klein (aber > 0) sein, ohne dal} auf dem

m
Wenn Timy[a,,yl= 1 ist, konvergiert die Reihe

C) M MO T

in dem Gebiete, in welchem NX\-Ja?+ 1j< 1 ist, d. i. im
Innern einer Lemniskate (ohne Doppelpunkt) mit den Brenn-
punkten 0 und — 1. Vom Kreise N\ = 1 liegt der eine Punkt
x = 1 auf dieser Lemniskate, alle Ubrigen aber innerhalb
derselben; denn flr diese Ubrigen Punkte des Einheitskreises
ist | IbX*-F-x\ < J(G#*! -f N\ mit AusschluB des Gleichheits-
zeichens, also <1.

Wahlt man nun
© > 2mv

und ordnet man (1) nach Potenzen von Xx:
(3) ;

U
so werden samtliche bfl deren Indices zwischen 2 mvund mr+i
liegen, gleich Null; es lassen sich also auf diese Weise in der
Koeffizientenreihe 60, bv b2.. . beliebig viele und beliebig groRe
Lucken hersteilen. Trotzdem hat die Reihe (3), da sie ja die
gleiche Funktion wie (1) darstellt, auf dem Einheitskreise keine
singulére Stelle als hichstens die Stelle x = 1; diese ist aber
sicher singular; denn auf Grund der Voraussetzung (2) und
des eingangs erwahnten Fabryschen Satzes ist die Lemniskate
\x(x + D] = 2 nattrliche Grenze der Funktion (1). Will man
von jenem Satze keinen Gebrauch machen, so wahle man die
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aM reell, dann werden es auch die b™ und es wird, wie leicht

A
zu sehen, /_Iim@V\b’\\: 1, woraus ebenfalls folgt, dal? der Punkt
1=

x = 1 ein singularer fur (3) ist.

Wahlt man die my so, dal3 lim ~+- = oc wird, so ergibt

y - 00 ffty

sich fur die Reihe (3): lim- — = 0 (speziell: lim*/**" = (),

/i= oo P v= X Mv

dagegen wird im allgemeinen lim "-~-=" werden, da ja

l=0 K1
zwischen fi = mv und ja= 2mv sdmtliche Koeffizienten vor-
ni2m
handen sein kénnen und dann lim (var) A ist; man kann

aber den obern Limes beliebig verkleinern, wenn man statt
von (I) von der im Qbrigen genau dasselbe leistenden Reihe

* f 4- #+ \nt . _ -
£ r««»v%r— g-—- ausgeht, wo | eine beliebige naturliche

Zahl ist; es ergibt sich dann, wenn wieder Iim’\ﬂ’l\ - = (00 an-
y

genommen wird, lim-—-= 0, lim N, [speziell:
,7=5 tl »=* H t+1 V
n{l-m n{l -j- 1) mi 1\
im0 gy NA Dm0
y=» ** v=® @I 1) Wiy 1+ 1/

In den so konstruierten Beispielen ist die einzige auf dem
Konvergenzkreise gelegene singulére Stelle keine isolierte Sin-

gularitat der betreffenden Funktion, und es scheint in der Tat
fl
(obwohl hiefur ein Beweis nicht vorliegt) lim----- immer >0
V=D "
zu sein, sobald auf dem Konvergenzkreis nur eine endliche

Anzahl isolierter Singularitaten auftritt.



