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415

Uber
das Additions-Theorem der elliptischen Funktionen.

Von Alfred Prinpslielin.

{Bingtlaufem 7. Juli.)

Die im folgenden mitgeteilte Methode zur Herleitung des
Additions-Theorems der elliptischen Funktionen durfte zwar
kaum danach angetan sein, auf prinzipielle Neuheit irgend-
welchen Anspruch zu erheben. Immerhin ist sie wohl, wie
ich glaube, in der hier angegebenen Weise bisher nicht durch-
gefiihrt worden, scheint mir aber andererseits einer solchen
Durchfuhrung nicht unwert, da sie auf gemeinsamer, Uberaus
einfacher Grundlage ganz direkt und ohne jeden Kunstgriff
nicht nur die verschiedenen Formen des Additious-Theorems
fur das WeierstraRsche pw, sondern auch die Additions-
Theoreme fiur die Jacobischen Funktionen snu, cnu, dnu
liefert. Dabei wird von der Darstellung der Funktionen pu
bzw. snu durch Sigma- bzw. Theta-Quotienten keinerlei Ge-
brauch gemacht. Als Beweismittel dienen vielmehr lediglich
die bekannten Liouvilleschen Satze uUber Anzahl und Summe
der Nullstellen bzw. Pole einer doppelt-periodischen Funktion
und die Differentialgleichung fur jpu bzw. snu.

§ 1
Additions-Theorem fur gewisse doppelt-periodische
Funktionen zweiter Ordnung.

Es sei g>(u) eine eindeutige doppelt-periodische Funktion,
welche im ersten Perioden-Parallelogramm nur fir w= o und
zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird. Es ist dann
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also 90(u) eine doppelt-periodische Funktion zweiter Ordnung
und zwar allemal eine gerade Funktion). Denn, da die
Summe der im ersten Perioden-Parallelogramm gelegenen Pole
den Wert 0 hat, so wird:

(p(v) = PMW), wenn: u+ v= o,
d. h. man hat in der Tat:
<p(— Y=<p (u).

Es seien ferner t*, «4 zwei beliebige Zahlen von der Be-
schaffenheit, daR <p(ut), tp W2 nicht unendlich und yon
einander verschieden, d. h. man habe, wenn die Perioden
von <p(w) mit 2 > 2 o' bezeichnet werden:

Q) «j $0 «, i 01
2 wi — M (mod. 2(0,2 <w).
3) «, $ «,
Setzt man sodann:
lix y «)—y'K) _ o
K) 9 («,)-9(«,) Vv
so besteht die ldentitat:
(5) P(«,) -Q-a> («,) = I («*) -Q-<P (x),

und, wenn noch gesetzt wird:

(6) 1>'W -«-»(-.» _ U, also: 0 =
v («,)J v (“>)—v (“%
so folgt zunéchst, dal der Ausdruck
V«@—Q*T (U —R
die beiden nach den Moduln 2 & 20/ inkongruenten Null-
stellen u= ux und u= u% und folglich, da er eine doppelt-

# In der Tat folgt ja aus der Vorraussetzung, daR die fragliche
Funktion von der Form

PM=A-pu+ B

sein muB, wovon aber im Texte kein Gebrauch gemacht, wird.
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periodische Funktion dritter Ordnung mit dem dreifachen Pole
u = o darstellt, noch die durch die Gleichung:

) Ut + uoe+ u3= o
definierte Nullstelle w= to besitzen mu3. Da hiernach:
(8) P (Wu)— Q-<p(u) —R = 0 fur u= uv ur

so ergibt sich furs erste, daR allemal die Relation besteht:

POi) ?2(«,) i
9) PK) <put) 1=0,

9>'(«s) <P(«s) 1
wenn uv uy «s irgend drei durch die Gleichung (7) verbundene,
lediglich den Beschrankungen (1) — (3) genlgende Zahlen
bedeuten. Sie bleibt Uberdies auch noch giltig, wenn man
die Beschrankung (3) fallen lai3t, da im Falle u%- u y(mod 2a), 2 et/)
die Determinante (9) wegen Gleichheit zweier Zeilen identisch
verschwindet.

Aus Gleichung (8) folgt nun weiter, daR fir u = uvut>u9:

00 + *)*
also:

(10) o (up— Q-p(u? - 2QB <p(u)- RI1= o.

Andererseits mul3 p(w) als eindeutige doppelt-periodische
Funktion zweiter Ordnung mit zweifachem Pol einer Diffe-
rentialgleichung von folgender Form gentigen:)

(11) P (U)>—a0-pWwp + 0,-97 («)» + -PpWw) + o,

Durch Einsetzen dieser fur jeden Wert von u gutigen
Darstellung von o (u)%in die Gleichung (10) ergibt sich, da
die in Bezug auf gr(u) kubische Gleichung

)] Zur Herleitung dieses Resultates ist es keineswegs erforderlich,
den Weg uUber die Begehung tp(u) = A -p u B oder irgend eine andere
spezielle Darstellungsform fur mp(u) zu nehmen. Es genugt dazu, aufBer
den Liouvilleschen Séatzen Uber Anzahl und Summe der Nullen bzw.

Pole noch denjenigen heranzuziehen, welcher die Konstanz einer doppelt-
periodischen Funktion ohne Pole besagt.
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(12) @& (ii)*-(~an.9Xii)»-(2CA-«1)~(*M A t--«s)= 0
dieWurzeln (p(«,), <p(uj, ~(tfs) besitzt. Daraus folgt aber,]) daf:

0 ety s L -
% * s

[dD)] 9>K)-9>K)-9'(«0 = A--B* J.
«0 tt0

(G) P *?2&) + (9>(«i) + 2(«*))-?2(*“*)=

Man gewinnt also auf diese Weise drei verschiedene
Formeln zur Darstellung von <p(tij), d. h. von P(tij -f- ut), als
rationale Funktion von ?>(#,), 9" (< (W), < («*)» somit drei
verschiedene Formen fur das Additions-Theorem der Funk-
tion P W).

Schlielflich kann man noch mit Hilfe einer einfachen
Stetigkeits-Betrachtung die urspringlich eingefuhrte, lediglich
durch die fur Q und R gewahlt™ Form geforderte, nach Lage
der Sache offenbar aber unnétige Beschrankung ut w; (siehe
Gl. (2)) beseitigen. Hierzu hat man Q und R nur in die
Form zu setzen:

q___ P(«)*IT 9" («*)*
GK) —9 (%) P («i) + V («*))

n*n — fin(r(«i),4-y («iVyi“»)+ 2W i)+ «,OKM)-<K«*)) + ..
() ~ ~ fw + ?2W

_ <Py V Kyz—vje*) -» ("w)*
(tp(W)— 95(«,)) (9) («9 -91'(«,) - f (ut) - P (u, ))

risa» _ —ao-y(M)*-yK)H aM ui)-y (“»)+ a»(yoo +y (“»))
y(«) -p () + y () -y («)
* Man bemerke, daR g>{ut), <p(u29 gr(ui) stets alle mdglichen

Wurzeln der kubischen Gl. (12) darstellen. Denn auf Grund der Voraus-
setzung (2) und (3) hat man stets q?(u2 ~f- Zugleich ist aber au%g

PW) -\ () und Pp(<put) -|- pWwe), auBer wenn u* =T— 2ut oder Wo= — -

(mod 2«, 2a%), in welchen Spezialfallen dann $(*9 = ?>M) bzw. P(«8
= als Doppelwurzel auftritt.
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§2.
Additions-Theorem der Funktion pu.

Die Funktion pu besitzt offenbar genau den Charakter
(P (u). Man findet also zunadchst, indem man in Gl. (9) @(u)
= p u setzt:

p ut pu, 1
(15) ou%pu¥w:r = o (wenn ux+ ut-f-us= o bzw. uz o),
Ows pus 1

eine Relation, welche sonst gewohnlich als Folgerung aus
dem Additions-Theorem der Funktion pu hergeleitet wird)
und einer bekannten geometrischen Deutung (geradlinige Lage
dreier Punkte der Kurve dritter Ordnung: x = pu, y = p'u)
fahig ist.

Da die Gl. (11) hier die Form annimmt:

(16) puy= 4p*u —g,pu —gs
so dal} also:
(17) a0= 4, ax= 0, az= - = —gv

so liefert die Gleichung (1), wenn man noch pu9 durch
p {uxs4- n® ersetzt, das Additions-Theorem in der bekannten
Form:

(18) «, + vy, +pK + «)- F(P *

welche mit Benutzung von Gl. (13) in die folgende, auch
im Falle u2~- ux brauchbare Ubergeht:

09, u

Die andere bekannte Form des Additions-Theorems resul-
tiert sowohl aus Gl. (I[), als aus Gl. (lll). Man findet z. B.
aus Gl. (111):

*) S. z. B. H. Burkhardt, Elliptische Funktionen, p. 62.
1906. Sitzungsb. d. math.-phys. Kl 28
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Pl - PM - fpxw» — \ (-B* + ),

WO:
m |, _ Fsci(Fmg1+ - 27N
(4 (F“i+P«,)~2pwW,p«,—2gs
VAR RN (*>«,-<»«,>" '

sodata sich ergibt:

(2*>mput-\ g tWw, + pug)—putp'«,—g3
(20) (<, -f M) =

i ZJ{i pux— fpu’n\ﬁ'

§3.
Die Additions-Theoreme der Funktionen snw, cnu, dnu.

Aus den Beziehungen
sn(u + 2K) = —snu sn(u - 2iK") = snu
sn(2mK+ 2niK) = 0 (m= 01 %2, %)
erkennt man, daR sn2u die Perioden 2K, 2iK"' und somit im
ersten Perioden-Parallelogramm die einzige Nullstelle t*= o
und zwar als zweifache Nullstelle besitzt. Es ist somit sn~2u

wiederum eine Funktion vom Charakter gp(w)) (wenn noch ge-
setzt wird: co= JT, & = iK'"). Aus Ql (9) folgt dann durch

die Substitution von tp(m= sn~2«, also: @d («) = —2sn-3u sriu,
wenn man die betreffende Gleichung noch mit — ~ sns3u
multipliziert:

sn uxsnuxsnzul
(21) sn u2snu2sn3ut = o (wenn w, + <+ Ws™ 0 bzw. ~:0),
SN W6 SW US SN3US

1) Dies wirde naturlich auch unmittelbar aus der Formel:

8n~2u= — - -p(— M-
*.-*. *\Vex-eJ

folgen, von welcher ich aber absichtlich keinen Gebrauch machen will.
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eine Relation, welche in analogem Zusammenhange, wie die
61. (15) auftritt, wenn man die Theorie der Kurven dritter
Ordnung mit homogenen statt mit rechtwinkeligen Koordinaten
behandelt.l)

Aus der Differentialgleichung:
(sriu)%= (1 —sri*u) (1 — k¥sri1ti)
folgt sodann durch Multiplikation mit (— 2sn~*u)%isn~*u\
(—2s»3u-sriuf= 4sn~2u(snh~2u— 1) (s n~2u —&3,

sodall also die Differential-Gleichung fur p(u) = sn=u fol-
gendermalen lautet:

(22) tp(uy = i(p(uy — 41 + tH<p(uf+ 4A27>(%).

Man Ubersient unmittelbar, daf} die einfachste Form des
Additions-Theorems hier durch Anwendung der Formel (I11)
resultieren mu3. Man findet (wegen as= o) auf diese Weise:

8nr2ux-sn~2we - s»~2tts

1 /—2sn~-utmsn~su9-sri u%t+ 2 sw-2tta*s»“stt1 esri wA2
4\ sn»2u, —sn~2u9 )

__fsnux-sriu%—snu% sri mA2
\snux-snut(sriu2 —sn2ux)
und daher:

/(%%3 sr |*t|* = (.----------.S riu%sriu %_( ______ \2

swttj-snM,—snut'sn'uj
Daraus folgt, wegen snws= —sn(«j + wg, zunachst:

sriux— sriu*
SNUX-Srin2—snu2-sri ux

(24) sn(ux+ «,)\:»fi

1) S. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen (iber Geometrie | (1876),
p. 606, Gl. (8). (Es muR dort Ubrigens p. 604, GI. (5) statt:
gxXx= sin3am w
heilRen:
QXt —k2sin3am u).
28*
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wo e= *=|. Da aber 61. (23) und somit 61. (24) infolge der
Stetigkeit von snu bei u= o auch noch fur den urspriinglich
ausgeschlossenen Fall u2= 0 gilt, so folgt, wegen sn 0= 1:

snu.

und somit schlie3lich:

25 sn(ux+ U%P= --—--—-
(@3) ( 1 4, snux-sn u%—snut-sn ux

Um auch diese Formel zu einer fir den bisher ebenfalls
ausgeschlossenen Fall u2— ux brauchbaren umzugestalten, hat
man wieder nur Zahler und Nenner der rechten Seite mit
einem passenden Faktor, namlich (s» ux-snut+ sn ut*sriu,)
zu multiplizieren und zu beachten, daf:

sn\ :sniu2— sn*u% sri* ux
= $n%ix-cn*u2- (1 —k2sri*uj — sn2u% cn*ux- (1 — &*$«*,)
= (sn*ul —sn*u? . (1 — &*sn2ux-snau,),
sodall sich schlie3lich das fragliche Additions-Theorem in der
zumeist Ublichen Form ergibt:

Ofi\ cn(u 1 .X sntycnty <*»«,+ snn™“cnu”~dnu,
{) + * I —k'sn'u”sn'u,
Will man hieraus lediglich mit Hilfe der Beziehungen:
(27) fen'(t-+ “)= 1—swK + «,)
\dn7(w, ul = 1 — kr*ssn*(ti, -f ul

auch noch die entsprechenden Formeln fir cn(ux+u2, (Zn™-fu*)
herleiten, so laRt sich die erforderliche Rechnung etwa in
folgender Weise ziemlich einfach durchfihren.

Es werde gesetzt:
(28) 1 —Wsn'ux-sn*u2= N.

Die Substitution von 1 = cn*ux-f- sn*ux= S 1*1,
liefert alsdanu fir N die beiden Ausdricke:
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N = cn*ux+ sniul-dn2ut= cn*-f- sn* -dn*ul

und somit fur N* dem symmetrischen Ausdruck:

(29) N*= (cn2ux+ $n2ux dn2us) (cn2u2+ swut-dn*u,).

Ebenso ergibt sich aus dem Ausdrucke fir N durch Sub-
stitution von 1 = dn*ux+ kZn2ux= dn2u9+ Wsrfu”:

(30) N2= (dn2ux+ k*sn*ux-cn*u2 (dn2ut + Ifsn2us-cu'u”.

Durch Einfuhrung von (29) bzw. (30) in die rechte Seite
der mit N* multiplizierten Beziehungen (27) findet man dann
aber ohne weiteres:

f N1l-cnt(ul+ut)=(cnux cnu2-snux-dnux-snu2-dnu??2
\N 2-dn, (ul+ ui)=(dnuxdnu2k'!* Snux-cnuxsnui-cnu/

und, da sich das Vorzeichen der Quadratwurzeln wieder un-
mittelbar durch Substitution von w = o bestimmen lalt, so
erhalt man auf diese Weise in der Tat die bekannten Formeln
fur cn(ut+ ut), dn(ux+ u2). -



