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77

Uber Kriimmung und konforme Transformation.

Von A. Voss.
(Kimpebanfen 16. Mir=.)
§1.
Allgemeine Punkttransformation der Ebene.

Es seien f(z, y), ¢ (x,y) zwei reelle, eindeutige und, soweit
es in Betracht kommt, differentiierbare Funktionen der beiden
unabhiingigen Variabeln z,y. Dann wird vermige der Glei-
chungen: )

A X=/(x)

Y=gy
jedem Punkte p eines den angegebenen Voraussetzungen ent-
sprechenden Bereiches der Ebene 2,y ein Punkt P it den
Koordinaten X, Y einer zweiten Ebene zugeordnet sein') und
umgekehrt, wenn die Funktionaldeterminante von f, ¢ nicht ver-
schwindet.

Die Gleichung:

1 y=XstHhy _  v+tga
X:+ N\, p 1—y'tga’
in der die Indices a,y partielle Differentiationen nach den

betreffenden Variabeln, Y‘ y' aber die Differentialquotienten

¥ 4l
3‘1{, : "; bedeuten, driickt aus, daB der von x,y ausgehenden

') Die rechtwinkeligen Koordinatenachsen beider Ebenen miigen
parallel zueinander angenommen werden.
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Richtung y' in der ersten Kbene die Richtung Y in der
zweiten Ebene zugeordnet ist, welche mit der ersten den
Winkel a bildet. Die Gleichung 1) wird im allgemeinen, falls
tg @ einen gegebenen Wert fiir die Stelle , y hat, nur fiir
zwei Richtungen bestchen. Sie findet aber daselbst fiir alle
statt, wenn:
Y.=X;tga,
X; +Xytga=— Y. tga + Y,
— Y, tga=X,

ist. Durch Addition der ersten und letzten dieser Gleichungen
und Vergleichung mit der zweiten folgt:

(Yz + X, + (Xe = 1,)* = 0.

Da nur reelle Werte in Betracht kommen, so ist:

2) X.t i Y,
Y,=— X,

und

3) Y, tga 4 X, = 0.

Sind also die Gleichungen 2) fiir den Punkt p erfiillt, so
entspricht der Gleichung 3) ein Wert von tg a derart, dati die
Tangentenrichtungenkorrespondierender Kurven, die
von p, P ausgehen, bestiindig diesen Winkel a mit-
einander bilden; diese Tangenten bilden also zwei kongruente
Biischel, und man konnte auch umgekehrt aus der Betrachtung
solcher Biischel die Gleichungen 2), 3) erhalten.

Die Gleichungen 2) kénuen, anstatt nur fiir einzelne Stellen,
auch fiir Kurven oder auch fiir ein zweidimensionales Gebiet
erfitllt sein. Versteht man unter X, Y die reellen und imagi-
niiren Bestandteile einer analytischen Funktion f(¢) der kom-
plexen Variabeln 2 und setat:

X+ Yi=f(),

so sind die Gleichungen 2) filr jeden Punkt eines zusammen-
hiingenden Gebietes der Kbene erfullt.  Setzt man dann:
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X, =X+ —Xey)f(zy)

Y=Y+ (Y.— X;y) o),

wo m,n>2, so hat man an Stelle von A) ein Entsprechen
der beiden Ebenen z,y; X, Y, bei dem, falls tg a aus der
Gleichung:

B)

4) tga=1y
entnommen wird, die Gleichungen 2) fiir jeden Punkt der Kurve:
Y,— X,y=0
bestehen. Das heifit, die Gleichungen B) vermitteln ein Ent-
sprechen der beiden Ebenen derart, dai in jedem Punkte der
Kurve Y; — X,y = 0 entsprechende Fortschreitungsrichtungen
kongruente Biischel bilden.
Noch allgemeiner kann man endlich setzen:

& X, = X+ /(e9) U (Yo — Xoyims
Yi=Y+ ¢ @y) IL(Y: — X ypu)s
wo my, my > 23 k=1,2... p; man hat dann ein System
von p Kurven der angegebenen Eigenschaft.
Wiihlt man insbesondere fiir die 3% ebenso viele ver-
schiedene Konstanten, so ist die Winkeldifterenz zwischen den
Fortschreitungsrichtungen lings der Kurven ¢

X, —X,a=0

und ihrer entsprechenden jeweilig konstant.

Diese Kurven ¢, und ihre entsprechenden Cy haben be-
merkenswerte Eigenschaften.

Es seien p, p’ zwei konsekutive Punkte von ¢, I, 1 die
entsprechenden Punkte von C; ferner ¢' ein zu p' benach-
barter Punkt auf der Tangente pp’, so dak pp'q' in gerader
Linie liegen. Dann miissen sich auch die Punkte P, 1, @' in
gerader Linie befinden. Also:

Jeder Kurve, die im Punkte p die Tangente von ¢
zur Wendetangente hat, entspricht eine Kurve, dic
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im Punkte P die Tangente von C, zur Wendetan-
gente hat.

Moge andererseits eine Kurve ¢ die Kurve ¢, im Punkte p
bertthren, d. h. p und p’ mit ihr gemein haben, und sei ¢’ ein
benachbarter Punkt von ¢. Dann entspricht der Kurve ¢ eine
Kurve C der zweiten Ebene, welche mit ¢, die Punkte P, P
gemein hat, withrend die Richtung P @' mit P P* denselben
Winkel bildet wie p'q’ mit pp'. Oder:

Jeder Kurve, welche ¢, in einem Punkte p beriihrt,
entspricht eine Kurve, die €4 in P so beriithrt, dak
¢ und ¢ in den Punkten p, I’ gleiche Kontingenz-
winkel haben.?)

1) Der Ausdruck ,Kurven von gleichem Kontingenzwinkel in ent-
sprechenden Punkten® ist nicht so zu verstchen, als ob damit der einen
Kurve in Bezug auf die andere eine charakteristische Eigenschaft an
und fiir sich zugeschrieben werden solle. In der Tat braucht man nur
zwei beliebige Kurven, eventuell dadurch, dafi man die eine um einen
geeigneten Winkel in ibrer Ebene dreht, so aufeinander zu beziehen,
dal sie in korrespondierenden Punkten parallele Tangenten haben. Dies
ist ,im allgemeinen® immer mglich, falls nicht die eine Kurve eine
gerade Linie ist. Genauer erkennt man dies durch folgende Betrachtung.

Zur Bestimmung aller Kurven &, 5, die it einer gegebenen x,y in
Punkten dessclben Parameterst gleiche Kontingenzwinkel haben, setze man :

4y )
dt dt
d | arctg ;’"f =d | arctg ds
dt dt
oder:
n_dy_ . dy
ag=az T gy
d. h.:

’:J‘f' () (dy 4¢ dx) -+ const
=[1" () (dx — ¢ dy) + const,

wo ¢ eine willkiirliche Konstante, f'(r) die Ableitung einer willkiirlichen
Funktion von z bedeutet. Ftr ¢ = tga kommt, wenn man f(r) durch
cos a [(r) ersetzt und die Integrationskonstanten fortlilit:

wrr

nsina -4 £cosa = f(z)

neosa —Exina = j‘/" (x)dw.
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Insbesondere entspricht der Kurve ¢, die Ci so, da beide
in korrespondierenden Punkten gleiche Kontingenzwinkel haben.
Jedem geradlinigen Bestandteil von ¢x entspricht wieder ein
geradliniger Bestandteil von C,.

§2.

Konforme Transformation der Ebene.

In allgemeinerer Weise ergeben sich die vorigen Betrach-
tungen durch die folgende analytische Untersuchung. Sind
wieder X, Y reelle eindeutige Funktionen von z,y, deren
Funktionaldeterminante 4 nicht verschwindet, so ist:

1 dS*=dX* 4+ dY?
= X2+ Ydz'+2(X, X, + Y Y))dzdy + (X} 4 Y})dy*,
wiihrend:

Fihrt man in der &,# Ebene ein um den Winkel a gedrehtes
Koordinatensystem &', 7' ein, so ist:

§=[(z),
1) a =j'f' @dy;
also:
dy _dn'
de™ d&"’

und auf diesen Fall des Parallelismus lifit sich daher die Betrachtung
zuriickfithren, Ist nun ¥ = ¢ (r) und 5’ = F(¥'), so handelt es sich um
die Bestimmung von f(«) aus den Gleichungan 1). Dies gibt:

Jrag@de=F(E)

¢’ (@) = F(f ().

Ist nun @ die reziproke Funktion von F', also & (F'(u)) = u, so
wird:

oder:

P (9" () = f(a),
womit /() so bestimmt ist, daBi »' = F'(§') wird, und zugleich wird:
WP =gz
oder:
y = @ () 4 const.
1907. Sitzangsb. d. math.-phys. K1 6
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da* +dy* =ds*

ist.  Auf dieselbe Weise folgt:
dXdY ! Cdzdy

2) =4

: U,
(EXaY & ‘rI’xllgy!_*-

wo U eine Differentialform dritten Grades:

U=a(dz)+b(dz)dy + cdx(dy)} + d(dy)
und:
a= X,Y,.— Y. X,,
b=2(X.Y,— Y. X))+ X, Yor — ¥, X
ce=2(X,Y,,— ¥, X,,) + X, Y, — Y.X,,
d=X,Y,,—Y, X,
gesetzt ist.  Fithrt man nun in 2) die Kriimmungshalbmesser
der entsprechenden Kurven:

1 _ daody—dydiz
el ds?
1 _dX@#Y—d Ya&* X
/I dS*

ein, so folgt:

N dss . ds .

3 -”—-.lr-%b.

Bei jeder Abbildung ist also die durch dz® dividierte
Difterenz der beiden die Kriimmungsradien enthaltenden Glieder
nur von der Richtung y' abhiingig, daher fiir alle entspre-
chenden Kurven mit derselben Tangente dieselbe.!) Und es
gibt stets mindestens eine reelle Tangentenrichtung, fiir die
[ = 0 ist, so dafi sich die Gleichung 3) auf:

IIST_ 'Js’
E " r

1) Vgl. die Anmerkung zu § 4 pag. 92.
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reduziert. Es ist von Interesse, die Kurven zu bestimmen,
fiir die bei gegebener Abbildung U =0 wird. Dabei
werden sich sehr mannigfaltige Verhiiltnisse ergeben; ich be-
schriinke mich daher auf den Fall, wo die Gleichungen 2) des
§1 oder:

s Lo,

X,=—1,
zuniichst fiir die Stelle z,y, erfiillt sind. Dann wird:
dS* = T'ds®,

falls:
T=X!+X?

gesetzt wird. Der Differentialausdruck U nimmt die Form:
U=ds*(ddz + Bdy)

an, wenn die beiden Gleichungen:

X.Y.—Y.X..—2(X,Y,.— Y, X, )— (X,Y,,— 1. X,,))=0

X,Y,— Y, X, —2(X; Y, - X, ) — (X, ) — Y, X )=0

bestehen. Fiihrt man in dieselben die Gleichungen 4) ein, so
erhiilt man:

X, P—X,Q=0

X, P+ X.Q=0,
wo:

P, Vgl B R F
Q = \'n +2 Y. - X..

gesetzt ist. Da nun A nicht Null ist, miissen also P und
beide Null sein, d. h. es miissen die beiden Gleichungen:

] > L] ; 3
a—x—(h-l- X, = 7 (Y: - X))
I R— l " -
a'y(lz‘f' # r)-’ax(‘\z_ )r)
an der betreffenden Stelle erfiillt sein. Damit aber verwandelt

sich die Gleichung 3) in:
6*
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; a5 _ds  Ads+ Bdy
) B =% | PR
wo:
A= XI Yr‘ e Yz X::
B=X,Y, -Y,X,
ist. Unter den Voraussetzungen 4), 5) gibt es also fiir eine
solche Stelle nur eine einzige reelle durch:

Adz 4+ Bdy =0

bestimmte Fortschreitungsrichtung derart, dag zwischen den
Kontingenzwinkeln korrespondierender Kurven, deren
Tangente in diese Richtung fillt:

die Beziehung stattfindet:
dE=de.

Bei der konformen Abbildung sind die Gleichungen 4)
und mit ihnen die 5) identisch fiir alle Punkte des Gebietes
erfillt.  Zugleich wird aber jetzt:

2 N
A—_—Aaz(\)

23 (X,
s -5 ()

wie sich unmittelbar aus 6) ergibt. Die Gleichung 6) geht
damit iiber in:

i dS _ds X,
7) T . — d arctg (‘\,")
oder
1 1 1 d X,
7b L= O g
) R= T yrds rctg( )

Diese Gleichungen bestiitigen den Satz, dat die Kontingenz-
winkel der Kurven ¢:
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5B — oFu =D

und ihrer entsprechenden C filr entsprechende Stellen gleich
sind, allgemeiner, dab fiir jede diese Kurven beriihrende Kurve
und ihre entsprechende im Berithrungspunkte:

1 _ 1
R= VT

ist. Die Kurven ¢ gehen ersichtlich durch alle Punkte, wo:
=0

ist, falls die konforme Transformation durch:

Z=1@)

ausgedriickt ist, d. h. durch diejenigen Punkte der ersten Ebene,
denen die Windungspunkte der zweiten bei der Abbildung
entsprechen.

Integriert man die Gleichung 7*), so folgt:

8) E—E =¢—¢— Fnrctg (‘\')I"' .
| xt To.¥o

Bezeichnet man also den Winkel zwischen den Tangenten

im Anfangs- und Endpunkte eines stetig gekriimmten Bogen-

stiickes p p' mit [pp'] und analog mit [P P] fiir den vermige

der konformen Abbildung entsprechenden Bogen P P, so ist:

wm—mm=—hw@9

Dabei ist vorausgesetzt, daB das Bogenstiick durch keinen
Punkt gefiihrt ist, fiir den f*(#) = 0 ist. Die Werte der Arcus-
tangenten sind dabei der stetigen Fortsetzung dieser Funktionen
gemiii zu wiihlen.

Betrachtet man nun die Funktion:

log (f's) = log (X, — i X,)
: X,
=} log T — i arctg (X:)

‘y

o-¥o
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so sind die Kurven 7' = const = ¢} die orthogonalen Trajek-
torien der Kurven:
Xy—cX.=0.

Bringt man die Differentialform:
Adz + Bdy
—_ - (aT(Ix——sl d.l:),
: ay

) ay

in die Gestalt:

so folgt aus 6):

1 1 1 9 P\¢ ENAN T
4 I»'=c,r_2cf (3;:)+(3y)}’
wo:

2 2 ;
Go)+ (G = st xye
ist, und dies ist die Beziehung, welche zwischen den Kriim-
mungshalbmessern der Kurven 1' = ¢ und ihren entsprechen-
den (allgemeiner fiir jede diese Kurven beriihrende Kurve und
ihre entsprechende im Berithrungspunkte) stattfindet.

Zu einer anderen Eigenschaft des Orthogonalsystems der
Kurven ¢ und 7' fiihrt die folgende Betrachtung.

Es sei irgend ein Polygon gegeben, dessen Seiten sich
nicht untereinander durchschneiden und von stetig gekriimmten
Kurven gebildet sind, welches also einen einfach zusammen-
hiingenden Teil der Ebene begrenzt. Befindet sich im Innern
desselben kein Punkt, wo f*(z) = 0 ist (Stellen, wo f*(2) = oo,
sind schon durch die fritheren Voraussetzungen ausgeschlossen),
so wird diesem Polygon vermdge der konformen Abbildung
ein zweites von demselben Charakter entsprechen.  Zugleich
ist aber das iiber die Begrenzung des ersten erstreckte Integral:

Id log () =0

oder:

tdlog T — i fdarcty ('t,”) = 0.
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Da nun der erste Teil gleich Null ist, so liefert der zweite,
falls die Ecken des ersten Polygons mit p,, p, . . ., pa, die des
zweiten mit P, P,, . .., P, bezeichnet werden:

[P, Py] + [Py By] + - - - [P D]
=|p,p) + [neps] + - [Pnhpl]v
falls die einzelnen WinkelgroBen mit ihren Vorzeichen be-
riicksichtigt werden. Dieser Satz kann iibrigens auch aus dem
allgemeinen GaufBi-Bonnetschen Satze iiber die Curvatura
integra geschlossen werden (vgl. § 4), wie denn beide Sitze,
der eben genannte und das Cauchysche Theorem zur gemein-
samen Quelle die Greensche Betrachtung haben. — Eine be-
sonders einfache Form erhiilt derselbe durch Anwendung auf
ein Viereck, von dem zwei gegeniiberliegende Seiten p, py, psp,
durch Kurven ¢ gebildet werden, es folgt dann [P, Py] [P, P,]
=[psp,] — [p, 2.}
§3.
Die Kurvensysteme ¢ = const bei konformer Trans-
formation der Ebene.

Nach § 2 hat bei der konformen Abbildung der Ebene
das Kurvensystem X, — ¢ X, = 0') die Eigenschaft, dal zwischen
dem Kritmmungsradius » einer Kurve der ersten Ebene, welche
eine Kurve des Systems berithrt, und der entsprechenden Kurve
vom Kriimmungsradius I die Beziehung:

Vi1

R r
fir den Beriihrungspunkt besteht. Die linke Seite der Gleichung:
Xy—cX:=0
geniigt selbst der partiellen Differentialgleichung 4, = 0. Man
kann nun umgekehrt nach denjenigen konformen Abbildungen

fragen, bei denen das System dieser Kurven ein ge-
gebenes ist.

1) Sie sind auch weiterhin als Kurven ¢ bezeichnet.
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Es sei also y'(zy) = const ein System von Kurven dieser
Art, dann miissen die Gleichungen:

X:=lgp()

D E=1

bestehen, wo ¢ eine Funktion von  allein ist, und 4 eine
unbekannte Funktion von z,y sein wird. Man erhiilt aus 1)
vermdge der Integrabilititsbedingung fiir X und der Bedingung
4y X =0 die Gleichungen:

2) 1y‘f’+;"l’"l'y“‘ll=0
Lo FAgiy.t24y=0,
wo ' = :i':' gesetzt ist. Setzt man:
p=log 4"

so ist:

D P
3) A= AR
' WP T Wy

— =@ 1 + "’, ’
und die Integrabilititsbedingung fiir 3) wird nun:

2']’9"” o
1) ('/ it «),;s) (et v+ o' (v, T v,,) =0

Da ¢ nur von y abhiingig ist, muli die Gleichung:

r Yoz Yy ' As i
J » ——— = Yy) = —=—
) =5

bestehen, wobei f*(y) die Ableitung einer willkiirlichen Funktion /°
von y bedeutet. Gleichung 5) ist zuniichst erfitllt, wenn 4,49 =0
ist. Alsdann ergibt sich aus 4):

“

e WP
' 1+e
1) Unter log wird der natiirliche Logarithmus verstanden, da die
Schreibart  leicht zu MiBiverstiindnissen fithrt.
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oder:

11,,,:=°:‘ p=tg e,y + )
wo ¢, und ¢, reelle willkiirliche Konstanten sind, und
weiter:
= "nf(% dy — y,dx) + log cos (¢, y + ¢,)
A=e="cos(c,y + ¢y,

wenn w = ¢, f(y:dy — v, dz) gesetzt ist. Hieraus ergibt sich
nach 1) X und schlieBlich:

Z = (X + Yi)=— ie“!‘fe"fw'—- vdz

als die verlangte Abbildungsfunktion. Da nun y der reelle
Teil einer willkiirlichen Funktion der komplexen Variabeln z:

f@=v+ip
ist, so erhiilt man w=c, ¢, oder:
6) Z= —iéafesinds,

wo die Konstante vor dem Integral auch weggelassen werden
kann, weil sie nur eine Drehung des Koordinatensystems be-
deutet.

Aber auch die Gleichung 5) likit sich vollstindig losen.
Setzt man:

f=z+yi, n=z—yi,
so geht 5) iber in:
Fy _ayady
acon w251 B
Ein erstes Integral ist:

log % = f(u) + log V",
"
wo V eine willkiirliche Funktion von 5, V' ihre Ableitung be-
deutet. Setzt man noch f(y)=log F'(y), so erhiilt man:
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31/' it
o =dp.V
Hip) =1

oder:
y=0UE+iy +V@—iy),
wo A eine willkiirliche Funktion ihres Argumentes bedeutet:
- 3 ,
damit ein reeller Wert filrfl,;:f’) entsteht, miissen U und V
(1

komplex konjugierte Funktionen der Argumente z + yi, z—yi
bedeuten. In der Tat wird dann auch:
Ay _ 6

Vit e
so dafi die rechte Seite eine Funktion von y allein wird.
Hicraus ergibt sich, was iibrigens zu erwarten war, daB fiir
die Kurven y = const jede reelle Funktion des reellen Teils
einer Funktion der komplexen Variabeln z gleich einer Kon-
stanten zu setzen ist.
Einige einfache Beispiele migen dies veranschaulichen.
Sollen die Kurven ¢ ein System von Parallelen bilden, so
ist y = ax 4+ By zu setzen. Dies ist der reelle Teil der
Funktion:
() =@+ yi)(a—pi)
demmach ist:
Z = ferstatin gz

die gesuchte Abbildungsfunktion.
Das System gleichseitiger Hyperbeln:
y=ua*—y 4+ 2¢cxy+ 2ax + 2y = const

ist das einzige System von eigentlichen Kegelschnitten, welches
der Gleichung 4,1y = 0 geniigt; dem entspricht die Funktion:

fe)=2(1 —ic)+ 2z(a—if)
und hieraus folgt:

Z == fers@itht et ina dg,



A. Voss: Konforme Transformation und Kriimmung. 91

Um auch ein Beispiel fiir den Fall der Gleichung 5) an-
zufithren, setze man:
f@)=X+Yi,

und wiihle:

X,
\ B X
Dann wird:
iy; = 2
dy 14 y?

oder:
LT = tg (¢, arctg v + ¢,)
1+ ¢? 1_*_,‘,3'7’ g (¢, arctg y )
Bestimmt man jetzt aus 3) den Wert von 4, so erhiilt
man als Abbildungsfunktion:

Z={("@)d=
Ist insbesondere f(2) =;1; 2", so wird fiir z = o(cosp+ising):

p=—tg(n—1)p:
die Kurven y = const bilden hier ein Biischel von durch den
Nullpunkt der Koordinaten gehenden Geraden, denen nach § 1
ein solches Biischel in der zweiten Ebene entspricht.
Setzt man dagegen:
y =X+ X2,

wobei X wieder in der eben angegebenen Weise zu () gehort,
s0 ist:

A, y 1

Ay o y
und man erhilt:

Z=—iciaf(fz)tadz.

Setzt man z. B. f(2) = :‘ 2", so werden die Kurven y = const

konzentrische Kreise, denen dann in der zweiten Ebene log-
arithmische Spiralen entsprechen.
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§4.
Konforme Transformation einer Fliiche in eine andere.

Sind zwei Flichen irgendwie durch gleiche Werte der
unabhiingigen Parameter u, v aufeinander abgebildet, und die
Quadrate ihrer Liingenelemente:

ds'=cduw 4 2fdudv + gdv*
dsi=c,du’ + 2f,dudv + g,dv’;

setzt man ferner:
Veg—ri=1H, Veag=fi=H,,
so ist bekanntlich:
_ H{dudv* —dvdu?) B
r=—ag  tas)
wo P eine Differentialform dritten Grades in du, dv, die geo-

diitische Kritmmung irgend einer auf der ersten Fliche ge-
zogenen Kurve. Hieraus folgt:

ds® dss P B

D YH TN, S0 T

d. h. die Differenz linker Hand ist nur von den ersten Differen-
tialen abhiingig.?) Nimmt man nun an, dag die Flichen kon-
form aufeinander abgebildet sind, und ist etwa:

1) P hat den Wert:

1 |edutfdv 2adut44a'dudo+42a"do?
YH |fdu+gdv 2bdui4 40 dudo 420" do?)’
wo:
2a = ew, 10 = 2ey, 2a"=2fo—gn
2b=2fu—es, 40 =2gu, 2b" = gy

zu setzen ist.

2) Diese Bemerkung, die fiir alle in dieser Arbeit enthaltenen Be-
trachtungen wesentlich ist, benutzt, wie ich sehe, auch schon Herr
Mehmke, allerdings in ganz anderer Richtung, in seiner Note ,Uber
die geodiitische Kriimmung der auf einer Fliiche gezogenen Kurven und
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ds'=c(du'+ dv’)

dsi =le(duw’ + dv'),

so ergibt sich aus 2):

1 e ldu, iv(du®—dv®) + 24, dudv

R
WV 21VT88 | dv, do(d A —dud) + 24, dwdy
oder:

2)

y 1 (Audv—4,du)

n=yitayi @
3)
1
7, ds, —yds=21(l..dv—1.du).

Fiir die Kurvenschar ¢, welche der Differentialgleichung:
hadv — 2, du=0

geniigt, und die ihr entsprechende ¢, gelten ganz iihnliche
Eigenschaften wie in § 1. Diese Kurven haben in entspre-
chenden Punkten gleiche geodiitische Kontingenzwinkel, und
jede Kurve der ersten Fliche, welche eine ¢ beriihrt, geht in
eine die Kurve ¢, der zweiten Fliche dergestalt berithrende
iiber, da3 fiir den Berithrungspunkt die geodiitischen Kontin-
genzwinkel erhalten bleiben, u. s. w.

Die Kurven ¢ lassen sich im allgemeinen nicht durch
Quadratur bestimmen;') dagegen sind ihre orthogonalen Tra-

ihre Anderung bei beliebiger Transformation® (auch Berihrungstrans-
formation). Zeitschrift fir Mathematik und Physik, Bd. 87, p. 188, 1892,
Man vergleiche auch die anderweitigen Arbeiten dieses Autors:

,Uber zwei die Krimmung von Kurven und das Gaufische Krfim-
mungsmaf von Flichen betreflende charakteristische Eigenschaften der
linearen Punkttransformation®, ebenda, Bd. 36, p. 206, 1891;

,Untersuchungen iiber die auf die Krimmung von Kurven und
Flichen beztiglichen Eigenschaften der Bertthrungstransformationen®,
ebenda, Bd. 38, p. 7, 1893, sowie meine Arbeit ,Zur Theorie der Kriim-
mung der Flichen. Math. Annalen, Bd. 89, p. 179, 1891.

!) Einfache auf Quadraturen fiihrende Fille sind z. B.:

U-V
= UV u. 8. w.,

i=UV, A=U+V, i

wo U,V Funktionen von wu, v allein sind.
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jektorien unmittelbar gegeben durch 1 = const, und in ent-
sprechenden Punkten dieser Trajektorien auf den beiden Fliichen
findet fiir sie berithrende entsprechende Kurven zwischen den
geodiitischen Kriimmungen die Bezichung:

Vi y =g VETE
statt.
Der Ausdruck:
Avdv— i, du
i

wird ein vollstiindiges Differential, wenn:

4) Aglogd=0

ist, wo d, der zweite Differentialparameter:
?* o?
aut ot

ist. Tritt an Stelle des speziellen Liingenelementes 2):
ds* =cdu®* + 2fdudv i gde?,

so ergiebt sich ftr die Differenz der geodiitischen Kontingenz-
winkel:

5)
dlogi 3logi 3logA alog/.
dr,—dr—2”{( -t 30 )du ( 2 f 3

und hier ist, wie ilbrigens aus 4) schon zu ersehen, die rechte
Seite ein vollstindiges Differential, wenn:

6) A, log A =0

de = yds, de, =y, ds,,

ist, wobei jetzt 4, den zweiten Beltramischen Differential-
parameter in Bezug auf das allgemeine Liingenelement be-
deutet. Aus der bekannten Formel fiir das Kriimmungs-
maf k:
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2l = (e@fi—e) —fe) = 2 (egu—fe)

erhiilt man, wenn man ¢, f, g, durch ie, if, 1g ersetzt, die Be-
zichung zwischen den Krimmungsmakien & und ;:

7) Ak, — k= —14,log A

Der Ausdruck de, — de ist daher nur dann ein voll-
stiindiges Differential, wenn zwischen den Kriimmungsmaben
in korrespondierenden Punkten die Gleichung:

8) Ak, —k=0"
besteht.

Geniigt also der Modul 1 der Bedingung 6), so ist fiir je zwei
entsprechende Kurvenstiicke mit den Bogenelementen ds, ds,:

dey—de=dQ
9) Vi, ds, = Vkds
frdo, = fkdow,

wo dw, dw, korrespondierende Fliichenelemente sind; d.h. ent-
sprechende Flichenstlicke haben gleiche Curvatura
integra. Diese letzteren Siitze bilden eine wesentliche Er-
weiterung der entsprechenden fiir die Ebene, welch letztere
aus denselben fiir ¥ =%, = 0, d. h. wo beide Fliichen develop-
pabel sind, hervorgehen. Niemals lassen sich dagegen z. B.
zwei Flichen konstanter Krilmmung derart aufeinander be-
ziehen, dab de, — de ein totales Differential wird, den einzigen

1) k und k; missen daher stets von gleichen Zeichen sein.
Bringt man Formel 5) fiir eine geschlossene Kurve der ersten Fliche
zur Anwendung, die ein ,Elementarflichenstiick® begrenzt und entspricht
ihr wieder eine solche Kurve der zweiten Fliiche, so ergibt sich durch
Anwendung des Greenschen Sutzes fiir die Summe aller Kontingenz-
winkel : .
E,—E= )‘fdm‘l, log 4;

dieser Satz aber geht aus dem Gaufi-Bonnetschen Satze hervor, sowie
man die Formel 7) benutzt.
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Fall ausgenommen, wo 4 selbst eine Konstante ist, womit die
Bezichung auf die Ahnlichkeit resp. Kongruenz hinauskommt.

Um ein Beispiel fiir den unter 8), 9) betrachteten Fall
zu geben, setze man:

put+ivy=U+iV

10)
pu—iv)= U—iV,

wo ¢ die komplex konjugierte Funktion zu ¢ ist, und nehme
an, daBl diese Formeln sich eindeutig so umkehren lassen, daB:

u=pn(U,V)=np
v=ry(UV)=v»

wird. Das Quadrat des Liingenelementes:
dsi=-e(u,»)(dU' + dV?)
geht jetzt durch die Transformation 10) iiber in:
dsi=e(u,v) (du' + dv') ¢’ ¢’
und die beiden Flichen mit den Quadraten der Liingenelemente:

ds* =e(du® + dv®)
dsi =g¢'¢'e(du® + dv?)

stehen jetzt in konformer Beziehung, so dali 2 = ¢’ ¢’ ist.
Dabei ergibt sich:

15 o - U.
- (log ¢ I)— vy arctg (U.)
1

F) p— F] U,
3 30 (log ¢’ ') = — o arctg (U.)'
also:
U.
de, —de=d arctg (U,)’

wie nach § (2) zu erwarten war.
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Zur Auffindung der Kurven ¢ im allgemeinen Falle, zu
dem wir zuriickkehren, geniigt es iibrigens, einen integrierenden
Faktor u des Differentialausdruckes auf der rechten Seite von 5)
zu bestimmen. Dieser muki den Gleichungen:

”( alogé falogl) 1 gl_ggv;,

1)
(2t s

genligen. Dies gibt die Gleichung:

12) H A (log 2, log ) + Aglog A =0,

wo 4 der Beltramische Zwischenparameter ist. Aus den
Gleichungen 11) folgt aber auch:

dlog4, fﬂ?‘ﬁl

Pl - Sas
ua_lig_il i L I
ou 1%
dlogd, falogll
dlogi du v
n — =
dv 1z

oder, wenn man ;;= 1, setzt:

H (A log p,, logi,) + Aylog 2, = 0.

Dies ist die Bedingung fiir den integrierenden Faktor u,,
der fiir die konforme Bezichung der beiden Flichen mit den
Quadraten des Liingenelementes:

ds* =cedu® + 2fdudv - ydo?
ds;=12,ds*
zu suchen ist, und dieser Faktor ist ohne weiteres bekannt,

sobald man p aus der Gleichung 12) gefunden hat.
1907. Sitzungsb. d. math.-phys. K. 7



98 Sitzung der math.-phys. Klusse vom 2. Miirz 1907.

§ 5.
Konforme Raumtransformation einer Kurve.
Es seien:
Xi=qi(r,zg2); i=1,2,3

drei eindeutige reelle etc. ... Funktionen, welche in einem ge-
wissen Gebiete 2 eine eindeutige Umkehrung zulassen; ihre
daselbst nicht verschwindende Funktionaldeterminante sei ..
Jede Kurve des Gebietes # wird dann in eine Kurve des Ge-
bietes X transformiert werden. Nun ist:

dX; =X ginda,
EXi =Y qpiuda,da,

wo die Differentiale nach irgend einer unabhiingigen Variabeln

genommen sind. Dabei ist ¢, = g%’i, . ..so daB die hinter
x

dem Komma stehenden Indices Differentiationen nach den be-

treftenden Variabeln bedeuten; die Summation bezieht sich auf

diese letzteren Indices. Setzt man noch:

G = Z (I'f,n(lﬂ"n day,

fithrt man zugleich fiir die Determinante:

|4, B, C,|
| 4y B, C,
Ay B, C,
allgemein die abkiirzende Beziehung:
A4ADBC)
ein, so wird:
1) Adedra)y=dXd X A4)—(dXoA).

Dabei sind die @, a, a, oder a; beliebige Grofien (Funk-
tionen der z;) und:

A = X aypik.
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Setzt man noch:
a; =k cos a;
A; = K cos A;
0= |(dayd*zy — dz,d* z,)* + (da,d*x, — dz, d*x,)?
+ (dz,d*zy — dzyd*z,)? |

und bezeichnet man das Bogenelement einer Kurve im x Gebiete
mit ds, ihren Kriimmungshalbmesser mit », so ist:

ds®* =1rd;

fihrt man ferner die analogen Bezeichnungen mit grolien
Buchstaben fiir das Gebiet der X ein; bezeichnet man endlich
mit ¥ den Winkel zwischen der Binormale der ersten Kurve
und der Richtung cosa,, cos ay, cos ag und gibt dem Winkel ©
die analoge Bedeutung fiir die entsprechende Kurve, so hat
man nach 1):

i

o3
2) kA’ri“»cos.9=K1,‘§’cose._U,

wo U der Differentialausdruck dritten Grades:
U=(@[dXod)

ist. Fir je zwei korrespondierende Kurven ist daber die
Differenz der beiden r und R enthaltenden Glieder nur
abhiingig von den ersten Differentialen, d. h. der Tan-
gentenrichtung der gewihlten Kurve. Die elementaren
Komplexkegel U = 0 sind Kegel dritten Grades, und jede
Komplexkurve im Sinne von Lie, welche zu diesen Kegeln
gehort, hat die Eigenschaft, da fiir sie und ihre entsprechende
die Relation besteht:

3
kdis:cosz?:K-dswos&
r R
Besondere Vereinfachungen treten auch hier ein, wenn
man eine konforme Transformation des Raumes be-
trachtet, d. h.:

7*
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X;= ? T = ot

3

setzt. In diesem Falle erhiilt man die Gleichung 2) am ein-
fachsten durch Differentiation der Identitiit:
Xi0 =2z;; o0=0%
niimlich aus:
0dX;+doX;=dux
od* X, + 2dod X;+ d*o Xi = d*x,.

Es ergibt sich so leicht:
3) (~drdza)=o*(dXd* X A) 2 553 dz za).

Setzt man:

a; =k cos a;
4) Ty -
Ai=a;,—2 5 Ya;zi= K cos A;,

so wird:
P=K; k=K,
und aus 3) folgt nunmehr:

5) _d_sc 0—€§0099+2T'
I 0%k
wo mit 7' die Determinante:

ldx, drydx,
|
] z, 7y!l=(dzza)
| @y Gy Gy
bezeichnet ist. Je nach Wahl der willkiirlichen Groen a;

erhiilt man so verschiedene Folgerungen aus der allgemeinen
Gleichung 5).

Da nach 4):

cosa;— cos A;  x;
9 ="Y x;cos a;
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so liegen die beiden Richtungen cosa;, cos A; (i=1,2,3),
gegen welche die Winkel der Binormalen entsprechender Kurven
zu nehmen sind, in einer Ebene mit dem Radius vector o,
und letzterer halbiert den Winkel zwischen cos a; und
— cos d;.

Wiihlt man nun insbesondere a; = z;, so wird cos a; =
—cos A;(i=1,2,3), und es folgt, da jetzt 7'=0,

ds cos @
— 7cost9—dS—~~R~.

Bezeichnet man daher die Richtung der Binormalen ent-
sprechender Kurven mit ) resp. B, so ist fiir zwei solche
Kurven immer:

0? __cos(o, B)
S cos (g._b) el

Setzt man dagegen:
A =Py — Py ¥y
6) Ay = Q3 Yy — P1 Y’y
Ay =Py Yy — Py Vs
wo ¢y, y, irgendwelche Funktionen von z sind, so ist:

I= Ed-’c.-q’.-zdz.-yu:
21‘.’7’1 2:1'-"/'.' ;'

wie man leicht durch Multiplikation von 7' mit der Deter-
minante (p y f) erhiilt. Nimmt man nun ¢, =2z, (i =1, 2, 3),
so wird wegen X a;x;=0 jetzt cos a;= cos A;. Ist endlich
eine homogene Funktion von der Ordnung Null, deren partielle
Differentialquotienten die v, vy, v, sind, so wird:

T=—d IJ'EE.'T(

zugleich steht die Richtung cos a; senkrecht auf dem Radius
vector ¢ und der Normalen der Kegelfliche y = const. Einer
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jeden Kurve entspricht vermdge der konformen Abbildung
cine zweite derart, dati zwischen den Kosinus, welche
die Binormalen mit der zum Radius vector senkrecht
stehenden Tangente ¢ derjenigen Kegelfliche, aufder
die Kurve liegt, die Beziehung:

ds s
— - cos b)) = s (t, B)

besteht; dabei ist natiirlich:
0?*dS=ds.

Ahuliche Siitze kann man auf dieselbe Weise erhalten.
Dabei handelt es sich um die Frage, wann 7' bis auf
einen Faktor ein vollstindiges Differential wird.

Setzt man:

T=XQdzi= (dzz ),
wobei die ¢; beliebige Funktionen von z,, z,, xy sind, so mul
bekanntlich:

(419 + 0 (222 +o (919

az, auz, ar,  ax,

identisch verschwinden. Eine einfache Umformung liefert dafiir
die Gleichung:

bk — S |
& B 00 30,0 |

du; ‘oz ‘o
%, Zy iyl
| 'R Py Py

welche identisch bestehen mufi. Diese Bedingung ist ersichtlich
erfilllt, wenn die drei Funktionen ¢ homogenen Funktionen
gleicher Ordnung von z, z, z, proportional sind.

Allgemein aber gilt folgender Satz:

Der Ausdruck 7 kann dann und nur dann auf die
Form pdV gebracht werden, wenn:
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pi=xz; A+ B O

ist, wo A, B willkiirliche Funktionen der z sind, und
die £; willkiirliche Funktionen von der Ordnung Null
bedeuten. Dies lifit sich auf folgendem Wege zeigen.

Jene Identitit verlangt, dafi die 3 Funktionen ¢ der Be-

dingung:

-

ina_fp_u =Axx + 1 qu,
7) Ti

k=123

geniigen, wo 4, u irgendwelche Funktionen der z sind. Diese
partielle Differentialgleichung oder vielmehr die folgende:

7-4-0-3 + (11k+/“fk)—=
wobei O (z,, zq, Xy, i) = 0 gesetat ist, liefert das simultane
System:
dr :dxy:dxg:doy=1x 124123 Ak + pen,
von dem zwei Integrale:

Z Z,
8) t=g, =g
Ty

bekannt sind. Man findet fiir £ =

doy _ 1z, +pp,
dz, Ty

=4ic, -+ n ’r',
1 zy

wo 4, 4 aus 4, u dadurch hervorgehen, dati man vermige 8)
z, und z, durch die Konstanten ¢, ¢; und zy ersetzt. Integriert
man die letzte Gleichung durch eine Quadratur, so folgt:

£T| =c:f!+vav
within ist das Integral von 7) fiir k = 1:

By, = 'AH)( o)

z' %
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wo £, eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente, und die
Konstanten ¢, und ¢; in B und 4 wieder vermége 8) zu ent-
fernen sind. Ebenso wird:

Bo,= ;i: A+ 9
By, =4+ Q,,
so dal3 allgemein:
9) gpi=x; A, + B, 0

gesetzt werden kann. Der Differentialausdruck 7 kann daher
nur dann durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor
die Gestalt eines totalen Differentials annehmen, wenn er, abh-
gesehen von einem willkiirlichen Faktor, in die Form:

10) (dzz Q)

gebracht werden kann. Dali dies auch hinreichend ist, geht
aus der obigen Betrachtung hervor,!) liitit sich aber auch direkt
zeigen. Setzt man niimlich:

r, =ay¢

Ty =Ty 17,

so entsteht aus 10), abgeschen von einem Faktor:

IdS dy
& I
o o, Qi

und diese Difterentialform lifit sich, da siec nur von zwel
Variabeln abhiingt, immer mittels eines integrierenden Faktors
als vollstindiges Differential ansehen.

') Man erkennt unmittelbar, daf durch 9) die Integrabilititsbe-
dingung fir 7 erfillt ist.
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Aus den Gleichungen:

a0

1y s = Zypy) = ac

1

30

B (g gy — 2, ) = 87

By — 2 1) = o
- -

173 =5,

welche jetzt bestehen miissen, folgt iibrigens durch Summation:
Z Il 3.’1). =0,

so daB das Integral von T =0 die Form £2 = const erhiilt,
wo £ eine homogene Funktion der Ordnung Null ist, welche
eine Kegelfliche bedeutet. Auch der spezielle Ansatz 6) ist
hierin enthalten. Setzt man niimlich in 9):
- '31/{ 31,)
= Oy z, ~%os z,

02, =6, 31—9, d
&y CEN

9 tp vy
Q= 9 —6, 2,
wobei y, 6, 6, 6, homogene Funktionen der Ordnung Null
sind, so ist nach 9):
E "7| £ w 0;
und zugleich kann man wieder drei Funktionen f,, f,, f will-
kiirlich so annehmen, dak:

b pifi=0
ist; man hat nur die willkiirliche Funktion 4, der Gleichung:
6 6 &
AXzfi+B | ke a.:. =0

‘33:, dx, dx,
gemifs zu wiihlen.
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Zieht man noch dritte Differentiale bei der Trans-
formation in Betracht, so ergeben sich im allgemeinen keine
cinfachen Beziehungen mehr. Bei der allgemeinen linearen
Transformation ist natiirlich:

(dzd*z d*z)

eine Invariante, und dies gilt fiir jede beliebige Zahl von
Variabeln. Dies liGit sich z. B. fiir 3 Variabeln auf folgendem
Wege zeigen.
Setzt man:
= 2ﬁa“‘a"" % 128
X,= 4 , b=1,2;8;
t= zalkxk'*' d‘v

so wird:

dxp=§:@1:%£@d“

eX,= NV —Xaw oy, 9
— t t
iy — WY = Xiaw) oy @
d X.—S ; Px,—-3dX; ;
dat _dpe
—2@X, S + 24X

und hieraus folgt unmittelbar, indem man die rechts stehenden
Difterentiale der X; auf die linke Seite setat:

(@ X & X PX) = (dz @z dz)y,
wo 4 die Determinante der Koeffizienten der vier linearen
Formen:

Yapxi+d, s=1,284

ist. Hieraus folgt, das bei jeder projektiven Transforma-
tion einer Kurve die invariante Beziehung:
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WL

BT 8
besteht, wo dS, ds die Bogenelemente, R, r die Kriimmunys-
halbmesser, 7t die Torsionsradien bedeuten.

§ 6.

Konforme Raumtransformation ciner Fliiche.

Ich fiige endlich die Formeln fiir dic Transformation
einer Fliche vermdge der konformen Raumtransfor-

mation:?)

X=:v@=ﬁ+d+ﬂ

hinzu. Sind die z; von zwei Parametern w, v abhiingig, so
erhiilt man:

GX; __374‘,- ‘l 2%1.',- 20

an  dup? 0% du

aX; _am 1 230

1 av v ot 0% v
FXy _ ey (1 22, Bxy nmy, Py ayay
duav  duadv\e* ot “ouav ot T aumav o

_2x,f 23p23X, 23023X,

ot 0du v 0 v du
nebst ihnlichen Ausdriicken fiir die anderen zweiten particllen

Differentialquotienten.  Aus diesen Gleichungen erhiilt man:

9
(Xun Xu Xr) =4 (xuu-'tul'r) o :)f (.'L' Ty 'Tl)
! & 2f
2) (Nue Xu X)) = I (s 2uze) = 5 (@ 2w )

9
(Xn Xn X:) =4 (xu Tu I.) _ 7()3 (l‘.‘l‘,, .’t,).
1) Einige der in diesem Paragraphen enthaltenen Betrachtungen
sind vermutlich liingst bekannt; ohne diesclben wiirde aber diese Arbeit
keinen Abschluff erhalten haben.
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Sind p,, py, ps die Richtungskosinus der Normalen der ersten
Fliche ¢, f, 9, E, I, ¢ die Fundamentalgrofien erster und
zweiter Ordnung derselben,®) P, Py, Py, e, [, 9, E,, F,, G, die
entsprechenden Grofen fiir die transformierte Fliche, so ist:

Q"e|=8, 0‘f|=f Q‘g1=g
A, < T T M=
(pauz) =Veg—1* (PXuX)=Ve'y'—[*=Veg—1*
@zuz)=Ypx;Veg—r
Zur Abkiirzung mag:
6=Xpa
gesetzt werden. Nun erhiilt man:

@zuz)t =g — [* — 0,
wo:

3) t=col —f20,0,+ g0k
daher wird: )
=oV1— (),

wo A der erste Differentialparameter ist; o ist jedoch mit dem
Vorzeichen von Y p;x; zu nehmen. Man hat nun aus 2):

E 2¢0
T a—
. F 2fa
2 }‘=_(;’_ ot
. G 2go
(’l=_'1—' 4

LP

Ich bestimme ferner die Richtungskosinus der Normale
der transformierten Fliche. Fiir Grofen @, Q,, @5, die nur

1) Dabei ist:
——— 90y A, 9.r, O, . LY
nVeg—fi= 9:42 '8‘:'2 - '8; '8‘;: E=2Xp 9;25 ete. ...



A. Voss: Konforme Transformation und Kriimmung. 109

um einen positiven Faktor von den P, Py, Py verschieden sind,
erhiilt man leicht aus 1) die Gleichungen:

Y Qizi= Ové‘—ll———]ﬁ

ax,

EQ,——2 oVeJ—-/’
ZQ;gﬂ=2%aVeg— i

v

und durch deren Auflésung:

20 ox; ox; x; kA
QVeyg —f' = —— e (fa_v_-"ﬁ) —Qv(eaj; —/é'“)}

+I’t(¢'!}‘—f"—2t):
hieraus folgt:
A+ @G+ e=(y—r),
mithin:

9 Co—MP= =22 o (135 422~ (c22- 132)]

qu v
+pileg—f—20.

Hiermit sind die Kosinus der Normale der transformierten
Fliiche in der Form:

ox; Ax;

Pimupit Ao+ uon
dargestellt, welche eine unmittelbare Beziehung der Lage der-
selben gegen die Normale der urspriinglichen Fliche liefert.
Fiir den Winkel @ zwischen den beiden Normalen folgt nach 5):

cosw=1—24(p);

die Kurven 4(p) = const sind daher auf der gegebenen
Fliche dadurch ausgezeichnet, daf der Winkel ent-
sprechender Normalen konstant bleibt.
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Auch folgt aus 5):
E pl'xn'= El’l‘xh

oder:

P N2

L Px= 3
wie man iibrigens auch unmittelbar aus 4) finden kann, wenn
man die transformierte Fliiche zur urspriinglichen macht; diese
Formel zeigt, dafi der Kosinus des Winkels der Flichen-
normalen mit dem Radius vector bei der Transfor-
mation ungeiindert bleibt, wie ilbrigens zu erwarten war.

Es ergibt sich ferner aus 4):

Edw?+ 2 Fydudv+ G de?

(Edu*+2 Fdudv+ G dr?)
e, dut+2f, dudvty, dvt ,

=—p .=

e AL IOEY o
edw+2fdudv+gde®

Bezeichnet man unun den Kriimmungshalbmesser eines
Normalschnittes fiir irgend eine auf der urspriinglichen Fliche
gemessene Richtung durch », die entsprechende durch R,
so folgt:

Insbesondere wird aber fiir irgend zwei von demselben
Punkte ausgehende Richtungen:

L 4 -
- — = —pf |- =],
R R o\
Man kann also sagen: Die Differenz der Kriimmungen
zweier zu einem Punkt der Fliche gehorigen Normal-

schnitte bleibt bis auf den Faktor — p* durch die
Transformation ungeiindert.

Ist 6 =0, so erhiilt man:
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d.h. die Kriimmungen der Normalschnitte bleiben bis
auf den Vektor — o ungeiindert in allen Punkten,
in denen die Fliche von ihrem zum Zentrum der
Inversion gehérigen Tangentenkegel beriihrt wird.

Ist dagegen r = o, also die Richtung auf der gegebenen
Fliche die einer Haupttangente, so wird:

1
s, NN}
R -
oder: Bei der konformen Transformation gehdren zu
den beiden Haupttangentenrichtungen ¢ines Flichen-
punktes Normalschnitte mitgleicher Kritmmung —24.")
Auch die Formeln:

L) e P Ml NOTN T
Rta=—¢ (+) ¥

r v

1 ot | G|
wE = t2oe (G4 g) e
welche sich auf die mittlere Kriimmung und das Krtimmungs-
mals beziehen, migen erwithnt werden, deren Verwendung fiir
Minimalfliichen ersichtlich ist.

Endlich gilt fiir beliebige Griflen a, agay die invariante
Beziehung:

E I G ! | EFG .
(18 B =il 4
a, a, a, T | a,a,a, |

Bedeuten daher a,, ay, a; homogene Differentialformen
gleicher Ordnung in du, dv, so hat man den Satz:
Das System der Kurven:
EF G|
efg|=0
— S = “l ﬂ’ "3 |

') Man vgl. die konforme Transformation der Regelfliichen, insbe-
sondere die der Flichen zweiten Grades, u. s, w.
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ist invariant bei der konformen Transformation. Ein
ganz spezieller Fall davon ist die Invarianz der Krim-
mungslinien, und zwischen den Radien T, T, der geodi-
tischen Torsion einer Kurve und ihrer Transformierten be-
steht also allgemein die Beziehung:

1 gl
SEal s



