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77

Über Krümmung und konforme Transformation.

Ton A. Tom.

{KtmfdoHfm 19. Man,)

§1-

Allgemeine Punkttransformation der Ebene.

Rs seien f {JC, y)^ ff i •('.!/) z^^^'i reelle, eindeutige und, soweit

es in Betracht kommt, differeotiierbare Funktionen der beiden

unabhängigen Variabein dP, y. Dann wird yermOge der Glei-

chungen:

jedem Punkte p eines den angegebenen Voraussetzun«;en ent-

sprechenden Bereiches der Ebene x^y ein Punkt P mit den

Koordinaten X, Y einer zweiten Ebene zugeordnet sein') und

umgekehrt, wenn die Funktionaldeterminante 7on <p nicht ver-

schwindet.

Die Gleichung:

1)
X. + X,t)' 1-y'tgo'

in der die Indices 2% y pai tit llo Ditterentiationen nach den

betreifenden Yariabeln, Y\y' aber die Differentialquotienten

d¥ dy

ä~X* di
^^^^^^ ^^^t ^^1^ y ausgehenden

0 Die recbtwinkeliiten Koordinatenachsen beider Ebenen magen

ptrallel saeinander angenommen werden.
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78 ÖiUung der mutb.-phyx. Klaüoe vom 2. März 1U07.

Kiclitun^ y' in der ersten Ebene die Iiiclituiig in der

zweiten Klx iic zuf^oordnet ist, welche mit der ersten den

Wiakel a bildet. Die Gleichung 1) wird im allgemeinen, falls

tga einen gegebenen Wert für die Stelle y hat, nur für

zwei Richtungen bestehen. Sie findet aber daselbst für alle

statt, wenn:

Yg « Xx tg a,

i" tg a = — r, tg a 4"

— tg et ssa Xy

ist. Durch Addition der ersten und letzten dieser Gleichungen

und Vergleichung mit der zweiten folgt:

Da nur reelle Werte in Betracht kommen, so ist:

2)

und

3) Y^ tg a 4- Xy = 0.

Sind also die Gleichungen 2) für den Punkt p erftlUt, so

entspricht der Gleichung 3) ein Wert von tg a derart, daß die

Tangentenrichtungen korrespondierender Kurven, die

von iK P ausgehen, beständig diesen Winkel a mit-

einander bilden; diese Tangenten lulden also zwei kungniente

Büschel, und man könnte auch unigekehrt aus der Betrachtung

solcher Hüschel die Gleichungen 2), 3) erhalten.

Die Gleichungen 2) können, anstatt nur für einzelne Stellen,

auch für Kurven oder auch fOr ein zweidimensionales Gebiet

erfüllt sein. Versteht man unter 2, F die reellen und imagi-

nären Bestandteile einer analytischen Funktion / (4:) der kom-

plexen Variabein s und .setzt:

X+ Fi -/(#),

SO sind die Gleichungen 2) für jeden Punkt eines zusammen»

hängenden Gebietes der Ebene erfüllt. Setzt man dann:
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A. Voss: Konionne Tranafonnation und Krümmung. 79

wo «^2, so hat man an Sti lle von A) ein Entsprechen

der beiden £beaen x,y; X^f 1\, bei dein, i'uUs tg a aus der

Gleichung:

4) iiga^yt

entnommen wird, die Qleicbungen 2) f&r jeden Punkt der Kurve:

bestehen. Das heifit, die Gleichungen B) vermitteln ein Ent-

sprechen der beiden Ebenen derart, daß in jedem Punkte der

Kurve } X — A'x if> = 0 entsprechende Fortschreitungsrichtungen

kongruente Büschel l)ilden.

Noch allgemeiner kann man endlich setzen:

X, = X H- /-(x y) Ih { Ix - X, v'*r*

wo ntk, rik > 2; Ä: = 1,2. . . num hat dann ein System

on p Kurven der angegebenen Eigenschaft.

Wählt man insbesondere für die v'* ebenso viele ver-

schiedene Konstanten, so ist die Winkeldifferenz zwischen den

Fortschreitungsrichtungen Ifings der Kurven Cui

und ihrer entsprecheuden j* w*Hig konstant.

Diese Kurven und ihre entsprechenden 6* haben be-

merkenswerte Eigenschaften.

Es seien p' zwei konsekutive Punkte von Ck, P, F* die

entsprechenden Punkte von CV; ferner q* ein zu p* benach-

barter Punkt auf der Tangente j)j>', so dal.i
/'

J'' q' in gerader

Linie liegen. Dann müssen sieh auch die Punkte 1\ V\ Q' in

gerader Linie betinden. Also:

Jeder Kurve, die im Punkte p die Tangente von Ck

znr Wendetangente hat, entspricht eine Kurve, die
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80 Sitzung der nmth.-pbjs. Klatue vom 2. März 1907.

im l'uiikte F die Taugente von 6» zur Wendetan-

geute hat.

Möge andererseits eine Kurve e die Kurve Ck im Punkte p
bertthren, d. h. p und p* mit ihr gemein haben, und sei eio

benachbarter Punkt von c. Dann entspricht der Knrre e eine

Kurve C der zweiten Ebene, welche mit Ck die Punkte P, P*

gemein hat, wahrend die Richtung Q* mit PJP* denselben

Winkel bildet wie p' (j' mit pj^'- Oder:

Jeder Kurve, welche r'jt in einem Punkte berührt,

entspricht eine Kurve, die Ck in P so berührt, dalA

c und in den Punkten jp, P gleiche Kontingenz-

Winkel haben. ^)

^) Der A\KH(lruok .Kurven von gleichem Kontingenzwinkel in ent-

sprechenden Punkten* ist nicht so zu verstehen, als ob damit der einen

Kurve in Bezug auf die andere eine eharakteriftische Kijrensclialt an

und fVir si<}i zutr^sohrieben werden solle. In dor Tut lirandit man nur

zwei lielitliij^c Kurven, eventuell d;ulur<'h. dali man ilie eine um einen

«jL't'iLTneten Winkel in ihrer ^'l»ene dreht, so aufoiimnder zu beziehen,

daü sie in korrespondierenden pLinkten jiurallele Tangenten haben. Dies

ist ,im allgemeinen" iiumer möglich, falls nicht die eine Kurve eine

gerade Linie ist. Genauer erkennt man diee durch folgende Betrachtung.

Zur Beatimmong aller Kurven 9, die mit einer gegebenen x, y in

Punkten desselben Parameters t gleicheKontingenswinkel haben, setieman:

wo c eine willkiirlirhe K'üi-t inte. /
'

1 ' ) die Ableitung einer willkürlichen

Funktion von .r l.edeutt i. Fiir c = ti? n kojumt. wenn man f{x) durch

vo6af (x) ersetzt und die Jnte^rrationskonstanten fortlülit:

oder:

d. h.:

V ^ J/' i-^) iäy-\-cdx)-\- const

^ r=:jf' {x) {dx ^cdy)-\- const,
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Vom: Konfonne Tnuufonnatioii und KiüimnBmy. 81

Insbesondere entspricht der Kurve Ck die Ck so, daß beide

in korrefipondierendeii Punkten gleiche Kontingenzwinkel haben.

Jedem geradlinigen Bestandteil von Ck entspricht wieder ein

geradliniger Bestandteil von 6».

§2.

Koulorme Transformation der Ebene.

In aUgemeinerer Weise ergeben sich die vorigen Betrach-

tungen durch die folgende analytische üntersucbung. Sind

wieder X, Y reelle eindeutige Funktionen von x,y^ deren

Funktiouuldetermiiiunte J nicht verschwindet, so ist:

während:

Führt uiaii in der f , 17 Ebene ein um den Winkel a gedrehtes

Koordinatensystem f ',
ein, so ist:

siso:

dy dri*

Hin! auf diesen Fall des Purallelinmua liiüt sich daher die Hetrarlituiif,'

ziiiiickluhrcti. ist nun ff
— «/' (.r) und »/' — ''*(>'), so handelt es sich um

die Bestimmung von f{j:) aus den Gleichungen 1). Dies gibt:

oder:
ip' {^) ^ r {/ ix)).

Ist anii ^ die reäpioke Fanktion von F*, also ^(Fiu)) « so

viid:

womit f{x} 80 bestimmt ist, daA 9' = F{^) witd, nnd sogleich wird:

oder:

y SS 9 (x) -f- oonst»

tiei. Bttsssgrtb «. tuXk.'^ya. KL 6
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82 SUnuig der iiiAili.-ph78. Klaaee vom 2. UAt% 1907.

ist. Auf dieselbe Weise folgt:

! dXdY I , ;
rf«d|f

2) '

,

wo U eine Differentialform dritten Grades:

a{dxy'\-b{dxydy -j- cdx{dyf d{dyY

und:

6 — 2 (-X« I'jtf— Ym Xpg) Xj^ Ygg — Yff Xgf

d —- Xy -^yy— 1 ^

gesetzt ist. Führt mnn nun in 2) die Krümmungshalbmesser

der entsprechenden Kurven:

1 dxd^y— dyd^x

7 d^

1 _ dXi!*Y- ilY^d^^

R ~ dS^

ein, so folgt:

3) -ß-=-^--+t^.

Bei jeder Abbildung ist also die durch ilx"^ dividierte

Diüerenz der beiden die Krümmungsradien entlialtenden Glieder

nur von der Richtung y' abhängig, daher ftir alle entspre-

chenden Kurren mit derselben Tangente dieselbe. 0 Und es

gibt stets mindestens eine reelle Tangentenrichtung, für die

f * s 0 ist, so daß sich die Gleichung 3) auf:

dS" ^ds^

I) Vgl. die Anmerkung «1^4 pag. 92.
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A. Y<m: Konfoim Tiansfonaatioa und Kraminiuig.

reduziert. Eb ist Ton IntereiM, die Korveii zu bestimmen,

fOr die bei gegebener Abbildung CT» 0 wird. Dabei

werden sieb sebr mannigfaltige VerhSltnisse ergeben; ich be»

sebranke mich daher auf den Fall, wo die Gleichungen 2) des

§ 1 oder;

zunächst für die Stelle £, erfüllt sind. Dann wird:

fidls:

gesetzt wird. Der Differentialausdruck U nimmt die Form:

U^ds'iAdx + Bdy)

an, wenn die beiden Gleichungen

:

X0 Ymm— YgX^g— 2 (Xy JlTya— YjfX^g)— {X^ Ygif— Ym Xgg)= 0

^Jf Yww— YyX^if— 2(2^7]ry ~ Yl»Xir|,)— (XyT]t«— Tj,X[»«)«0

bestehen. Führt man in dieselben die Gleichungen 4) ein, so

erhält man:

wo:
P « Ym» 4" 2 Xy, 1

= X^j, -|" 2 Ysm — Xxa

gesetzt ist. Da nun A nicht Null ist, mOssen also P und Q
beMe Null sein, d. h. es müssen die beiden Gleichungen:

an der betreffenden Stelle erfDllt sein. Damit aber verwandelt

sicli die Gleichung 3) in:

6»

5)

^(r. + x,)
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84 Sitsung der iiifttti.-phyt. Klaate Tom 2. M&n 1907.

6) 'S
= T +

T '

wo:

ist. Unter den VoraoaBetKungen 4), 5) g^bt es also für ehie

solche Stelle nur eine einzige reelle durch:

Adx-i- Bdy^O

bestimmte Fortschreituiij^sriclitung derart, daß zwischen den

Kontingenzwinkeln kor respo ndierender Jiur?eü, deren

Tangente in diese Richtung fallt:

r B

die Beziehung stattfindet:

dE^dB.

Bei der konformen Abbildung sind die Gleichungen 4)

und mit ihnen die 5) identisch für alle Punkte des Gebietes

erfüllt. Zugleich wird aber jetzt:

wie sich unmittelbar aus 6) ergibt. Die Gieichuug ü) geht

damit über in:

oder:

Diese Gleichungen bestätigen den Satz, daß die Kontingenz-

winkel der Kurven e:
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A. Voss: Konforme Transtbrmaüun uu«J Krümmung. 85

und ihrer ODisprechenden C f&r enteprecbende Stellen gleich

sind, allgemeiner, dafi fClr jede diese Kurven berührende Kurve

und ihre entsprechende im BerOhrungspunkte:

1 1

ist. Die Kurven c gehen ersichtlich durch alle Punkte, wo:

ist, falls die konforme Transformation durch:

z=m
ausgedrückt ist, d. h. durch diejenigen Punkte der ersten Ebene,

denen die WinduDg82)unkte der zweiten bei der Abbildung

entsprechen.

Integriert man die Gleichung 7*), so folgt:

Beaseichnet man also den Winkel zwischen den Tangenten

im Anfangs- und Endpunkte eines stetig gekrümmten Bogen-

stückes mit [pp'\ um\ analog mit [PP'] für den vermöge

der konformen Abbildung eutsprecbenden Bogen Pi^, so ist:

arctgl^'

Dabei ist vorausgesetzt, daß das Bogenstück durch keinen

Punkt geführt ist, fttr den f ijs) =b 0 ist Die Werte der Arous-

tangenten sind dabei der stetigen Fortsetzung dieser Funktionen

geuiälj zu wählen.

Betrachtet mau nun die Funktion:

log {f*e) = log — > X,)

«ilogT-iarctg Q/j
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86 Sitenng der math.-phys. Klasse yom 2. M&n 1907

80 sind die Kurven T= const^ die orthogonalen Trajek-

torien der Kurven:

Bringt man die iJitl'erentiaHorm:

Ädx + Bdy

in die Gestalt:

so folgt aus 6):

Ä^iir"'2c; |(di) + (ay) }

'

wo:

ist, und dies ist die Beziehung, welche zwischen den Krüm-

roungshalbmessern der Eniren T ^ und ihren entsprechen-

den (allgemeiner für jede diese Kurven berührende Kurve und

ihre entsprechende im Berührungspunkte) stattfindet.

Zu einer anderen Eigenschaft des Orthogonulsyütenib der

Kurven r und T fiihrt die fol^piidr lietraelitung.

Es sei irgend ein Polygon gegeben, dessen Seiten sich

nicht untereinander durchschneiden und von stetig gekrümmten

Kurven gebildet sind, welches also einen einfach zusammen-

hangenden Teil der Ebene begrenzt. Befindet sich im Innern

desselben kein Punkt, wo f*{js) « 0 ist (Stellen, wo /' (ir)» oo,

sind schon durch die früheren Voraussetzungen ausgeschlossen),

so wird diesem Polygon vermöge der konformen Abbildung

ein zweites v(M1 deni^elheii ('h;irakter entsprechen. Zui^leich

\&i aber das Uber die Begrenzung des ersten erstreckte lutegral:

Je/ log / '(^^J = Ü

oder:

Jldlogr-ijc^arctgf}^^') =0.
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A. Voss: Konforme Tnmalbrmation und Krümmung.

Da nun der erste Teil gleich Null ist, so liefert der «weite,

falls die Ecken des ersten Polygons mit 2^^. . . ^^'S

zweiteu mit P,, P,, . . ., P„ bezeichnet werden:

[P,PJ + [P,PJ + .
. . [P«PJ

ialls die einzelnen Winkelgröiäen mit ihren Vorzeichen be-

rücksichtigt werden. Dieser Satz kann Qbrigens auch aus dem

allgemeinen Gaufi-Bonnetschen Satze aber die Gurratura

integra geschlossen werden (vgl. § 4), wie denn beide Sätze,

der eben genannte und das Cauehysdie Theorem zur gemein-

samen (Quelle die Green sehe Betrachtung haben. — Eine be-

sonders einfache Form erhält derselbe durch Anwendung auf

ein Viereck, von dem zwei gegenüberliegende Seiten P^Pr P%Pa

durch Kurven c gebildet werden, es folgt dauu [PtPsJ -L'^iPtJ

8 3.

Die KurTensysteme e « const bei konformer Trans*

formation der Ebene.

Nach § 2 bat bei der konformen Abbildung der Ebene

das Kurvensystem ^— cX, = 0 ') die Eigenschaft, daü zwischen

dem Krümmungsradius r einer Kurve der ersten Ebene, welche

eine Kunre des Systems berührt, und der entsprechenden Kurve

vom ErOmmungsradius R die Beziehung:

Vt 1

R

für den Berülirungspunkt besteht. Die linke Seite der Gleichung:

genügt selbst der partiellen Differentialgleichung == 0. Man

kann nun umgekehrt niich denjenigen konformen Al)l»ildungen

fragen, bei denen das System dieser Kurven ein ge-

gebenes ist.

Sie sind auch weitu'Uin sAn Kurven c bezeichnet.
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88 Sitaimg der iiuitb.-phys. Klane Tom 2. Min 1907.

Es sei also yf(xy) neonat ein System toü Knnren dieser

Art, dann mUssen die Gleichungen:

bestehen, wo q> eine Funktion Ton ^ allein ist, und X eine

unbekannte Funktion von x^y sein wird. Man erhfilt ans 1)

vermöge der Integrabilitfttsbedingung fttr X und der Bedingung

JjX = 0 die Gleichungen:

Xgip \- X(p' V'* + = 0,

wo 7>' SS gesetzt ist. Setzt man:

A«-logi,")

SO ist:

und die Integrabilitätsbedingung für 3) wird nun:

4) (v- -
f !^^!) ivl + rj) + f' (v„ + '!„) = 0.

Du, 7 nur von abhängig ist, nmü die Gleichung:

bestehen, wobei f (tp) die Ableitung einer willkürlichen Funktion /*

von V' bedeutet. Gleichung 5) ist zunSchst erfüllt, wenn v— 0

ist. Alsdann ergibt sich aus 4):

y —
i -jT^»'

M Untor lop; wird i\vr n.itiirli<'lu* L<><,'iirlthmu« verstanden, da die

Schreibart / leicht zu Miüverständuistieu führt.
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A. Tom: Konfonn« Tnuitfmniiaüoii iiiul KrOmmiuig. 89

oder:

WO Ci und reelle willkürliche Konstanten und, und

weiter:

A s= c~ " cos (c, -f c^,

wenn w = c^^{\psdy— »/^^ (ixj gesetzt ist. Hieraus ergibt sich

uacli 1) X und schließlich:

als die rerbmgte Abbildungsfunktion. Da nun \p der reelle

Teil einer willkürlichen Funktion der komplexen Yariabeln ex

ist, so erhält man w^c^fp^ oder:

6) Z^-^%^'^S^*tfi»)dg,

wo die Konstante vor dem Integral auch wegge]as.%n werden

kann, weil sie nur eine Drehung des Koordinatensystems be-

deutet.

Aber auch die Gleichung 5) Ifißt sich ToUständig lOsen.

Seist man:

80 geht 5) Uber in:

Ein erstes Integral ist:

Jog'^=/(v)+ logF',

WO V eine willkürliche Funktion Ton 97, V* ihre Ableitung be-

deutet. Setzt mau noch /'(y.') = log so erhält man:
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90 Siteung der matb.-pbjs. Kbute vom 3. Min 1907.

oder:

wo ß eine willkürliche Funktion ihres Argumentes bedeutet;

^
entsteht, müssen (I und V

r
\
f/' i

komplex konju^ncrtt' Funktionen der Argumente x-\-yi^x—yi

bedeuten. In dur Tat wird dann auch:

so (lalj die reclite Seite eine Funktion von y allein wird.

Hieraus ergibt sich, was ülnigens zu erwarten war, daü für

die Kurven = eonst jede reelle Funktion des reellen Teils

einer Funktion der komplexen Yariabeln js gleich einer Kon-

stanten zu setzen ist.

Einige einfache Beispide mögen dies veranschaulichen.

Sollen die Kurven e ein System von Parallelen bilden, so

ist tp =s ax ßy zu setzen. Dies ist der reelle Teil der

Funktion:

denmacb ist:

die gesuchte Abbildungsfunktion.

Das System gleichseitiger Hyperbeln:

y = X- — -1- 2 cxy -j-2ax 2py ^ coust

ist das einzige System von eigentlichen Kegelschnitten, welches

der Gleichung >;>
= 0 genügt; dem entspricht die Funktion:

und hieraus folgt;
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A. Von: Konforme TnuMformation und Krammaiig. 91

Um auch ein Beispiel f&r den Fall der Gleichting 5) an-

zuiülireUf betze mau:

und wähle:

Dann wird:

Afp 1 -J- V*

oder:

Bestimmt man jetzt aus 3) den Wert von A, so erhält

man als Abbildungsfunktion:

Ist insbesondere /"C^)
= ~ -^"1 so wird liir 2 — q (cos 7^ -f * si u 7O

:

V^
= — tg(» - 1)9?;

die Knrren v'asconst bilden hier ein BOscbel von durch den

Nullpunkt der Koordinaten gehenden Geraden, denen nach § 1

ein .solo In s Hü.scliel in der zweiten Ebene entspricht.

Setzt man dagegen:

wobei X wieder in der eben angegebenen Weise su fi£) gehört,

80 ist:

und man erhfilt:

Setzt man z. B. f{ß) = jer", so werden die Kurven v const

konzentrische Kreise, denen dann in der zweiten Ebene log-

arithmische »Spiralen entsprechen.
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92 Sitsimg der ]iiath.-pbjs. KlaiM om 2. Mftra 1907.

§4.

Kooiorme Trausloriuatiou eioer Fläche iu eine andere.

Sind zwei Fl&chen irgendwie durch gleiche Werte der

unabhängigen Parameter u,v aufeinander abgebildet, und die

Quadrate ihrer Längeneleniente:

d^^ Cidu'* -\- 2fidudv d
v'

;

setzt man femer:

so ist bekanntlich:

Hjdudf^-^dvdu^) P
ds*

'

ds^'
^

wo P eine Differentialform dritten Grades in du, dv, die geo-

dätische Krümmung irgend einer auf der ersten Fläche ge-

zogenen Kurve. Hieraus folgt:

n d^ d^^_P R

<1. Ii. die Differenz linker Hand ist nur von den orston DilVeren-

tialen abhängig. ^) Nimmt man nun an, dali die Flächen kon-

form aufeinander abgebildet sind, und ist etwa:

1) P hat den Wert:

1 edu-^fdv 2advß+ ia'dudv+ 2a**dv*

wo:

zu setzen ist.

^) Diese Hemerkung, die für alle in dieser Arboit »'iithiiltonen He-

trachtungen wesentlich ist, htMiut/t, wif i<'h seht', auch s( hon Herr

Mehrakf*. allerdings in ganz anderei- Richtung, in seiner Note ,t)ber

die geodätisiche Krümmung der auf einer Flüche gesiogeuen Kurven und
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A. Vom: Konfonne TraiuformatioD und Krflmmnqg. 93

diit^Xe{du* + df^,

so ergibt sich aus 2):

^ y 1 e \du, Xu(du^— dv^)i'2X^dudv

oder

:

y I
1 (/«dt; — Xfdu)

3) V"! 2rKA äs

y, rfs, — y =
2^

(A« t/i; — d m).

Für die Kunrenachar c, welche der Difi'erentialgleichang

:

Xndv — Xfdu= 0

genügt, und die ihr entsprechende «, gelten gans Ähnliche

Eigenschaften wie in § 1. Diese Kuryen haben in entspre-

chenden Punkten gleiche geodätische Kontingenzwinkel, und

jede Kurve der ersten Flüche, weicht' eine c Ijerührt, geht in

eine die Kurve c, der zweiten Fläclie dergestalt berührende

über» daiä für den Berührungspunkt die geodätischen Kontin-

genzwinkel erhalten bleiben, u. s. w.

Die Kurven e lassen sich im allgemeinen nicht durch

Quadratur bestimmen;*) dagegen sind ihre orthogonalen Tra-

ihre Änderung bei beliebi^^er Transformation* (auch Herühningstrana-

formation). Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 87, p. 188, 1698.

Man verj^leicho auch die anderweitigen Arbeiten dieses Autors:

,Cber zwei die Krümmung von Kurven und das Gaufasehe Krüm-

mungsmafi von Flächen betretiende c hanikteriHtisehe Eigenschaften der

linearen Punkttran.sformation*, ebenda. Hd. Mj. p. 20G, 181)1;

»Untersuchungen über die auf die iviummung von Kurven und

Flachen bezüglichen Eigenschaften der Berührungstransformationen*,

ebenda, Bd. 88, p. 7, 181*3, sowie mdne Arbeit .Zur Theorie der Krflm-

mong der Flftehen*. Math. Annalen, Bd. 89, p. 179, 1891.

^) Einfache auf guadraturen führende Fftlle sind s. B.:

U— V
X — UV, X = tr-f r, x =

jj_^y
«• w*.

wo 6', V Funktionen von u, v allein sind.
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jektorien unmittelbar gegeben durch ?. = const, und in ent-

sprechenden Punkten dieser Trajektorien auf den beiden Flächen

findet für sie berührende ents{)rechende Kurven zwischen den

geodätischen Krammungen die Beziehung:

statt

Der Ausdruck:

Xudv— ^ du

X

wird ein vollständiges Diüerential, wenn:

4) 1,logi-0

ist, wo J| der zweite Differentialpanmeter:

au«

ist Tritt an Stelle des speziellen LangenelemeiitaB 2):

^ edu* -\- 2fäudv -t gdv*,

80 eriri* bt sich fQr die Differenz der geodätischen Kontingenz-

winkei:

de^yds, de^^y^da^,

und hier ist, wie ül)rigens aus 4) schon zu ersehen, die rechte

Seite ein Toliständiges Differential, wenn:

B) log Ä » 0

ist, wobei jetzt den zweiten Beltramischen Differential-

parameter in Bezug auf das allgetneine L&ngenelemeDt be-

deutet. Aus der bekannten Formel für das Krfimmungs-

mafi k:
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2 fr*= (e(2 f.- e.) - fe.) - {eg„ - /V.)

erhält man, wenn man c, f, (j, (lurch Ar, A/, Ar/ ersetzt, die Be-

ziehung zwischtiu dea Krümmuugämaüen k und k^i

7) lh^ — km^ — \A^\ogL

Der Ausdruck d£|

—

de ist daher nur dann ein voll-

stindiges Diflbrential, wenn zwischen den Krttminungsniaßen

in korrespondierenden Punkten die Gleichung:

8) ifc= o')

besieht.

Genilj^also der Modul / der Bedinf^ung f)). so ist für je zwei

entsprechende Kurvenstücke mit den Bogeneiementeu da^ ds^i

de, — dB^dO
9) \k^d6^^\kd8

wo dcü, do)^ korrespondierende Fiächenelemente sind; d.h. ent-

sprechende Flftchenstücke haben gleiche OurTatnra

integra. Diese letzteren Sätze bilden eine wesentliche Er-

weiterung der entsprechenden ffir die Ebene, welch letztere

aus denselben für = k^ = 0, d. h. wo beide Flächen develop-

jialjel sind, hervorgehen. Niemals hussen sich dagegen z. B.

zwei Flächen konstanter Krümmung derart aufeinander be-

ziehen, dai^ de^ — de ein totales DiHerential wird, den einzigen

*) /. und h'x niü^-^en dali-T .«tots von frleichcn Speichen s<Mn.

Bring^t man Fnmit'l 5) für eine geschlossono Kurve der ersten Flüche

zur Anwendung, die »'in ^Klenientarfliichen^tück" tif'grcn/.t und entspricht

ihr wieder eine ßoloht- Kurve der zweiten P'liiehe, so ergibt sich durch

Anwendung des Green sehen Satzes für die Summe aller Kontiugenz-

Winkel:

dieser Ssts aber geht aas dem G&nfi-Bonnetschen Sutse hervor, sowie

niMi die Form^ 7) benutzt.

Digitized by Google
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Fall ausgenommen, wo a selbst eine Konstante ist, womit die

Beziehung auf die Ähnlichkeit resp. Kongruenz hinauskommt.

Um ein Beispiel fttr den unter 8), 9) betrachteten Fall

zn geben, eetse man:

wo f die komplex konjugierte Funktion zu q> ist^ und nehme

an, daß diese Formeln sich eindeutig so umkehren lassen, daß:

wird. Das Quadrat des Lftugenelementes:

geht jetzt durch die Transformation 10) über in:

dsi^e («,») (du' -I- dt;") tp' ^'

und die beiden Flüchen mit den Quadraten der Längeueleniente:

d^^v'v'eidu^-^dv')

sti'hen jetzt in konformer Beziehung, so daß X =sif' <fi' ist.

Dabei ergibt sich:

2 (»OK 9''!') = arctg
(JJj

also:

de, e ». (2 arctg
(J^'^,

wie nach § (2) zu erwarten war.
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Zur Aaffindung der Kurren e im allgemeinen Falle, zu

dem wir znrüekkehien, genügt es übrigens, einen integrierenden

Faktor /i des Differentialausdruckes auf der rechten Seite Ton 5)

zu bestimmen. Dieser muß den Oleiehungen:

'^Y du ' dv J 9v

^\ dv ' du J du

genügen. Dies gibt die Gleichung:

12) HJ(U^X, log A*) + log A= 0,

^vo A der Beltra mische Zwischenparameier ist. Aus den

Gleichungen 11) folgt aber auch:

^aiogi,_ aiogA,

^^
alogA ^ dv du

du fl

__ jy
aiogA _ ^ du ' dv

dv fl

oder, wenn man -= /<, setzt:

//(J log/i,. logA,) + J,logil, = 0.

Dies ist die Bedingiuif^ ftir den intei^rierenden f^iktor //,,

der tUr die konforme Beziehung der beiden Flächen mit den

Quadraten des Lftngenelementes:

d^'^edu^ + 2fdudv-\-gdv'

zu suchen ist, und dieser Faktor ist ohne weiteres bekannt,

sobald man /i aus der Gleichung 12) gefunden hat.

KL 7
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85-

Konforme RanmtransformaUoD einer Kurye.

Es seien:

X^*«9Prf(a:,a^«,); 1,2,3

drei eindeutiVe reelle etc. . . . Funktionen, welche in einem ge-

wissen Gebiete x eine eindeutige Umkehrung zulassen; ihre

daselbst nicht verschwindende Funktionaldeterminante sei A,

Jede Kurve des Gebietes x wird dann in eine Kurve des Ge-

bietes X transformiert werden. Kun ist:

dXi^^ipi,kdXk

f/2 Xi = (fi, kl d Xk d Xi ,

wo die Differentiale nach irgend einer unabhängigen Yariabeln

genommen sind. Dabei ist (pi.k— J *

- • - 90 daß die hinter

dem Komma stehenden Indices DifVerentiatioiien nach den be-

treffenden Variabein bedeuten; die Summation bezieht sich auf

diese letzteren ludices. Setzt man noch:

ot'^lLi<Pi,kidxkdxif

fahrt man zugleich ftlr die Determinante:

allgemein die abkürzende Beziehung:

{ABC)
ein, so wird:

1) A{dxi^xa)^{dXä^XA)--idXaA).

Dabei sind die a, a, oder a, beliebige ürüüen (Funk-

tionen der Xi) und:

A{ » £aft9^<,ft.
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Setzt man noch:

Oi = k cos a,

K cos A4

4- {.dx^d^x^'-dx^d^x^Yll

and bezeichnet man das Bogenelement einer Kum im ^rOebieie

mit ds, ihren KrOmmungshalbmesaer mit r, so ist:

fÖhrt man ferner die analogen Bezeichnungen nnt groüen

Buchstaben für das Gel)iet der X ein; bezeichnet man endlich

mit /> den ^^'ink©l zwischen der Binomiale der ersten Kurve

und der Richtung cosa,, cos a^, cosog und gibt dem Winkel B
die analoge Bedeutung für die entsprechende Kunre, so hat

man nach 1):

2) tJ-^cos»> = ii:~^ cos0-i/,

wo U der Düferentialausdruck dritten Grades:

ü'^idXaA)

ist. Für je zwei korrespondierende Kurven ist daher die

Differenz der beiden r und R enthaltenden Glieder nur
sbhSngig von den ersten Differentialen, d. h. der Tan-

gentenrichtung der gewählten Kurve. Die elementaren

Komplexkegel (7 0 sind Kegel dritten Grades, und jede

Komplexkurve im Sinne von Lie, welche zu diesen Kegeln

gehört, liat die Eigenschaft, daü für sie und ihre entsprechende

die iielatioQ besteht:

kä— cos 9 = A cos fe^.

r R

Besondere Vereinfachungen treten auch hier ein, wenn

man eine konforme Transformation des Baumes be-

trachtet, d. h.:

7*
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3^,

setzt. In (liosciii Falle erhält man die Gleichung 2) am ein-

i'acbstea durch Differentiatioa der Xdeutität:

nämlich aus:

Es ergibt sich so leicht:

3) (- dz dßxa) :^Q*(dXd*XÄ) + 2 (dxxa).

Setzt man:

so wird:

o

1^ = K}\ k^K,

und aus 8) folgt nnnmehr:

dS 2 Tds— — cos V
r

wo mit T die Determinante:

dj\ (Ix^ (Ix^
I

•C| x^ x^

«I ö»

= (ßxxa)

bezeichnet ist. Je nach Wahl der willkürlichen Grötien a,-

erhiilt man so verschiedene Folgerungen aus der allgemeinen

Gleichung 5).

Da nach 4):

cos Oi—- cos jii Xi^— = 2^2:, Cosa,,
« o
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so liegen die beiden Kichtungen cos a,, cos (t = 1 , 2, 3),

gegen weiche die Winkel der Binormalen entsprechender K urven

za nehmen sind, in einer Ebene mit dem iiadins vecior

und letzterer halbiert den Winkel zwischen oosoi und
— cos^.

W^ählt man nun insbesondere = x,, so wird cos a< •
— cos Ai{i = 1, 2, 3), und es folgt, da jetzt jT= U,

cos Vaö—

Bezeichnet man daher die Richtung der Binormalen ent-

sprechender Kurven mit b resp. B, so ist für zwei solche

Kurven immer:

cos (q, B)
^cos(e,6) = ^ •

Setzt man dagegen:

«8 = 9 i Vi — fl^tVn

wo (pi, v'i irgendwelche Funktionen tod » sind, so ist:

wie man leicbt durch Multiplikation von T mit der Deter-

minante (7 v ß) erhält. Nimmt man nun 7, ~ Xi (i = 1, 2, 8),

so wird wegen üa»a?,— 0 jetzt cos a, = cos A,. Ist endlich 1/'

eine homogene Funktion von der Ordnung Null, deren partielle

Differentialquotienten die V'itV'tfV's so wird:

zu)^l«'ich steht die Hichtunj; cos a, senkrecht uut" dem Hadius

Tector ^ und der Normalen der KcgeiHäclie = const. Kiuer
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jeden Kurve entspricht vermöge der konformen Abbilduni;

eine zweite derart, dali zwischen den Kosinus, welche

die Binormalen mit der zum Radius vector senkrecht

stellenden Tangente^ derjenigen Kegelfläche, aut der

die Kurve liegt, die Beziehung:

— ~cos(<,0)= cos{t,B)

besteht; dabei ist natürlich:

Ähnliche Sätze kann man auf' dieselbe Weise erhalten.

Dabei handelt es sich um die Frage, wann T bis auf

einen Faktor ein vollständiges Differential wird.

Setzt man:

T^^QidXi^{dxx«p),
wobei die tpi beliebige Funktionen von x^,x^x^ smd, so muls

bekanntlich:

identisch verschwinden. Eine einfache Umformung liefert dafür

die Gleichung:

^"^dx, dXi BXi t

Vi

= 0,

welche identisch bestehen mufi. Diese Bedingung ist ersichtlich

erfüllt, wenn die drei Funktionen (p homogenen Funktionen

gleicher Ordnung von j?, proportional sind.

Allgemein aber gilt folgender Satz:

Der Ausdruck T kann dann und nur dann auf die

Form /«d F gebracht werden, wenn:
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ist, wo A, B willkürliche Funktionen der x sind, und

die Qi willkürliche Funktionen von der Ordnung Null

bedeuten. Dies VS&i sich auf folgendem Wege zeigen.

Jene Identität verlangt, daü die '6 Funktionen der Be-

dingung:

1,2,3

genflgen, wo A, /i iigendwelche Funktionen der x sind. Diese

(»artielle Differentialgleichung oder vielmehr die folgende:

wobei S {x^^ x^j x^f 9>t) = 0 gesetzt ist, liefert das simultane

System:

dx^ l d x^: d x^: d^k = -/i^i : X^IX^' ^Xk -j- /*

Ton dem zwei Integrale:

8) 5 = «.. l'c,

bekannt sind. Man ündet für A; = 1

:

dXj^ a?s
- ' ' '^a?,'

wo 1, fi aus i, fi dadurch hervorgehen, daß man vermöge 8)

jB, und durch die Konstanten c^, und ersetzt. Integriert

man die letzte Gleichung durch eine Quadratur, so folgt:

mitbin ist das Integral von 7) für = 1

:

Digitized by Google



104 äitzuiig der raaÜi.-phys. Klasse vom 2. März 1907.

WO eine willkürliche Funktion ihrer Argumente, und die

Konstanten uiul m ß und Ä wieder vermöge 8) zu eot-

i'erueu siud. Ebenso wird:

80 daß allgemein:

9) q>i^XiA^ + Qi

gesetzt werden kann. Der Differentialausdruck T kann daher

nur dann durch Multiplikation mit einem integrierendeo Faktor

die Gestalt eines totalen Differentials annehmen, wenn er, ab-

gesehen Ton einem willkürlichen Faktor, in die Form:

10) (dxxQ)

gebracht werden kann. Data dies auch hinreichend ist, ^eht

aus der obigen Betrachtang herror, ^) läßt sich aber auch direkt

zeigen. Setzt man nämlich:

^1 »^ f

so entsteht aus 10), abgesehen Ton einem Faktor:

dri 0

f ^ 1

und diese Dift'erentialfonii lüLit sich , da sie nur von zwei

Variabein abhänirt, immer mittels eines integrierenden Faktors

als vollständiges Diü'erential ansehen.

>} Man orkennt unmittelbar, daß durch 9) die Integrabilitfttsbe-

dingang für T erfüllt ist.
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Aus den Gleichungen:

i . dU

s

welche jetzt bestehen müssen, folgt übrigens durch Summation:

80 dafi das Int^ral Ton TasQ die Form i^aconst erhält,

wo Q eine homogene Funktion der Ordnung Null ist, welche

eine EegelflSche bedeutet. Auch der spezielle Ansatz 6) ist

hierin enthalten. Setzt man nftmlich in 9):

wobei tp, O,, ^9, homogene Funktionen der Ordnung Null

sind, so ist nach 9):

und zu|^eich kann man wieder drei Funktionen /*„ will-

kürlich 80 annehmen, daß:

ist; man hat nur die willkürliche Funktion der Gleichung:

I

f^ f. f.

6,

d v' a a V'

gemifi zu wfthlen.
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Zieht man noch dritte Differentiale hei der Trans-

formation in Betracht, su ergeben sich im allgemeinen keine

einfachen Beziehungen mehr. Bei der allgemeinen linearen

Transformation ist natürlich:

eine Invariante, und dies gilt für jede beliebige Zahl von

Varial)eln. Dies iäUt sich z.B. für ^ Variubulu auf foigendeui

Wege zeigen.

Setzt man:

X,-^«".?^^+* i- 1,2,3;

und hieraus folgt unmittelbar, indem man die rechts stehenden

Differentiale der Xt auf die linke Seite setzt:

(rfX X d* X) = {äx d'x d'x) ^,

WO A die Determinante der Koeffizienten der vier linearen

Formen:

S a.it A 4- ^^»1 «« 1, 2, 3» 4

ist. Hieraus folgt, daß bei jeder })rojektiTen Transforma-

tion einer Kurve die invariante Beziehung:
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dS^ ^ (Is^ i

besieht, wo dS, ds die Bogeneleroente, R,r die Krümmungs-

halbmesser, T, r die Toraionsradien bedeuten.

8 6-

Konforme Baumtransformation einer Flfiche.

Irh füge endlich die Formeln für di«' Triinsfornuition

einer Fläche vermöge der konformen liaumtransi'or-

mation:^)

X= =«^!H- +

4

Q

liin/u. Sind die Xi Yon zwei Parametern v abhängig, so

erhält man:

9X( d X, 1 2xi dg

du dU Q* du

_ dx, 1

~ dv

0^ ^ at4 av ^ av au

nebst iilinlichen Ausdriiiken ftlr die anderen zweiten parti' llen

Difi'erential(Quotienten. Aus diesen Gleichungen eihält mau

:

2) (X, , X« X.) = ^1 a?»«,)

(Xf, Xu Xf) = J {x,, Xu x„)

Einige der in diesem l'ani<^'!;ii)hen enthalt^'nen Uetnichtiint;«'n

lind vermutlich längst bekannt; ohne dieselben würde über diese Arbeit

keinen Abecfalnß erlialfcen haben.

2e.
,

g [X Xu Xj,)

6.
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ISind PiiJ^i^Pi die llichtungskosimis der Normalen der ersten

Fläche c,f\g^ £^ F, G die Fundamentalgrößen erster und

zweiter Ordnung derselben/) Pj,P„Pg, Cp/i,^',, E^^F^.G^ die

entsprecliendea Gh:öfiea für die transformierte Fläche, so ist:

Q

Zur Abkürzung mag:

gesetzt werden. Nun erhält man:

ixxnx^jl'^ = Q^{ey - r - Ol

wo:

daher wird:

wo /I der erste Differentialparameter iftt; <i ist jedoch mit dem

Vorzeichen von '^PiXi zu nehmen. Man hat nun aus 2):

.
E 2ea

* " Q*

« _ ß _ 2jro

Ich bestimme ferner die Richtungskosinus der Normale

der transformierten Fläche. Für OrGßen Q„ Q„ die nur

Dabei iit:

- - '0-l'=9u»v - dv fu- = - Si» •
•

•
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um einen positiven Faktor von den P,, 1*^ verschieden sind,

erhält man leicht aus 1) die Gleichungen:

und durch deren Auflösung:

hieraus folgt:

mithin:

Hiermit sind die Kosinus der Normale der transformierten

Fl&che in der Fonn:

• du ^ dv

dargestellt, welche eine unmittelbare Beziehung der Lage der-

selben jjegen die Normale der ursprünglichen Flüche liefert.

Für den Winkel co zwischen den beiden Kormalen folgt nach 5):

cos cü = 1 — 2 J (ß);

die Kurven J(p) = const sind daher auf der gegebenen

Fläche dadurch ausgezeichnet, daß der Winkel ent-

sprechender Normalen konstant bleibt.
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Auch folgt aus 5):

oder:

wie man ül)rijL;»*iis aiicli innuitt«'ll»;ii- aus 4) fin«len kann, wenn

man die transtormi^Tt*' Flüche zur ursprünglichen macht; diese

Formel zeigt, daü der Kosinus des Winkels der Flächen-

normalen mit dem Radius yector bei der Transfor-

mation unge&ndert bleibt» wie übrigens zu erwarten war.

£s ergibt i^ich ferner aus 4):

e^du^t^f^dudv^^y^dv^ ^ edu- + 2/(1 udv -\-ydv^

Bezeichnet man nun den Krtimmnnpfshalbmesser eines

Nornjalschnittes lÜr irgend eine auf der ur8|»rün«rlichen Fliu he

gemessene Kiclitung durch r, die entsprechende durch Jl,

so folgt:

R r

Insljesondere wird al)er für irgend zwei von demselhen

Punkte ausgehende Uichtungeu:

Man kann also sagen: Die Differenz der Krümmungen
zweier zu einem Punkt der Fläche gehörigen Normal*

schnitte bleibt bis auf den Faktor — durch die

Transformation un geändert,

Ist osO, so erhält man:

R r
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d.h. die KrUniiiuin j^tn der Normalschnit te bleiben bis

auf den Vektor — »j' ungfändert in allen Punkten,

in denen die Fläche von ihrem zum Zentruni der

loTersion gehörigen Tangentenkegel berührt wird.

Ist dagegen r «00, also die Richtung auf der gegebenen

Flüche die einer Hanptiangente, so wird:

1

E

oder: Bei der konformen Transformation gehören zu

(Itn beiden 11 ;iu j)ttan gent«'ii richtungen <'ines Fliichen-

puuktes Normal schnitte mit gleicher Krümmung — 2o.')

Auch die Formeln:

-.4 + 2

welche sich auf die mittlere Krümmung und das Krümmungs-

mati beziehen, mögen erwähnt werden, deren Verwendung fOr

Minimalfifiehen ersichtlich ist.

Endlich gilt für beliebige Größen et, a, die invariante

Beziehung:

i

ETG' : ! EFG
'

1
^' f 9' o

\

e f g .

a^
,

«1 «s

Bedeuten daher a,, a^, o, homogene Difierentialformen

gleicher Ordnung in du,dvt so hat man den Satz:

Das System der Kurven:

I EFG
^ f 9

i «1 «8 a«

^) Man vgl. die konforme Transformation der Rcgelflftcbeii, insbe-

•ondere die der Flächen zweiten Umdes, u. w.
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ist invariant bei der konformen Transformation. Ein

ganz spezieller iTall davon ist die Invarianz der Krüm-

mungslinien, und zwischen den Radien T, T, der geodä-

tischen Torsion einer Kurre und ihrer Transformierten be-

steht also allgemein die Besiehung:

1\ ^ T'
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