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Uber einige Konvergenz-Kriterien fiir Kettenbriiche
mit komplexen Gliedern.

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelanfen 15, November.)

In einer friiheren Mitteilung!) habe ich fiiv die unhe-
dingte Konvergenz des Kettenbruches

2]
a,
Dl
1
wo die «,, b, beliebige komplexe Zahlen (natiirlich mit Ein-
schluly der reellen) bedeuten, u. a. die folgenden hinreichen-
den Bedingungen angegehen:?)

a 1 e | (3,2

1
. 2 I L 5
(‘l) /’1 1}2 < 9 ] I < ) fiir » > 1:

b2, b2y g | b2y g1 b2pgr | — 2

und ich habe darauf hingewiesen, dafi eine andere von Herrn
Helge von Noch?® mit Hilfe von unendlichen Kettenhruch-
Determinanten abgeleitete Konvergenz-Bedingung, niimlich die

. . a, . .
absolute Konvergenz der Reihe Z'[f'l{ mit dem Zusatze:
y—1 0y
: 2 | a | 1
]) _‘1'| o <7 %
( ) 2; |Il,,_1b,| 2

') Dieser Berichte Bd. 28 (1898), p. 295 I
2) A, a. 0. p. 323,
8) Comptes rendus, T. 120 (1895), p. 145.
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als ein sehr spezieller Fall der Bedingung (a) erscheint.!) Nun
bin ich necuerdings darauf aufmerksam gemacht worden, dal
Herr Helge von Koch die Bedingung (b) spiiterhin zu der
folgenden erweitert hat:?)

@

(© A
2 [),. = l),. i ’
die dann allerdings nicht mehr ohne weiteres als eine un-
mittelbare Folge aus den Bedingungen (a) angesehen werden
kann. Denn die Bedingung (¢) wiirde immerhin noch gestatten,
dafy entweder:
o |

1
.7; ) = a, WO 2‘<a<1,

172

oder fiir ein einzelnes bestimmtbes #»:

(t2y 41 . I (lay -2

1
- B I —=a', wo <a' <1
,bﬂu b_’n—}-l 0 b'.’;l-f—lb:hl-]—? I ' 2 ’

. . 1l a,
sofern nur die Summe aller @ibrigen Terme o '/ dann
Dy =10,
unterhalb 1 — « bezw. 1 — «’ bleiht. Mit anderen Worten, sie
. . . [«
gestattet einer oder allenfalls zweien der Zahlen z?—-’/
Dy —1 04
elne etwas groiere Freiheit, wogegen danu die Gesamtheit
aller iibrigen in ganz unverhéltnismiBig stirkerer Weise
eingeschriinkt wird, als durch die Ungleichungen (a). Obschon
hiernach das Kriterium (¢) sichtlich einen sehr viel spezielleren
Charakter triigt, als das Kriterium (a) und der soeben niiher
charakterisierte Finzelfall, in welchem das Kriterium (¢) iiber

LA a. O. p. 323, woselbst infolge eines Drackfehlers sich die

w0 @
Angabe Y v statt Y findet. — Ich mochte bei dieser Gelegenheit gleich
1 2

noch einen weiteren, mehrfach wiederkehrenden und sinnentstellenden
Selireib- oder Druckfehler berichtigen. Auf p. 312, Formel (34) und Fali-
note 1, Zeile 4, ferner auf p. 317, Formel (54} und (35} mub es statt
tr by durchweg b — @' heilien.

2} Bullet. Soc. mathe de Franee, T 23 (18951, p. 27.
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das Kriterium (a) hinausgreift, fiir die Praxis wohl kaum
wesentlich in Betracht kommen diirfte, so schien es mir immer-
hin wiinschenswert zu zeigen, dafi das von Herrn Helge von
Koch mit Hilfe funktionentheoretischer Betrachtungen
hergeleitete Kriterium (¢) mit ganz denselben rein-elemen-
taren Hilfsmitteln gewonnen werden kann, welche mir zur
Herleitung des Kriteriums (a) gedient hatten. Dabei wird sich
sogar an Stelle der Bedingung (c) die noch um ein weniges
weitere ergeben (s. unten § 2 am Schlusse):

|
o

Cooa, |
) S <L
Ferner hat Herr €. B. van Vleck?) fiir eine spezielle
Form von Kettenbriichen ein Konvergenz-Kriterium angegeben
und daran die Bewmerkung gekniipft, dal das fiir b, =1
(r==1,2,3,...) aus (a) hervorgehende Kriterium, also die Be-
dingung:

(e) a, < }), Ly, 4 +:a2,.+gi< i fiir v>1,

o

welche (abgesehen von dem besonderen Falle durchweg reeller
positiver a,) bisher wohl als das allgemeinste Kriterium fiir

7}
- > s ¥
die Konvergenz von Kettenbriichen der Form [1] anzusehen
1

gewesen sel, lediglich einen speziellen Fall des von ihm ge-
fundenen Konvergenz-Kriteriums darstelle.  Das ist allerdings
richtig, rithrt aber doch einzig und allein davon her, dak das
Kriteriumn des Herrn van Vleek — wie diesem entgangen zu
sein scheint — ganz unmittelbar aus demselben, in der
zitierten Mitteilung von mir abgeleiteten Haupt-Kriterium?)
ar |
_ET‘
welches praktische, doch immerhin einiges theoretische Interesse
beanspruchen, da gerade fir diesen Fall die von Koehsche Bewels-

o |
1) Die Erweiterung D v | ) =1 diirfte zwar schwerlich irgend-
2 4

methode vollig versagt.
2) Transact. Americ. math. Soc. Vol, 2 (1901), p. 481.
3) A.a. O. p.316.
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folgt, welches eben auch die Grundlage des Kriteriums (e)
bildet. Bei der Herleitung des van Vleckschen Kriteriums
aus dem genannten Haupt-Kriterium gewinnt man {iberdies
fiir dasselbe eine merklich priizisere Fassung als die von Herrn
van Vleck angegebene, welche nach meinem Dafiirhalten leicht
mifiverstanden werden kann, zum mindesten aber heziiglich der
Tragweite einer darin enthaltenen Aussage der geniigenden
Klarheit ermangelt (s. unten § 3).

Aulier der Frledigung der soeben niiher bezeichneten
Punkte enthiilt die vorliegende Note verschiedene Krgiinzungen
und Verallgemeinerungen der in jener fritheren Mitteilung
von wmir abgeleiteten Konvergenzsiitze. Insbesondere wird das
oben erwithnte Haupt-Kriterium noch in gewisser Weise ver-
vollkommunet und eine zwar sehr naheliegende, indessen, wie
mir scheint, bisher wohl nicht hemerkte und an sich nicht
uninteressante Umformung desselben angegeben (§ 1).  Sodann
aber wird daraus cin anderes Kriterium abgeleitet (§ 2), welches
in Bezug auf Allgemeinheit der Form (ich sage nicht
der Tragweite) eine merkliche Analogie mit dem Kummer-
schen Rethen-Kriterium darbietet und welches 1m  iibrigen
auer dem Kriterium (a) (und einer heliebig zu vermehrenden
Anzahl ihnlicher) auch das Kriterium des Herrn Helge von
Koch (in der erweiterten Form (d)) und dasjenige des Herrn
van Vleck als spezielle Iiille enthiilt.

§ 1.
1. Der Inhalt des frither von mir ahgeleiteten IHaupt-
Kriteriums (a. a. O. p. 316, 317) kann folgendermalien ausge-
sprochen werden:

Bedeuten «,, b, (v=1,2, 3, ...) belichige (reelle oder Lo
plexe) Zahlen, so bildel die Dezcichnung
) (b, — e, >1 (v=1,2,3....)

cine hinreichende Dedingung fiir dic unbedingte Koneeryenz des
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w,}” ,
Iettenbiruches l'b J . Sein absoluter Wert liegt stets zwischen 0
|
wnd 1, aufer wenn die folgenden drei Bedingungen gleichzcitiy
erfiillt sind:
) Iis ist fiir o

=1,2,3,... dwchweyg |b,| — a, = 1.

Uy 41

b) s ist fir v=1,2,3,... dwchweg - - <0 (also
b, - b, 41
reell und negativ).
o N
¢) Die Reile 2 |a,a, ... «, divergicrt,
1
In diesem Fualle hat wen:
S @] ay b 1 i {
2 | = 2.1 - also: |- | = 1.
@ R e 13,
1 1

Der auf den Wert des fraglichen Kettenbruches beziig-
liche zweite Teil des vorstehenden Satzes gestattet zuniichst,
die Bedingung (1), soweit sie sich auf den Index » = 1 bezieht,
merklich zu erweitern. Ist nimlich die Bedingung (1) nur

ar]’
b, .
unbedingt und zwar, sofern nicht der oben genau bezeichnete
und sogleich auch noch nither zu erorternde Ausnahmetall
eintritt, gegen einen Wert, dessen absoluter Betrag kleiner
als 1 ist. Unterwirft man daher 4, nur der Bedingung:

g b|>1,

fiir » > 2 erfiillt, so konvergiert jedenfalls der Kettenbruch

“
— . «, %,
so ist im allgemeinen Falle &, +- []'-] von Null ver-
B

schieden, also schlieilich auch der Kettenbruch [Z”-] unhe-

dingt konvergent. 'Tritt aber jener Ausnahmefall ein, d. h.
bestehen die oben mit @) und 4} bezeichneten Bedingungen fiir

o)
v > 2 gleichzeitig mit der Divergenz der Reihe 2 a,a, ..., |
2
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(oder, was offenbar auf dasselbe hinausliuft gleichzeitig mit der
a

Divergenz der unter ¢) angegebenen Reihe ol @, ay. .. a, ),
1

so ergibt sich mit Beriicksichtigung von Gl (2):

: a1 a, b,
4 Yl ="2. 72
&) [1),»]2 b, |a,
. Il” ®
Daraus folgt aber, dali der Kettenbruch b auch in

diesem IFalle noch unbedingt konvergiert, sofern nur

[
?)2‘
! ay |

a.
b4 e
1 b2

von Null verschieden ist. Man gewinnt somit die fol-
gende Verbesserung des zuerst ausgesprochenen Konvergenz-

a, ’r
,bl’ e
1

Kritertums:

Fiir die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches

ist hinveichend, duf:

'X)' 1) 1h,1>1
“N e B — e, > 1 i v > 2.
Nur, wenn durchwey:

(A2 by —la,| =1 fir v>2,
auferden:

(A", ) L i > 2,

ba' o b;’+1 ’

(A, ) i, iy tty .y divergent,

9

so hat man die Bedinguny (A, 1) durch die folgende ziu ersetzen:

a, b, |
(A% 1) bt —e |l
) N 2 | %
ay . ) ar’”.
L Fir by = — b wird der Kettenbruch | mtolge der Be-
2 v

1
zichung (1) eigentlich divergent.
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Zusatz. Man bemerke, dal in dem besonders hiiufigen
Falle lauter reeller positiver b, die auf den Ausnahme-
fall heziiglichen Bedingungen (A',3), (A’ 1) sich auf die
folgenden beiden reduzieren:

@y
a, |

() 1 <0 fir v>2, b+ —

und dal; die zweite dieser Bedingungen einfach lautet
(5%) b1,
wenn auch noch «, <0 ist.

o B

2. Transformiert man den Kettenbruch If) I mit Hilte der

v

beliebig, nur von Null verschieden zu wiihlenden Konstanten
Cos Cps €y - - - 110 elnen dquivalenten, so wird:

. a1 ey e a]”
¢ — )
(©) lb,,] A [ ¢ b, ] 1 ’

also, wenn man fiir v =20,1,2,...

1

Ay 41

b, 1_( . [b,, Sy g1

1

[

setzt:

Wird jetzt auf den so transformierten Kettenbruch der
ruletzt bewiesene Satz angewendet, so nehmen die Konvergenz-
Bedingungen (A) die Form an:

2 > 1, also:
a

2

by | > agl

by | 1 7
M| | ty g1 > 1, also: (| — @ [>1 (> 2)

withrend die Ersatzbedingung (A, 1) nunmehr lautet:
b by |
1 2 also -
- = 5o also: b, &

2 y by *
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und der sie erfordernde Ausnahmefall eintritt, wenn:

16, — gy | =1, —F <0 >2)
/}r : bl’+]

@

und Y [ ay @y . ..o, |71 divergiert. Es besteht somit neben dem

9

zuvor ausgesprochenen Konvergenz-Satze auch der folgende:

- am
S . . = o ; (,
Liir die unbedingte Konvergenz des  Kettenhruehes lle

¥
1
ist hinreichend, daf:

(B) [ (D) o [0, 1> a,
1@ |0, ] g1 | > 1 fiir » 2> 2.
Nuv, wenn durchavey:
(B, 2) [hy | —la, 4 =1 fiir v>2,
auferdem:
< 1
s 0 fiir »r>2
(B, 9) Bl < O fiir 2 ]
(B, 4) 21 | a,ay. ..o, =1 divergent,
2

5o hat man die Bedingung (B, 1) dureh die folyende 2w ersetzen:

B 1) b+

L Man bemerke, daf3 hei jeder Transformation cines Kettenbruches

a |*® A
Y1 in einen figuivalenten || stets:
b by
1
.
a1 el
by 7); +1 by b1
wegen:

'
(ty 41 = C» Cr4-1"dr4-1
by == ¢y - by

Dyel = Code1 * Dy,
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\'A
§ 2.

1. Schreibt man die Transformations-Formel (6) folgender-
malien:

- oy _ 1 -—-l (l ((
() () ¢ /, . b,
2
und setzt sodann fir »=1,2,3,...
»
ot
so wird: ]
&) [Z] — lp, y /;1. Pr—1Py i b, 2, _ll;,] ‘
ol i Py 1

Versteht man jetzt unter p,, p,, p,, ... irgend eine Folge
positiver Zahlen, so lehren die Bedingungen (A) des vorigen
Paragraphen, dafi der fragliche Kettenbruch unbedingt kon-
vergiert, wenn
() P, >1
und fiir » > 2:

; [, | a, <= 1
(10) st ) ) TR i > 1, d. h. B I;,- ]’ _1]',
Der ;Ausnahmetall®, welcher hier eintritt, wenn durchweg
”r . _Z))' T ] N

11 (= : c > 9
& he_1be | po_ipy e '

) a,

12 >
(12) b /;, <O fiir v >3,

und die Reihe mit dem allgemeinen Gliede

| | : )i a, | ' a,
Pulo | g Pale g | Prma e T

also die Reihe

@

(13) Loy D@D 1)
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divergiert, wiirde zur Konvergenz des fraglichen Kettenbruches
an Selle der Bedingung (9) zuniichst die folgende erfordern
(s. die zweite der Ungleichungen (5)):

oy by
BFE= 1 |

Da aber die rechte Seite dieser Ungleichung eine Zahl
mit dem absoluten Betrage 1 ist und andrerseits p, von vorn-
herein eine positive Zahl hedeutet, so kommt die vorstehende
Bedingung iiberhaupt nur dann in Betracht, wenn sie die

D
Form hat:
(14) pl
und dies ist dann und nur dann der Fall, wenn:
. ty
(]O) /;1 /)2 <0,

mit anderen Worten, wenn die Bedingung (12) auch schon
fir v ==2 erfiillt ist. In der Tat konvergiert alsdann, wie
aus dem zu Anfang von § 1 zitierten Hauptsatze hervorgeht
(. GL (2)). der Kettenbruch

[]),,_1 Po iyt by hy]r

Dy 5
gegen den Wert — 1 (und zwar, anf Grand einer hekannten

Eigenschatt der Niiherungsbriiche von Kettenbriichen mit lauter
negativen Teilziihlern und positiven Teilnennern,’) numerisch
wachsend), so dal: also im Falle p, =1 der vorgelegte Ketten-
bruch eigentlich divergiert (noch genauer gesagt nach

a L
+ », wenn 7’- > 0 1st).
)1
Dureh Zusammentassung der vorstehenden Ergebnisse ge-

winnt man somit den folgenden Satu:

Y Stern. Journ. f. Math. 10 (1833), p. 367. Vgl z B. Stolz-
Gmeiner, Finleitung in die Funktionentheorie (1905), p. 496, 523,
Enzyklopiidie der Math. Wissensch. [, p. 125.
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o,

Der Kettenbruch [/)

n
] ist unbedingt Lonvergent, wenn

irgend eine Folge positiver Zallen p, (v = 1,2, 3, ... und zwar
p, > 1) cxistiert, derart dap: '
| y | Z)l’ - 1 o
C e << E fiir » > 2.}
( ) | bx'—l b)l DPr—1Pv )
In dem ecinzigen Iualle, daf folyende wvicr Dedingungen
gleichzeitiy bestelen :

(1) 1)1:1’
@ =] ]

©) ) L PP

[l,. -1 ll,.

(4) 21'(1)2—1)(1)3——1)...(19,__ D=+ o,

fiir »> 2,

divergiert der Kettenbruch wnd zwar cigentlich.

2. Durch passende Spezialisierung der Zahlen p, lassen
sich aus dem obigen allgemeinen Kriterium mannigfache Spezial-
Kriterien herleiten.

I. Setzt man:

p=1p=2ftrr=12273..,

so nimmt die fiir » = 2 aus (€) hervorgehende Anfangs-
Bedingung die IForm uan:

1) Die Form der Bedingung (C) lehrt, dafz die im iibrigen vollig
willkiirlichen positiven Zahlen py fiir » > 2 co ipso der Bedingung
e > U geniigen miissen, Ubrigens kann man diese einzige Beschriinkuny
aneh formal heseitiven, wenn man 14 gy statt pe schreibt, alsos

: a _'< . P ..
be—1br (1 pre1) (14 i)
Die in der Einleitung hervorgetretene formale Ahnlichkeit mit dem

Kummerschen Reihen-Kriterium liegt in der Willkiirliehkeit der
.
pr bezw, .




370 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 4. November 1903.

a, | 1
(1) [, 27) |< 2!

3 | <

withrend 1m tibrigen durch Trennung der fiir ungerade und
filr gerade Indices geltenden Bedingungen resultiert:

| Qw1 | _Prr—1— 1
R T P L
| b2y~ 2 bay -1 | ™ 2p2n—

U S S
[ bay 1 by | 2 prv—1

(16) (»>2).

[ oy

Die noch vollig willkiirlich (nur grofer als 1) anzunehmen-
den Zahlen p,, 1 lassen sich durch Addition dieser beiden Un-
gleichungen ohne weiteres eliminieren. Auf diese Weise er-
gibt sich:

(t9y_1 [ as, 1
O [t ourt ey S
also in Verbindung mit der Anfangs-Bedingung (I#) wiederum
das in der Einleitung mit (a) bezeichnete Kriterium (mit dem
einzigen Unterschiede, dafi in der Anfangs-Bedingung nunmehr
auch noch das Gleichheitszeichen zugelassen wird).

Um das allgemeine Glied der filr den ,Ausnahmetfall”
in Betracht kommenden Reihe (C') 4) zu bestimmen, findet man,
wenn in den beiden Relationen (16) das Gleichheitszeichen

gilt, durch Division der betreffenden Gleichungen:

Cttsy 1 gy

Par— 1=

(»>2),

2, Dau_g |
so dalz also die fragliche Reithe (nach Weglassung des einflufi-

1 " .
losen Faktors IZ )} die Form annimmt:
)

1

- < g s e v vy M2y
(1 I) Xa' ._3—" N i !
o [(!_L'CLG...(Q,-

Es verdient vielleicht bemerkt zu werden, dafi die Diver-
genz dieser Reihe, welche ja, falls die iibrigen Spezial-
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Bedingungen erfiillt sind, die Divergenz des Kettenbruches

l;’—] nach sich zieht, anf Grund eines bekannten Satzes!) ge-

- )J',
rade eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des
a,

Kettenbruches [l—] bildet. In der Tat komms ja die (eigent-
Oy i

liche) Divergenz des Gesamt-Kettenhruches nur dadurch zu-

stande, dafi der mit S;f beginnende Kettenbruch gegen den

2
Wert — o, konvergiert, so dafy also die Reihe (17) in dem

vorliegenden Falle wirklich stets divergent ist.

1L, Setzt man wiederum
py=1, im iibrigen aber p,=1+4-p,d.h. konstant fir»r=2,3,...,

so nehmen die Bedingungen (C) die Form an:

Uy <17

|5, 0, =T+ p

a, |

| a R
o /;,.|<(1+p)" fir » > 3.

Da der letzte Ausdruck fiir p =1 ein Maximum wird,
so erweist sich offenbar die Wahl p =1 als die vorteil-
hafteste. ks ergeben sich alsdann die Konvergenz-Bedingungen:

la, | 1V a, | 1
(1D —— 1<, —-l—;<— fiir » > 3,

by by 270 hoq b | 4
welche im iibrigen lediglich einen speziellen Fall der Bedin-
gungen (1#), (I*) darstellen und somit nichts Neues bieten.

Da die Reihe (€', 4) wegen p, — 1 =1 (fiir » > 2), diver-

a,
/),,._10,.
stens einer der unter (II) angegebenen Bedingungen das Un-

gent ist, so mufs im Falle <0 (fir »> 2) in minde-

1} Stolz, Vorlesungen iiber Allg. Avithmetik, Bd. 2 (1886), p. 279.
— Stolz-Gmeiner, a.a. 0. p. 511, — Enzyklopidie der Math, Wissen-
schatt 1, p. 128
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gleichheitszeichen gelten, wenn der Kettenbruch noch kon-
vergieren soll.

: , 4 | @
[II. Kine etwas hohere obere Schranke fiir die I)—Ay‘[ |
| Op—10;

, 1 A
(r>3), als die soeben gefundene (d. h. ), ergibt sich, wenn
‘ 4

man setzt:
2y 41

= r=1,2,3,...)
D s O 1,2,3,...)

Die Konvergenz-Bedingungen (C) lauten alsdann:

2
i o (r > 2).

(L) sy rom

)

Da p, =, also > 1, so ist Divergenz hier ausgeschlossen,
selbst wenn alle iibrigen Bedingungen des ,Ausnahmefalles®
ertitllt sein sollten. Daraus ergibt sich inshesondere, daf der
: 2
. &y
Kettenbruch |

2]
, lJ , wo die &, reelle oder komplexe Zahlen
v +

mit dem absoluten Betrage 1 hedeuten, stets (also selbst in dem
ungiinstigsten Falle: «, = — 1 fiir jedes » > 2) konvergiert
(was aus den bisher bekannten Kriterien nicht ohne weiteres
hervorgehen wiirde).

- . . p,—1 .
IV. Der in () auftretende Ausdruek ‘; = liefert fiiv
_)l' - ]1 »
: a |, . . . ;
die 7 p (r > 2). wie auch die p, gewiihlt werden migen,
| Yy—1 M i

eine obere Schranke, die kleiner als 1 ausfiillt: in den bisher

| B :
4 (s. IT) oder wenig

daritber (s. III), bezw.. was 1m wesentlichen auf dasselbe

betrachteten Fiillen betrug sie sogar nur
D Lo}

. {3 . . . . a,
hinansliuft, fitr die Summe je zweler konsekutiver —-—"
2 : l),, 1 l),,
P

(s. . Andererseits ist aber klar. daf;
) ll,, l]’r

heliebig der Kin-
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heit geuniihert werden kann, wenn man nur p, hinlinglich
gro3, dagegen p, ., nur wenig grofer als I annimmt. Auf
Grund dieser Uberlegung ergibt sich ein von den bisherigen
[Sriterien wesentlich verschiedener Kriterien-Typus, bei welchem
| oa, |
by 1 b,

geradem Index ») eine obere Schranke zugewiesen wird, die

| 4 . . .
einer Kategorie von Termen ' (z. B. denjenigen mit
i

mit unhegrenzt wachsendem Index gegen die Einheit konver-
giert, wogegen dann die obere Schranke der anderen Kategorie
schliefilich der Null zustrebt. Man setze z. B.

1
1)21'—’:1+q11711'=q1' ("=1727 ')’7”-)1

qar
wo ¢, (r==1,2,3,...) eine Folge oberhalb der Einheit liegen-
der, mit v irgendwie ins Uneadliche wachsender Zahlen he-
deutet.  Alsdann ergeben sich aus (C) durch Trennung der
fiir gerade und ungerade Indices v geltenden [nuluchmmen
die folgenden Nonvergenz-Bedingungen:

2y G — I | U2yt 1

1V i
(V) by y by, g+ 17 baybayg ‘<(1, (fr-1 + 1)

(r>1).

. 1 . . )
Wegen p,=1+4- > 1 ist auch hier das Kintreten des
1
»Ausnahmefalles® von vornherein ausgeschlossen.

Iis mige jetzt unter p. (r=1,2,3,...) eine Folge
mit » monoton ins Unendliche wachsender Aahlen verstanden
und speziell p, = 1 gesetzt werden.  Unterwirlt man hierauf die

a,

/},v 1 [),, !

- der Bedingung:
o, Dy — Pr -1 .
(V) M g L ¢ (r>2),
| //1'—1 »l/)' Pr -1 P
so geniigen sie a fortiori der Konvergenz-Bedingung (C) und
zwar hat man sogar, da p, 1> 1 fiir » > 3:

a o _pr—1

' : - P >0
t 0,10, < DPr—1 Py 0 3)

1905. Sitzungsb. d. math.-phys. KI. 28

<
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(mit Ausschlus der Gleichheit). Somit zieht die Existenz der
Bedingung (V) ohne jede Einschriinkung die Konvergenz des

= ®»

s ay . . = Pr—1

Kettenbruches l’—] nach sich. Nun ist aber 22— "= das
b, 1 Pr—1 Py

allgemeine Glied einer aus positiven Termen bestehenden kon-

vergenten Reihe von der Beschaffenheit, dal3:

S _1 E‘(*l-——l)—L d. h. =1
% b —1 Pr %J’ 2. i 1)1 : o

Und umgekehrt Liit sich das allgemeine Glied ¢, jeder

«w
positivgliedrigen konvergenten Reihe mit der Summe 3 ¢, = 1

in die obige Form .setzen.!) Die Bedingung (V) besagt also

. T o . , .
lediglich, daf I-]—' i hochstens gleich sein soll dem
hy—1 Uy |

Gliede ¢, einer konvergenten Reihe, fiir welche Y5 ¢, =1 ist,
2

d. h. schliefilich, . 0 selbst konvergiert
)—l

[ . . .
und xa- 1) <1 ist. Somit ergibt sich:
9 l —1

1) Vgl. Math. Ann. 85 (1890) p. 327. — Will man auf diesen all-
cemeinen Satz nicht rekurrieren, so hat man nur zu setzen:

= 1
L
o _[)n—-l
also:
& 1
Z" ¢y = — =1, pn > pu—1 und lim pn = + @w.
2 Ja! H=m

so folgt, wie behauptet:

1 ])n — Pn—1
Pn—1 )lu Pu—1pn ’

Cn =
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Der Kettenbruch [u_,] ist unbedingt konvergent, wenn die

by
1
Beihe 3 [)) » /), absolut konvergiert und
> | a,, B
2" | b1 b, =1
cusfallt.

Das ist aber das Helge von Kochsche Kriterium mit
der in der Einleitung angekiindigten Krweiterung.?)

§ 3.
Der in der Kinleitung erwiihnte Konvergenz-Satz des

Herrn C. B. van Vleck lautet (in wortlicher Ubersetzung)
folgendermafien:

»Bedeutet r, eine positive Zahl, so bildet die Konvergenz
der Reihe

Ty + 5 Fo oy
(1_"72)(] _)3) (1_72)(1 i 1)(1 '_'4)

elne notwen dige Bedingung dafiir, daB3 der Kettenbruch

(18) 1+T’

g, )()1);: 7’%) .‘gf74i'

| < oot (1 - l

|
fitr alle Werte der Argumente 9, konvergiert. Diese Bedin-
gung ist auch hinreichend, falls +», < 1 fiir alle Werte
von ».“

Wie schon friiher hemerkt wurde, scheint mir die Fassung
des obigen Kriteriums nicht recht gliicklich und zwar aus
folgendem Grunde. Is werde angenommen, dafi durchweg
7, <1. Alsdann ist nach dem Wortlaute des Kriteriums die
Konvergenz der Reihe (19) hinreichend, aber auch not-
wendig, wenn der Kettenbruch (18) fiir alle Werte der

1) Beaiiglich der Herleitung des van Vleckschen Kriteriums aus
dem Kriterium von Nr. 1 s. Nr. 2 des folgenden Paragraphen.
o (=]
25*
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Argumente @, konvergieren soll.  Danach mufi doch jeder
Unbefangene vermuten, dafy eine irgendwie nennenswerte
Anzahl von Wertkombinationen der ¢, (v = 2, 3, . ..) existiert,
tir welche die Konvergenz der Reihe (19) zur Konvergenz
des Kettenbruches (18) wirklich notwendig ist. Nun gibt
es aber in Wahrheit einen einzigen Fall, in welchem die
Konvergenz jener Reihe fiir diejenige des Kettenbruches in
Frage kommt: niimlich, wenn durchweg ¢”7/= —1, also
D, =a(=2,3,...) ist. In allen iibrigen erdenklichen
Fillen konvergiert der Kettenbruch, sofern nur », <1
(r=2,3,...), mag im iibrigen die Reihe (18) konvergieren
oder divergieren.') Die in dem obigen Kriterium bhetonte
Notwendigkeit jener Bedingung kommt also lediglich da-
durch zustande, dafi ein ganz markanter Ausnahmefall, der
einzig und allein die Erfillung jener Bedingung erheischt,
mit allen {iberhaupt vorhandenen iibrigen Fillen zu einer
Gesamthelt vereinigt und sodann {iber diese Gesamtheit
ohne jede weitere Erklirung eine Aussage gemacht wird, deren
Richtigkeit ausschliefilich auf der Iixistenz jenes Aus-
nahmefalles beruht und die sofort hinfillig wird, wenn
man den letzteren aus der Gesamtmenge der Fiille entfernt.

1) Geniigen die r» nicht der Bedingung, duli durchweg (oder zumn
mindesten von einer hestimmten Stelle ab) rv <1, so lassen sich allge-
meine Aussagen iber eine etwaige Konvergenz des Kettenbruches
iiherhaupt nicht machen. Die in Frage stehende Notwendigkeit jener
Konvergenz-Bedingung hat dann wiederum nur den Sinn, dafi in dem
speziellen Falle ¢?vi= —1 (r =2,3,...) der Kettenbruch (19) sicher
divergiert, wenn die Reihe (158) divergiert.

Das letztere findet z B. immenr statt, wenn durchweg (oder zum
mindesten von einer bestimmten Stelle ab) rv > 1. st dann edri= —1
(v=2,8,...), so werden offenbar alle Teilbriiche von einer bestimmten
Stelle ub wesentlich positiv. Der mit dem unmittelbar vorangehen-
den Gliede beginnende Rest-Kettenbruch kann dann mit Hilfe der fiir
Kettenbriiche mit positiven Gliedern geltenden Kriterien beurteilt und
eventuell als konvergent erkannt worden, obschon der Gesamt-Ketten-
bruch nach o divergiert. {(Genauer ausgedriickt: sein absoluter Wert
divergiert nach 4 @, wihrend er selbst zwischen F @ und — @
oszilliert).
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Fine derartige Darstellungsweise scheint mir aber ein Mifi-
verstiindnis in Bezug auf die Tragweite der betreffenden Aus-
sage nicht nur nicht auszuschliefien, sondern geradezu heraus-
zufordern.

2. s soll nun zuniichst gezeigt werden, wie der ohige
Konvergenz-Satz in merklich priiziserer Fassung sich ohne
weiteres aus dem Hauptsatze des § 1 ergibt.

Setzt man zur Abkiirzung
ehi=r¢, (r=2/3,...),

so nimmt der fragliche Kettenbruch (19) mit Beniitzung der
sonst von mir gebrauchten Schreibweise!) die Form an:

-1
ll ey ¥y &ty (1 —__’"_':‘)J
| T 1 .

Bedeuten dann wiederum ¢, ¢, ... irgendwelche Kon-
stanten, so wird zuniichst:

[l Ty Enly (1—),_.)]

£50yts ExCanCull (1T’f?':‘)]x
1" 1

) 1
l A Cr =
und wenn jetzt

(r=2/3,..))

gesetzt wird:

1 827_.24 E,..T,.(l_i',..ﬁ-’l_ 1 f‘f27'2:(1; _7.2} 51'7.1':(1__):1'):In
101 1 Tl (=) " 1:(1—7)

IEF )

Bezeichnet man den letzten Kettenbruch zur Abkiirzung

a1
mit ; , so hat man
),

1) Nitz.-Ber. Bd. 28 (1898), . 296, Formel (6).
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und fiir » > 2:

: 1—r
l S|y | == !
b, | a, | FETL
d. h.
: [=—;—] wenn 7, < 1,
b, —
] = — 1, wenn »,> 1.
Ist also durchweg 7, <1, so geniigt der mit lZ' be-

)
zeichnete Kettenhruch den Bedingungen (A, 1), (A*, 2) des § 1
und ist somit konvergent mit Ausnahme elnes einzigen
Ialles (s. die Bedingungen (A‘, 3), (A, 4) bezw. den Zusatz
1, Nr. 1), in welchem

g »
a,” .
zu § b,‘] = 1 wird und daher der
A

fragliche Kettenbruch eigentlich divergiert: wenn nimlich

&= —1 (fir r=2,3,.--9)
und die Reihe
& » P 7 7.,
> >\ 2 3 ’
DI O B 3 e
S ol IEE i 11—
divergiert.

Somit ergibt sich fiir den zu Anfang dieses Paragraphen
zitierten Satz nunmehr die tfolgende PFassung:

Der Kettenbruch

T g (I —n)] | an @ —mn)
|1+| '+1Q31 +|v_1 —+"'y

WO &y, £q, &, ... belichige kompleze Zahlen wit dem absoluten Be-
trage 1, dugegen vy, vy, vy, . . . positive Zahlen < 1 bhedeuten, ist
unbedingt konvergiert, aufer wenn

6=—1 (fiir v=2,3,...)
und die Rethe

R PR N SR S
T e e T

Py
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divergent ist.  In dicsem Ialle konvergiert der mit dem zweiten
Gliede beginnende Kettenbruch nach — 1, so daf also der Ge-
sumt-Iettenbruch eigentlich divergiert.

Im iibrigen ist dieser Satz lediglich ein spezieller Fall
des im vorigen Paragraphen am Schlusse von Nr. 1 ausge-
sprochenen allgemeineren Konvergenz-Theorems. Iafit man
dort die Bedingungen (C') ins Auge und setzt durchweg b, =1

(»>1), so folgt, dafy der Kettenbruch [ar'ZJ unhedingt kon-

1
vergiert, sofern die «, den folgenden Beziehungen geniigen:

p, — 1 "
a4, =¢ Py - und fir »>38: a,=¢,- -

¥

Lo Pr—1Pv
auller wenn durchweg .
g=—1 fir »>2

und die Reihe
Sr(p,— D@ —D...(pp— 1)

divergent ist, in welchem Falle der hetreffende Kettenhruch
eigentlich divergiert. Macht man jetzt die Substitution:

1
1 —_— ———— 14 2
P >,

so dafi also 0 <, <1 wegen p,>1 und:

— " =1
Zist= 1—r" po_1py

s= (1 —r )
R p,—1
(speziell: Ls o =),
P,
so nimmt dieses Resultat, wenn man noch dem willkiirlich
gebliehenen Anfangszithler @, den Wert 1 beilegt, genau die
Form des oben ausgesprochenen Satzes an.

3. Ieh mochte bei dieser Gelegenheit noch bemerken, dafy
auch zwei andere Theoreme, die Herr van Vleck in der er-
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wiihnten Abhandlung mitgeteilt hat,') soweit es sich dabei
um die Konvergenz des in Frage kommenden Kettenbruches
handelt, als ganz unmittelbare Folgerungen eines schon in
meiner fritheren Mitteilung angegebenen,?) in der vorliegenden
in § 2, p. 371 unter (I1) aufgefithrten Kriteriums sich ergeben,
Der wesentliche Inhalt jener beiden Theoreme lifit sich in
folgender Weise zusammenfassen:

Sind a,, ay, . . . belicbige komplexe Zahlen und besitzen die
absoluten Betrige | «a, (v ==2,3,...) die vbere Grenze a und

. , ) 1 a.z)”
den oberen Limes o, so konvergicrt der Kettenlruch [ X '1 J

und zwar gleichmdfig fir'z <op,wo o = 41—; er konverygiert,

1
1’
und  ziwar gleichmipiy fir |z <o — 0 (wo 6> 0 belichiy
Klein) wmit eventucllem  Ausschlusse einer endlichen, jedoch bei in-
begrenzter Verkleinerung von o (also in der Nihe des Kreises
x = 0') miglicherweise unbegvenzt zunclhmenden  Anzoll von
Punlten, welche Pole der duvel den betreffenden Kettenbruch
dargestellten analytischen Tunktion sind.

wenn o <a ist,d) auch noch fir o< & <o, wop =

4

Dabel ergeben sich die auf die Gleichmiifiigkeit der
Konvergenz beziiglichen Behauptungen ohne weiteres aus dem
Umstande, dals der Kettenbruch konvergent bleibt, wenn man

siimtliche Teilziihler a, z durch —1 ersetzt.

4

5 A a. 0. p. 475, Theorem 1; p. 477, Theovem [l
%) A.a. 0. p. 322, Formel (74).
3) Es existieren offenbar nur die beiden Moglichkeiten:

« = und o <a.
Im iibrigen hat man auf Grund der Bedeutung von « und o
ar | <a fir v=2,8 ...
oy <a4de fir r>n
(bet beliehig kleinem e >0 und passend hestimmten #).



