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Note iiber die Konvergenz von Kettenbriichen
mit positiven Gliedern.

Von Oskar Perron.

(Bingelaufen 1. Juli))

Wenn in dem unendlichen Kettenbruch

“,
bl + o _
b2 + ..
die Zahlen «,, b, simtlich reell und positiv sind, so gilt das
fundamentale von Seidel und Stern auf verschiedenen Wegen
bewiesene Konvergenzkriterium:
Der Kettenbruch divergiert dann und nur dann, wenn die
beiden Reihen

Ao~y .. . .. Ay, Doy

x -

p
konvergieren. )

Aus diesem allgemeinen Theorem lassen sich leicht mannig-
fache weitere Siitze herleiten, die wenigstens eine hinreichende
Bedingung fiir die Konvergenz des Kettenbruches liefern.?) Alle
diese Untersuchungen gehiren aber eigentlich der Reihenlehre
an. Im folgenden will ich nun durch hichst einfache Be-
trachtungen unabhiingig von der Reihenlehre eine unendliche

) Vgl. Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. I, pag. 127, 128.
%) Pringsheim, Miinchner Berichte 1899.
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Folge von sukzessive schiirferen Konvergenzkriterien aufstellen,
deren Herleitung aus dem obigen Satz auch nur schwer ge-
Iingen diirfte. Diese versagen zwar in vielen Fiillen, wo die
von Pringsheim 1. ¢. gegebenen Kriterien die Konvergenz er-
kennen lassen, site geben aber auch umgekehrt vielfach eine
Fntscheidung, wenn die Pringsheimschen Sitze im Stich lassen.
Groteres Interesse diirfte das eingeschlagene Verfahren jedoch
aus dem Grund beanspruchen, weil sich mittels desselben, wie
ich demniichst zeigen werde, mutatis mutandis auch die Kon-
vergenz der allgemeineren Jacobischen Kettenbruchalgorithmen
streng beweisen lilit, was bislang nicht gelungen.

§ 1.
. o or oA,
Bezeichnet man den »t" Niherungsbrueh mit ~ ", so be-
® i
;
stehen die Formeln
111 =, 112 == (1 Z)g, jj,, == W, /l,,..-_: —i— ]},, 11,, 1y

(1) _[))] - Z)], ]))_):Z}ll)_)—*'((rg, Jn),,:- (ol /)),,_2 —i— /),, ])', 14

(2) A.B, o —=BoA, = 1)y Yaras. ... «q,,

aus denen man in bekannter Weise schlielit, daly die beiden
Grenzwerte

4‘1‘), 1 A, 2
[} P @ — Ky
(3) 1122 B = I, vlgl; B =
existieren, und die Ungleichungen gelten
A A . AZ
® 2 Ll >]’

Konvergenz oder Divergenz findet dann  statt, jo. nachdem
=l oder K> ist.
Aus den Rekursionsformeln (1) folgt nun ohne weiteres,
wenn zur Abkiirzung
b, D, , (O S
o ~ = 2,, also — , =1

gesetzt wird (4, und 1 — Z, sind notwendig positiv):

~
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Ar—l

(e ) ey g A
, (1 / ) —b) 2 *_- B"—l 1
oder indem man gerade und ungerade Werte von » gesondert
hetrachtet
A), Ao,._g .A),_]
i = — la,) o Ao,
69 Dy, a ; )B21'—2 s Bz,
Az Az Ao,
1 AL S S A ; 125
( ’) .B;g,.+ (] 423 ‘)_I)), 1+;2 +1_b)v
Bedeutet e eine beliebig kleine positive Zahl, so kann
nach (3) und (4) » so grofs gewiihlt werden, daii ;132’ =2 > L —e
Ao, . A, .
wird, aufierdem ist auch - Lok < k. Hienach folgt

B;, 7N E,
aus (5%)

E> (1~ 20,) (b — &) + Aoy K,

und durch eine analoge Uberlegung aus (5P)

K< (1 —_— ).2,,_*_1) (K+ 8) -+ Ao y41 k.

Sowohl fiir gerade wie fiir ungerade » ergibt sich hieraus
itbereinstimmend
Il —k)<e( —1,),
also
o ol 4\ /:"_ pe—
,'121:.0 (K — k) 1—7 = 0.

Wenn demnach der Kettenbruch divergiert, also K —F

von 0 verschie

Ay . .
= = (0 sein, und wir
r=uwm 1 - )
erhalten somit das Kriterium:

Der Kettenbruch konvergiert sicher, wenn

E{ bl‘ 1)1' -1

r=w ar]))r—f_’> -
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Da nach (1) j)’ > b,y sein mufy, so folgt die Kon-

vergenz erst recht, falls

.obb,
lim " >0,
p=w 420

g 2.

Bekanntlich ist es fiir die Konvergenz des Kettenbruches
D

- [)1' br—— 1

schon hinreichend, wenn die Reihe >, divergiert; nach

v

[I ]), _1

Pringsheim 1. ¢. geniigt sogar die Divergenz von Li/

Der eben entwickelte Satz ist hieraus ohune weiteres zu ent-
nehmen und von geringerer Tragweite; er ist aber auch nur
das Anfangsglied der unendlichen Folge, die wir entwickeln
wollen. Um die weiteren zu erhalten, delinen wir das Ver-
fahren in folgender Weise aus:

Vermehrt man in A, £, die Indizes siimtlicher «, & um
eine Zahl x, so soll der entstehende Ausdruck mit A, . bezw.
D, . bezeichnet werden, so daf ;1 der »'* Niherungsbruch

Dy, #
des Kettenbruches
1
g1+ o
bogo =+ -
ist.  Man findet dann leicht, etwa durch vollstindige Induktion
in Bezug auf », die Relationen

) Aige=A, 1 w1 Ao+ By 1 A
1)))'-'—2 - fiz—],v—{-l ]))l' _'i —U/ -1, 741 -B:'+])
und wenn man analog zu (3) die Grenzwerte
) Ay 2y » - - 1"1' #
(7) lim 5 2Fh K, lim ff,“ o= T
Y= J)>¢,+] 2 ry=w J)'_’r,z

einfiihrt, so ist auch
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AI 2 A'i %

.A4. A‘;;,
Q A1, 2 3 x g k;, e 2,
(8) ]))l/>1))3,;{> > K, >k > >

BJ,z ]))2,2
Aus den Gleichungen (6) folgt, wenn abkiirzungsweise

B,y g1 Doy
- . LT — A,,' 2y ?.llSO
B, 1. st

:j_z_ 1, w1 ])),,

=1—1,.
gesetzt wird,

-5[1'-|—z e - fiv . JJ +I
(()) _]));+/ - (1 = Ay, Z) J)’, T ;'l’, # _[’ 0

Zuniichst sei » eine gerade Zahl; indem man demgemili 2 x
an Stelle von # schreibt, folgt aus (9)

. A_Q,._I,_uz fi), *1),
(9%) 132,--1-2; = (1 — 1y, + Aoy 2 21,
A» ) As p; E
gh 22 +~l+~/ — /Lo ,,+‘ );) 9 + .
(9") B, =0 = dypr o)t hvt2n o

Auf diese Gleichungen sind nun dieselben Betrachtungen
anwendbar, wie auf (52) und (5%); doch lehrt die folgende
Uberlegung noch etwas mehr. Lilt man in (9%) » ins Un-
endliche wachsen, so folgt

T < L2y "j;j:) Tifn s ot As,

.1J1,+1 P _l)’-_}.y
A, fln,,+| fi) ge 1
= {7 —F" ) - lim (1 — 2, o, chduall
<»[}'l)' J”:.’r—f-IA z:.’n( ’ )+ —[—))l+l’
und hieraus auch
o Aa,
_])x),
J)'_H —k
])_‘1-{-1
— lim ;_)1, 2 - hln L)A—] 29 J-L]))a -I—I 1 . 1))2)'—}? !

/__.711 - A'lr,ﬁx 7—‘1—41’/—] 2941 -b’l -IEQ”-*‘I ‘Z))g"
Ebenso folgt aus (9")
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A‘)a—}—l e

i S

I(_Alo, 42 ]f0,+0 B) +1
-BZ)—}—“

Wenn der Kettenbruch divergiert, so konvergieren die
linken Seiten mit wachsendem » gegen 0, also konvergiert

auch "~ sowohl fiir gerade als fiir ungerade » gegen 0.

1

K, B,_;
Daraus entspringt der Satz:

Der Kettenbruch konvergiert, wenn die Ungleichung

1 B
,llillj B, _~1>O

statthat. In dieser Form diirfte der Satz kaum auf einen
Kettenbruch anwendbar sein; allein vermdge der Ungleichungen

(8) entspringt daraus die weitere Folgerung:
~Der Kettenbruch konvergiert, wenn fiir irgend

einen Wert von 4
T B /—] v -Br

vl-l_.—nc].) A)) —1,v -By——l- > 0-

D, .
Und wegen -~ >0, a fortiori:
—I))'-—l
Der Kettenbruch konvergiert, wenn fiir irgend
einen Wert von 1

yiry
S riew e
Aus (8) ersieht man weiter: Wenn eine dieser Bedingungen
fiir einen gewissen Wert von 1 erfiillt ist, so ist sie auch fiir
jedes grofere 4 erfiillt, aber nicht umgekehrt. Firi=1, 2,3, ...
erhiilt man also eine unendliche Folge immer schiirferer Kriterien.
Fiir 2 =1 ergibt sich der Satz des vorigen Paragraphen;
fir 2=2 folgt die fiir Konvergenz hinreichende Bedingung
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e b 7), +1 a,._]_o Z),, Z),,+3 )
1 e = ‘ > 0.
1'21;10 ( Uy -1 Wy 41 (a‘l'+3 + br-«)—? br—{-.‘i)

Danach ist z. B. der Kettenbruch, hei dem
(9>1)

A, =1, (ay—y == > !
by =y¢y~", ba_1=yg"",

konvergent, wiihrend die Reihe

b o
¥ - T und auch L]/» o

konvergiert, also eine Entscheidung nicht gestattet.

Kine zweite Folge von unendlich vielen Konvergenz-
kriterien erhiilt man durch eine analoge Behandlung der
Gleichung (9) fiir ungerade Werte von ». Schreibt man dem-
gemiili 2 4+ 1 an Stelle von x, so folgt

fl), A7,+1

A3, 1.9,
(1““) }} + +l == (1 '—)"‘1 "/-*—l) + 1’1,2/+l 1)

2y4-22-4-1 22y |‘1
.[1),+7,+_ 1]0, - A 2
(10Y) SR =(1—2oy4-1,2541) B, gl + Agp, 2etl g +",,
Greht man zur Grenze x = » iiber, so folgt iihnlich wie oben
11_-_).,_._|_|7 K I — 1‘1),_;.0
]))3,.4_1 Bg,. ])),.{- ])) +1
r —/J2,+[ S E e '—]w,_l_o
], _A‘), bg,.+| 41), +1 3 _[)), +o
L — 7u
_Bg,, B’:—{-]

und da bei Divergenz des Kettenbruches die linken Seiten mit
wachsendem » beide gegen 0 konvergieren, so erhiilt man
den Satz:

Der Kettenbruch konvergiert fiir

ka"l))—l

r=wxn Br >O
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Mit Riicksicht auf die Ungleichungen (8) erhiilt man
hieraus das brauchbarere Kriterium:

Der Kettenbruch konvergiert, wenn die Bedingung
o I e}

—I)l—l
2 -

lim =

Y=

22,»

fiir irgend einen Wert von 2 erfillt ist.

Fiir 1 =1,2,3,... ist dies wieder eine unendliche Iolge
sukzessive schiirferer Kriterien. U sie fiir die Anwendung
noch etwas bequemer zu gestalten, beachte man

D, D. b, 7),,1—1—0,
E;r;l—b —l—a,]),» <b +7 1— by

Mit Riicksichit darauf folgt aus obigem:

DerKettenbruch konvergiert, wenn die Bedingung

I l’)u Z)n—x
1ml
,—-f_l)),,C(, TZ) Z)

fiir irgend einen Wert von 2 erfiillt ist.
Beispielsweise ergibt sich fiir 2 =1 die Bedingung

g1 by 1 by pa
1i & :
,211 ((l 42 f— [! 1 /) 2 ) (((, ~+ [} {), [)> v



