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Von der Kurve 6. Ordnung, welche der Ort der
Brennpunkte der Kegelschnitte ist, welche durch
vier Punkte gehen.

Von Gustav Bauer.

(Eingelanfen 4. Mirz.)

Um die Gleichung dieser Kurve zu bilden, verweist man
gewshnlich auf die von Moebius!) aus haryzentrischen Be-
trachtungen abgeleitete Relation

0A-BCD—0B-CDA4 O0C-DADB— 0D-ABC =10

(wo ABC=AADC u.s. w.), welche die Bedingung aus-
spricht, dafl die vier Punkte 4, D, (), D auf einem Kegelschnitt
liegen, von welehem O einer der Brennpunkte ist. Fafit man,
was Moebius nicht erwithnt, die Punkte 4, B, (', D als gegeben
auf und O als veriinderlich, so gibt diese Relation die Gleichung
der Brennpunktkurve eines Biischels von Kegelschnitten mit
den Basispunkten 4, B, €, D.

Ausgehend von einer Bemerkung Sylvesters,?) daf§ die Brenn-
punktkurve sich ergeben miisse, wenn man in der Gleichung

VA VB +rVC +oVD=0,

wo A, 5,0, D die vier Basispunkte als unendlich kleine Kreise
betrachtet darstellen, die 4, 1, v, & so bestimmt, dafl die Gleichung
vom 6. Grade wird, stellte Cayley®) die Gleichung der Kurve
in der Form auf

1) J. Crelle, 1843, Bd. 20, p. 26—-31. Ges. W., Bd. I, p. 581,
%) ,Supplemental Note on the Analogues in Space to the Cartesian
Ovals in plano.® Phil. Mag. Vol. 31. Fourth Series, Mai, 1866, p. 380.
3) ,Onthe locus of the foci of the conics, which pass through four given
points.“ Phil, Mag. Vol. XXXII (1866). Coll. Math. Papers. Vol. VII, p. 1.
1005. Bitzungsb. d. math.-phys. K1. 7
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8 i
Mlbed Vo—ay+y—a)) =0,
bye d,|
wo a,a,, b,b, ... die Koordinaten der Basispunkte des Bii-
schels bezeichnen. Die Gleichung stimmt offenbar mit der aus
der Relation von Moebius ahgeleiteten iiberein. Die Gleichung
ist 8. Grades, reduziert sich aber, indem diec unendlich entfernte
Gerade sich doppelt geziihlt von der Kurve abtrennt, auf den
6. Grad. Ist die Gleichung schon an und fiir sich kompliziert,
so verliert sich noch vollends alle Ubersichtlichkeit bei dem
Versueh, sie durch Entwicklung auf den 6. Grad zu reduzieren.
Die bekannten Singularitiiten der Kurve sind nun aber so
sechr an das Polardreieck des Kegelschnittbiischels gebunden,?)
dafl es mir angezeigt erschien, dieses Dreieck als Fundamental-
dreieck zu withlen und die Gleichung der Kurve i trimetri-
schen Koordinaten auszurechnen. Hiebei ergal sich nun, nach
Entfernung des quadratischen Faktors fiir die Kurve eine Glei-
chung 6. Grades von so iiberraschender Durchsichtigkeit, dal}
sie wohl verdient, bekannt gegeben zu werden.

1. Der Biischel sei bestimmt durch zwei Kegelschnitte
U= a2i+ a,zi+ ayzi; = 0 )

V=udaa?+ aya?+ dyat =0

1y

bezogen auf das gemeinsame Polardreieck A (' des Biischels.
Unter den homogenen Koordinaten x|, z,, z, verstehe ich hier
die senkrechten Entfernungen eines Punktes von den dre
Seiten des Fundamentaldreiecks, welche resp. den drei Eeken
4, B, C gegeniiberliegen und die Zeichen dieser Koordinaten
selen so gewiihlt, daf§ filr einen Punkt im Innern des Dreiecks
die drei Koordinaten positiv sind.

Die Brennpunkte eines Kegelschnitts seien ferner nach
Pliicker definiert als die Durchschnitte der zwei Tangenten-

1) Vel. auch St. Haller, ,Untersuchung der Brennpunktkurve eines
Kegelschnittbiischels ete.” (Diss. d. Techn. Hochsch. 1903), wo ecine grofe
Anzahl solcher Kurven verzeichnet ist.
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paare, welche von den zwei unendlich entfernten imaginiiren
Kreispunkten der Ebene 1, I, an den Kegelschnitt gezogen
werden konnen. Iis sind deren also vier, zwel reelle und zwel
Imaginiire,
Nun sei )

W= A,z + Asxs + A, x; = 0 2)
die Gleichung irgend eines Kegelschnitts des Biisehels, 1 (2),
P (x*) zwer beliebige Punkte der Ebene, so sind die Tan-
gentenpaare, welche von I, resp. I’" an den Kegelschnitt 117

)

gezogen werden kinnen, durch die Gleichungen bestimmt
(Wiai+ Weah -+ Wazs) — WHW' =0
(Whiat + Waas + Waai) — W W= 0,
wo W, W,, W, die halben Abgeleiteten von W nach 2, z,, ,
resp. bezeichnen und WY 117" die Werte von TV bezeichnen,
“ eimsetzt.  Aus-
gerechnet reduzieren sich diese zwei Gleichungen auf folgende:

wenn man darin die Koordinaten 2/, resp.

Al A 2 (.TI 9”} = .’L’;}.’L‘;)‘Z { A; A 3(.'1,‘1 :),"', 2 (1;33;1’)24. A 4‘13 (J;_, Z‘:; — _,,;é)‘z =0
Ay Ay(zy 22 - 2227)+ — — =0

2

Das System dieser zwei Gleichungen liefert die vier Durch-
schnittspunlkte der zwer Tangentenpaare.

2. Wir nehwmen jetzt fiiv die Punkte P P* die unendlich
entfernten Kreispunkte 1, /,. Die Koordinaten derselhen sind,
wie unschwer zu berechnen,

witmyiay = 1:—¢tiCi—c—iB 0
rirasiay=1:—¢ 70 —etib -
wenn man unter A, B, ¢ die Winkel des Fundamentaldreiecks
AL an den gleichnamigen Ecken versteht. Setzt man diese
Werte der 2" und z* in die Gleichungen 3) ein, so gibt die
Addition und die Subtraktion derselben, nach Weghebung eines
Faktors 2, die folgenden zwei Gleichungen:

Ay 4, (a7 cos 20 4 a3 - 2, 2, cos O)
~+ Ay Ay (2 cos 21 + a3 4 2, 2, cos B) 5)
+ Ay Ay (w3 cos 2B + 25 cos 20 — 2, 2, cos (0 — B)) = 0,

7%
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Ay Ay (27 sin 20 + 22, @, sin ()
+ 4, 4;(—2isin 2B — 22, 2, sin BB) 6)
+ A, Ay (—23sin 28 + 23sin 20 — 22, z; sin((/ — B)) =0,

welche, wenn man zur Abkiirzung

Z, + @, cos C = X, z,sin (' = Y, I
g+ z,cos B=X,, — @ sin b =N T
@ycos B —azyc0s C = X, — (z,sin 4 a,sin ) = ¥ l

setzt, tibergehen in

A Ay (X2 — YD+ Ay Ay (X2 — YD+ Ao Ay (XE— TH =0

‘ 8

AdyAy - Xy Yo+ A A4, X, Yo+ 4 4, X Y, =0 )
Aus dem System dieser zwei Gleichungen ergibt sich

A, 4, A, Ay 4, A, = [12] : [31] : [28], 9)

Wwo
[12]=(X;—Y)X Y, - (Xi— DX, 7, l
Bll=X—-MX Y- (X-7)X, ¥, 10)
28] =(X— )XY, —(X2—TDX, Y, l
Aus 9) folgt sodann

A, A,=112]:[31], A,:4,=[12]:[23], 4,:4,=[31]:]23]. 11)

Es sel nun
T’II-:- U + ;s. ]/'1
hiemit Ay =a;+ 2ay, Ade=as+ 2as, Ay=ay-+ % a3, so
werden die Gleichungen 11)
(az + day) [12] — (ay 4+ 2 a3) [31] =0 l
(ay 4- 2 ai) [23] — (ag 4 A ay) [12] = 0 12)
(as -+ Za3) [B1] —(a, + 2 1) [23] = O l
Die Elimination von 4 aus irgend zweier dieser Gleichungen
ergibt die Gleichung des Orts der Brennpunkte des Biischels
(araz - aza)[12][28 ]+ (aaa; — aya3)[23][31 4 (azas - aza3)|31]|12]=0 13)

oder, wenn wir zur Abkilrzung
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asay — azai = (31), @i as — ay a3 = (12), azaz — azay = (23)
setzen, '

12, @, 6y _, N

e : L= 0. 13

[z) T pzs) s :

3. Da die [12], ... vom 4. Grade in den Koordinaten

sind, so ist die Gleichung 13) vom 8. Grad. Aber es ist leicht
zu sehen, daf} die Verbindungslinie der zwei Punkte P/, P*,
von denen die Tangentenpaare an die Kegelschnitte des Bii-
schels ausgehen, immer, doppelt genommen, ein Teil des Orts
der Schnittpunkte der Tangentenpaare ist. Es mul} sich also
im vorliegenden Falle die unendlich entfernte Gerade

D=zsmAd+z,sinB+z,sinC =0 14)
doppelt geziihlt von der Kurve abheben, oder also der Faktor
2% aus der Gleichung 13) abspalten lassen. Diese Abspaltung
lifit sich hier leicht ausfithren; es lassen sich nimlich die
Ausdriicke [12], [23], {31] in je zwei Faktoren zerlegen,
deren emer den Faktor £ enthiilt. So ist

(23] = (N, Ny 4+ ¥, Y (X, X — ¥y X)) | .
[B1] = (X; X, + ¥, Y (¥, X, — 1 X)) 15)
2] =X, X, + ¥, Y) (1, X, — ¥, X)) ]
Die zweiten Faktoren reduzieren sich auf — x, £2, 4 2, £2,
— xy 21 die ersten auf K, — K,, K, wenn man setzt,
Zy 4 + 2, (— x, cos A 4 x, cos B 4 z; cos () = K| I
rywy 4w, (2 cos A —x,cos B4 25 c08 () = K,

16)
£y Xy + x4 (2, cos d 4w, cos B — x, cos (V) = I, ’

Die Gleichung der Brennpunktkurve des Biischels
reduziert sich sodann auf folgende Form:

a2 @) 6D
P LI NS sl |~
oder l 17)

(12) 2,2y K| K, - (28) wy2y K, K, + (31) 2y 2, Iy K, = 0
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eine Gleichung 6. Grades, bemerkenswerth wegen der einfachen
geometrischen Bedeutung der Griofien, die in dieselben eingehen.
Denn die Konstanten (12), (23), (31) sind, wie aus den
Gleichungen 1) hervorgeht, die Quadrate der Koordi-
naten der Durchschnittspunkte der Kegelschnitte U
und V, d. h. also die Quadrate der Koordinaten der
Basispunkte des Biischels. Die Groflen K, K, K aber
stellen die iiber den Seiten des Fundamentaldreiecks
AL C als Durchmesser beschriebenen Kreise dar. Um

sich hievon zu iiberzeugen, bemerke man, dafl die Fullpunkte
D17 F der von den ¥cken A, B, € auf die gegeniiber liegenden
Seiten des Dreiecks A .3 €' gefiillten Senkrechten durch die
Gleichungen bestimmt sind

=0, x,cos N — . cos U =10 )
r, =0, x,cos 4 —a,cosC =0 )

£y =0, wcos A —mzycos =10 I

Es geht also z B. die Kurve K, ==0 durch die KEcke
A(xy =0, z,=0), die Ecke B (r, =0, 2, =0) und durch
die zwei Punkte D, IV; aullerdem zeigt cine kleine Rechnung,
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daf§ sie auch durch die zwei Kreispunkte 'Il, I, 4) geht. Die
Kurve ist also der iiber A I konstruierte Kreis.!)

4. Die Brennpunktkurve hat, wie schon Cayley gefunden,
acht Doppelpunkte.?) Vermoge der einfachen Zusam-
mensetzung der Gleichung 17) lassen sich diese acht
Doppelpunkte sofort aus derselben erkennen. Is sind
die zwei Kreispunkte [,, I,, die drei Kcken des Fundamental-
dreiecks A, B, €, und die drei Fullpunkte der Hohen desselben
D, IZ, I, durch welche je zwei der Kreise K und eine Seite
des Dreiecks 4 B (' gehen. Jeder der Kreise K geht durch
sechs dieser Doppelpunkte und hat mithin keinen weiteren
Punkt mit der Kurve 6. Ordnung gemein.

Man benierke, daf} die Gleichung 17) nicht nur verwendbar
ist, wenn die Basispunkte des Kegelschnittbiischels reell sind,
sondern auch, wenn dieselben siimtlich imaginir sind,
da auch in diesem Ialle das Polardreieck A I3 () des Biischels
ganz reell ist. Die Doppelpunkte der Brennpunktkurve bleiben
mithin auch, auller 1, 1,, siimtlich reell, wenn die zwei Kegel-

D Will man die Gleichung des Kreises direkt berechnen, so kann
man von einer allgemeinen Kreisgleichung in trimetrischen Koordinaten
ausgehien. Um eine solche zu erhalten, bemerke man, daf, wenn S =0
die Gleichung irgend eines Kreises ist, S (a a4 gy y ) Q =0,
wo «a, B, 7 beliebige Konstanten sind, eine solehe allgemeine Form der
Kreisgleichung ist. Fir S kaon man allenfalls den unendlich kleinen
Kreis um A heschrieben nehmen, also S = o -4 2% 4 2 2, 5 cox A setzen.

2) Cayley (a1, a. O.) waren nur die fiinf Doppelpunkte Iy, I,, 4, B, €
bekannt. Um nachzoweisen, daff die Kurve acht Doppelpunkte habe, zeigot
er zuniichst, dafi, wie schon Sylvester a. a. O. p. 384 bemerkt, jede Ge-
rade, welche einen der Krelspunkte Iy, I, mit einem der vier Basis-
punkte des Biischels verbindet, Doppeltangente der Kurve ist, sodann
dafl noch zwel einfache Tangenten von jedem der Punkte Iy, I, an die
Kurve gehen. Ks gehen mithin von Jy 2.4 4 2 = 10 Tangenten an die
Kurve. Daraus folgt die Klassenzahl der Kurve = 14. Dieselbe erfithrt
also, da 14 == 6.5 — 16, eine Depression um 2.8, woraus zu folgern ist,
daBl die Kurve acht Doppelpunkte hat. — Dall die drei Punkte D, E| F
auch Doppelpunkte der Kurve sind, hat K. Bobek auf synthetischem
Wege nachgewiesen. (,Die Brennpunktkurve des Kegelschnittbiischels.®
Monatshefte fiir Mathematik und Physik., Wien, III. Jahrg., 1892, p. 812)
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schnitte 1), welche den Biischel bestimmen, keinen reellen
Punkt gemeinsam haben.

5. Es eriibrigt noch zu zeigen, wie aus der Bremnpunkt-
kurve die Bremnpunkte der einzelnen Kuwrven U+ 1V des
Biischels zu erhalten sind. Diel§ ergibt sich aber sofort aus
den Gleichungen 12), aus welchen durch Elimination von 2
eben die Gleichung der Brennpunktkurve hervorging. Nimmt
man in diesen Gleichungen den Faktor £, der in den [12],
[317, [23] enthalten ist, weg, so gehen dieselben iiber in
folgende

(tr + 2ad)xs Ko — (ag + 2ay) s Ky = 0 l
(1 +da) oy Ky — (a3 + 2 az) xy Ky = 0 18)
(s F2a)y e, Ko — () + 2ay) oy Ky = 0

|

welche Kurven dritter Ordnung darstellen, von denen jede die
vier Brennpunkte (zwei reelle und zwei imaginiire des Kegel-
schnitts U 4 2 V" aus der Kurve 6. Ordnung 17) ausschneidet.
Dic erste dieser Kurve hat A (z, =0, a3 = 0) zum Doppel-
punkt, die zweite B (x, =0, 2z, = 0), die dritte C'(x, =0, z,=0)
zam Doppelpunkt und jede derselben geht auflerdem durch die
Punkte D), &, ' und die zwei Kreispunkte /[, /,.  Von den
3 -6 =18 Schnittpunkten einer solchen Kurve 3. Ordnung mit
der Kurve 6. Ordnung fallen also 4 - 5+ 2 = 14 auf die Dopypel-
punkte der letzteren. Die vier iibrigen mit 1 beweglichen
Schnittpunkte sind eben die Brennpunkte von U+ 417

6. Von speziellen Fillen soll hier nur der eine Fall be-
trachtet werden, wenn die vier Basispunkte des Biischels in
einem Kreise liegen, da derselbe ein besonderes Interesse ge-
withrt.  Es hat niimlich Sylvester gefunden,’) dafl} in diesem

) ,Supplemental Note on the Analogues in Space to the Cartesian
Ovals in plano. Phil. Mag. Vol. 31. Fourth Series, Mai, 1866, p- 380
Sylvester kommt hier auf eine zirkulure Kurve 8. Ordnung, von der er
sagt: ,Sie ist der Ort der Brennpunkte cines Systems von Kegelschnitten,
deren Axen parallel sind und welche also durch vier Punkte, die in
einem Kreise liegen, gehen®. . . _Diese Kurve geht nicht nur durch
den Mittelpunkt des Kreises und die drei Diagonalpunkte, sondern ist
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Falle der Ort der Brennpunkte des Biischels aus zwei Kurven
3. Ordnung besteht. Die fiir den Ort gefundene Gleichung 17)
mufl also in diesem Falle in zwel Gleichungen 3. Ordnung
zerfallen. Und in der Tat ist die Form derselben so charakte-
ristisch fiir die Kurve, daf} sie uns einen geometrischen Lin-
blick gewiihrt, wie dieses Zerfallen vor sich geht.

Nun ist die Gleichung des Kreises, der zu dem Biischel
mit dem Polardreieck 4 I3 C' gehiort, wie sich leicht aus Nr. 3,
Anmerkung, berechnet,

= aisin Acos A+ aisin Beos B+ zisin Ceos (=10 19)

Der Mittelpunkt M dieses Kreises fiillt mit dem Durch-
schnittspunkt der Hohen des Dreiecks A 12 (f zusanmen. Seine
Koordinaten erfiillen also die Gleichungen

x, cos A =uw,cos B = x, cos (.

Der Kreis ist der Orthogonalkreis der Kreise K, K, K,
und kann reell oder imaginiir sein. Sind die Basispunkte des
Biischels und also auch der Kreis reell, so ist das Polardreieck
A L O stampfwinklig, der Punkt 3/ auBlerhalb des Dreiecks.
Jedenfalls hat man, wenn die Basispunkte des Biischels auf dem
Kreise liegen, nach der Bedeutung der Groflen (12), (23), (31)

(12) sin Ccos €' + (23) sin 4 cos A + (31) sin Beos I = 0

Mittelst dieser Gleichung kénnen wir eine der Grillen
(12) . . ., etwa (23), aus der Gleichung 17) eliminieren und
erhalten

auch in jedem dieser Punkte parallel zu der Asymptote, d.h. zu der
Geraden, welche einen der Winkel, in welchem sich die Diagonalen
schneiden, halbiert. Sie ist also identisch zu einer der zwei konjugierten
zirkularen Kurven Salmons (Higher Plane curves, p- 175), von welcher
die vier betreffenden Punkte im-Kreise Bremnpunkte sind. Die zwei
konjugierten zirkularen Kurven 3. Ordnung, von welchen vier Punkte in
einem Kreise die Brennpunkte sind, bilden also zusammen den voll-
stiindigen Ort der Brennpunkte des Systems von Kegelschnitten, welche
durch eben diese vier Punkte gehen.* Wie Salmon gezeigt hat, be-
stehen diese Kurven immer aus einem Oval und einem unpaaren Zug.
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(12) z, K, (», K, sin A cos A — 2, K sin C cos O)

20
+ 31y K (2, I sin A cos A — x, K, sin B cos B) =0 )

Um die Ausdriicke in den Klammern zu vereinfachen, be-
merke man, dall die Reduktion des Kreises K+(az, 4 fa,+yx,) 2
auf die Form /A die Relationen ergiht,!)

I sin O = (x, cos A 4 z,cos IB) 2 — H l
K, sinid = (x,cos B+ z5c0s (') 22— H 21)
K, sin I3 = (w;cos O + 2, cos 4) L2 — I l

Hiemit geht Gleichung 20) iiber in

(12) v, K, (z, cos A — &y cos O)[H — z, cos I - 2]
+ By K (2, cos 4 — z,cos BY[H—wycos C-2]=0

=)<
——

7. Der Ausdruck [ — iz, cos (/- stellt einen Kreis dar
und da er entwickelt

=, sin A (x, cos A — zy cos (') + w, sin I3 (&, cos B — @, cos ()

ist, so ersieht man, dal} dieser Kreis durch die Kcke (7 des Polar-
dreiecks, den Hohepunkt 3/ des Dreiecks und die Fullpunkte
D, I/ der von A und I} ausgehenden Hohen geht.

Setzen wir also um abzukiirzen
2y cos ol —uy cos () = (2, z,)
u. s. f.

wobhel zu bemerken, daf

(zg 2,) = — (2, iry),

und

1) Setzt man diese Werte der K in die Kurvengleichung 17) ein
und macht sodann £ = 0, so erhiilt man, da H? sich weghebt, einen
dem Dreieck A B € umschriebenen Kegelschnitt, dessen Asymptoten die
zwel unendlich entfernten Punkte markieren, welche die Kurve aufier
den Doppelpunkten Iy, I, hat. Macht man dieselbe Operation in Glei-
chung 22), so geht der nmschriebene Kegelschnitt durch den Hohepunkt A7;
er wird also eine gleichseitige Hyperbel; die zwel Asymptoten sind reell
und stehen senkrecht zueinander.
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H—ax,cos O+ Q =z sin A (x,x,) 4 2, sin B (z,%,) = K3 |
H— ,cos A+ Q= w,sin B(z,z,) + 2, sin C(zyz,) = K1 [ 23)
H — w,cos 3+ Q= wysin ( (z,3,) + z, sin 4 (2, z,) = K> l
so sind Ki, K, K die Kreise, welche iiher den Strecken
MA, MB, M( als Durchmesser beschrieben sind, und
also durch je zwei der Hohenfullpunkte D, K, I hin-
durchgehen.
8. Die Kurvengleichung 22) schreibt sich jetzt

(12) (@1 5) I - 20 K 4 (B1) (w1 02) K- s 5 =0 24)
und liBt sofort erkennen, dall nun auch der Punkt 1, Mittel-
punkt des Kreises, auf dem die Basispunkte des Biischels liegen,
Doppelpunkt' der Kurve ist. Sie enthélt also nun neun Doppel-
punkte, 4, B, C, D, I, I', M, I, I,. Da eine Kurve 6. Ordnung
zehn Doppelpunkte haben kann, so ist durch Entstehen des
neunten Doppelpunkts M das Zerfallen der Kurve nicht un-
mittelbar bedingt; aber es ist aus der Gleichung 24) leicht zu
erschen, dafl in der Tat ein Zerfallen der Kurve in zwei
Kurven 3. Ordnung, von denen jede durch die neun Doppel-
punkte geht, eintritt. Das beruht darauf, dall die Kurven-
gleichung 24) aus lauter ausgearteten Kurven 3. Ordnung,
durch die neun Punkte gehend, zusammengesetzt ist. (Das
Oval ist in emnen Kreis, der unpaare Zug in eine Gerade aus-
geartet.) So sind

(g ) Iy, (g o) Ky, (g ) K
solche ausgeartete Kurven 3. Ordnung, und ebenso auch
o Ky, @ K, g I

Die Kreise K, K’ gehen durch je sechs der obigen neun
Punkte hindurch, der lineare Faktor durch die drel iibrigen.
Bezeichnen wir diese ausgearteten Kurven der Iteihe nach mit

, 8, &
R, R, &3,
so erhillt die Kurvengleichung 24) die Form

(31) %385 — (12) K. § = 0.

o
ot
S—
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Da nun die Kurven 3. Ordnung, welche durch die obigen
neun Punkte gehen, emen Biischel bilden, so kann man die
R, § durch irgend zwei derselben linear ausdriicken und da-
durch die Gleichung 25) auf eine quadratische Gleichung, etwa
i & und &, zuriickfithren, deren Auflgsung sodann die zwei
Kurven 3. Ordnung, in welche die Kurve 6. Ordnung zerfillt,
m der IForm

IR —uf =0 26)
ergibt.

Zur Reduktion hat man die Relationen
sin - Q3= -cos A-Q1+cos - sin O« Q=cos. -8 ~cos 13- Ky
sindf=—-cos[}-Rs+cos O K sin.l-81=cos B.Ra—cos U-§iy
sin B-Qy=—cos C-{5+cos.1 -8 sin[3- K1 =cos -8 —cos .- &

2sinC -8 =0 2sinC -8 =0.

Die quadratische Gleichung in &, & wird
(B cos A Q32+ [(31) + (12)] K58+ (12)cos 4-Ra* =10, 27)

woraus

R _ 2 — B+ FVIED+A)F -4 (12)+ (B1)cos* A

R o« 2(B)cos A4

Dem doppelten Zeichen entsprechen die zwel Kurven
3. Ordnung, in welche die Brennpunktkurve zertillt, wenn
die vier Basispunkte des Biischels auf einem Kreise liegen.
Aus dem fritheren folgt (Nr. 7, Anm.), dafi ihre Asymptoten
zueinander senkrecht stehen.



