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Ueber das Verhalten von Potenzreihen auf dem
Convergenzkreise.

Von Alfred Pringsheim.

{Eingtlauftn 2. April.)

Eine Potenzreihe (#), die noch fur die Stellen X = R-e&
des Convergenzkreises im allgemeinen convergirt, ist zwar
unter gewissen Einschrankungenl allemal eine Fourierlsehe
Reihe. Immerhin ist .man bei der Beurtheilung der Conver-
genz von nicht ausschliesslich auf diejenigen Ergeb-
nisse angewiesen, welche die allgemeine Theorie der Fourier-
sehen Reihen liefert. Abgesehen von den elementaren Kri-
terien flr unbedingte oder bedingte Convergenz, kommt als ein
der Potenzreihe als solcher eigenthumliches Hulfsmittel das
Verhalten von lim (x) bei speciellem oder beliebigem Grenz-
iibergange limx = X in Betracht. In 8§ 1 der folgenden Mit-
theilung wird zunachst in ganz elementarer Weise untersucht,
in wieweit aus der Existenz eines endlichen leX 3(#) auf die

Convergenz von (X) geschlossen werden kann. Die
Cauchy’sche bezw. Fourier'sche Integral-Darstellung der
Reihen-Coefficienten fuhrt sodann in § 2 zu einem Kriterium
far die absolute Convergenz von ~ (X). Daran schliessen sich
(8 3) Betrachtungen uUber Potenzreihen, welche auf dem Con-
vergenzkreise ausnahmslos und doch nicht absolut con-
vergiren. Schliesslich (§ 4) werden weitere Anhaltspunkte zur
Beurtheilung von $ (X) aus dem Umstande gewonnen, dass $(X)
durch Trennung des Reellen und Imagindren in zwei von
einander abhéngige, in ihren Convergenz-Eigenschaften sich
gegenseitig bedingende Fourier’sche Reihen zerféllt.

) Vgl. Sitz.-Ber. Bd. 26 (1895), p. 387 ff.
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8 1. Der Abel’sche Grenzwerth-Satz und seine
Umkehrungen.

1 Es sei:
(1 $ (x) = 2; arxy (@, = a, + Rri)

eine Potenzreihe mit endlichem Convergenz-Bereiche, d.h. einem

mit einem gewissen Radius R um den Nullpunkt beschriebenen

Kreise. Da man, sofern nicht schon R = 1ist, (x) mit Hulfe
®

der Substitution x = Ry in die Potenzreihne (y) = 1 (avRV)-yv

mit dem Convergenz-Radius vy |= 1 transformiren kann, so
darfen wir, ohne wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit,
im folgenden ein fur allemal als Convergenz-Radius von  (Xx)
den Werth |x j= 1 annehmen. Ist dann convergent
und bedeutet g eine reelle positive Zahl < 1, so besagt der
bekannte Abel’sehe Grenzwerth-Satz, dass:

(2) lim$ (g) = £» ar,
e=l1 |

und daraus folgt unmittelbar, dass auch:

3 lim X) = & arX%
(3) e:\y(g ) % 0

falls X eine beliebige Stelle auf dem Convergenzkreise bedeutet,
@®

far welche £1* avXv convergirt.

Es liegt auf der Hand, dass dieser Satz nicht ohne

weiteres umkehrbar ist. Denn fur die Convergenz von
®

£1* av3? an irgend eine einzelne Stelle X der Peripherie ist

nicht nur das Verhalten von » (x) in der Nahe dieser speciellen
Stelle X, sondern dasjenige in der N&he des gesammten Con-
vergenzkreises maassgebend. So wirde z. B. schon das Vor-
handensein einer einzigen Stelle X', fur welche lim ~"X")
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von der ersten oder hdherer Ordnung unendlich wird, die
Convergenz von X rfur alle Ubrigen Stellen X definitiv
ausschliessen. Auch folgt aus der Convergenz von £ avXv
far irgend ein bestimmtes X nicht nur die Existenz der Be-
ziehung (3), sondern, auf Grund einer zuerst von Herrn Stolz]
bewiesenen Verallgemeinerung jenes Abel’sehen Satzes, die
weitere Beziehung:

(4) limy(x) = 'E*ar X",

X=X |
falls x auf einem beliebigen Strahle der Stelle X zustrebt;
wahrend andererseits aus der Existenz eines endlichen lim (g X)
keineswegs ohne weiteres auf diejenige von lim ™ (X) in dem
X

zzX
eben angegebenem Sinne geschlossen werden kann (Beispiel:
_ 1
¥(x) = e (*_Da bei x — 1).%)
Ja sogar, wenn auch lim $(#) im obigen Sinne fur jede
z=X
Stelle X einen bestimmten endlichen Werth besitzt, so braucht
darum $ (X) fur keinen einzigen Werth X zu convergiren

(Beispiel: * (*) - ceN)»)

2. Es giebt einen einzigen, besonders einfachen Fall,
welchem der in Gl. (2) bezw. (3) enthaltene Satz ohne weiteres
umkehrbar ist. Um denselben zu erledigen, schicken wir zu-
nachst den folgenden Satz voraus:

WennXJa,. eigentlich divergirt, so ist lim ty(g)=<x>
Qz=.i

(d. h.lim !~ (g) = + o00). Dabeisoll2jav= £ (a, -- RByi)
e=i
eigentlich divergent heissen, wenn mindestens eine

* Zeitschr. f. Math. Bd. 20 (1875), p. 870. Vgl. auch: Sitz.-Ber.
Bd. 27 (1897), p. 374.

2 Vgl. auch § 2, Nr. 2.

3 Vgl. Math. Ann. Bd. 44 (1894), p. 64.

in
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der beiden Reihen Sav, S Br eigentlich d. h. nach
+ 00 oder — oo divergirt).])
Beweis. Es sei etwa, um irgend eine Festsetzung zu

()]
treffen, 1 a, = -f-o00. Setzt man:

O+ aa+ -+ N =

so ergiebt sich mit Hulfe der Abellsehen Transformation:

(5) Ji'aygy: J jl* (gqv—" + Bav+ Sn»1' (gr—gw+1)-or-\-oHQn (n>m).

Da lim oy= 00, Sso besitzen die av fur v= 1, 2, 3,. ...
V=CC

eine endliche untere Grenze gx (die eventuell auch negativ
sein konnte). Bedeutet dann allgemein gmdie untere Grenze
von om omt1, ont2j-—, so folgt aus (5):

H

2>a,q >gi(g—gm+ gmgm
und daher, wegen g< 1:

n r\>9i + 9meT, wenn o,
m z.,,? } >jfae. t weDni,i> (1.

1) Es wirde nicht geniugen, anzunehmen, dass lediglich:

E” +Rr)=®.
1 b

d h limisy K + 2)1= + ® -

Denn aus:

hAi:naolAh+ Bhll= + @

folgt noch nicht einmal, dass eine der Zahlenfolgen \AY\ \BV\den
Grenzwerth -f® haben musste. Es konnte auch:

lim JAn|= oo, lim Bn= cd,
«:(D M:Q:

dagegen lim_\A\, lim |jB |
n=o00 n=o0o0
endlich sein.
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Unterwirft man q der Bedingung:

<7>
so wird:
QnmT>-/--—-- —---> —flr jedes (noch so grosse) w,
und somit:
- 1 1
(8) S"OyQ’> gx+ -'9m bezw. >~-gm.

Da, wegen lim am= + 00, auch limgm= + 00, so kann
nt=rao iw=00

man m so fixiren, dass gm also auch gx ” -gmeine beliebig

gross vorgeschriebene positive Zahl G uUbersteigt. Alsdann
wird aber nach Ungl. (8):

M
9 *er> G
(9) 1 a*er
Y
far jedes n>m und jedes g - Mithin ergiebt sich:
(10) lim dygv= + @
e=i i
und schliesslich:
a
(11) lim (av+ Ryi)-gy= oo, d. h. lim$(q) = oo,
£24 1 £

ohne dass Uber die Rv eine weitere Voraussetzung gemacht zu

werden braucht. — Analog im Falle
® ®

av= — oo, bezw. + 0o0. —
1 1

Ersetzt man wiederum noch ay durch ay Xv, so folgt:
Ist SflvX" eigentlich divergent, so wird:
lim$ (q X) = oo.
e=ao



42 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. Februar 1900.

3. Hieraus kann man zunéchst den folgenden Schluss ziehen:

Besitzt fur irgend eine Stelle X (auf dem Con-
vergenzkreise) lim ~gX) einen bestimm tenWerth,

so kann £ avXv nur convergiren oder uneigentlich
divergiren.

Da aber die uneigentliche Divergenz definitiv ausge-
schlossen erscheint, wenn die reellen wie die imaginéaren
Bestandtheile der av Xy, zum mindesten von einem bestimmten
Index v= n ab, unter sich gleichbezeichnet sind, so ge-
winnt man den Satz:

Besitzt Iim$(@£*") fur irgend eine Stelle eM
i>=l

einen bestimmten Werth, und sind (zum minde-

sten far v~n) die Terme (avcosv”™ — Bvsmv{f)

unter sich, ebenso die Terme (avsinv# Rvcosv ff)

unter sich dleichbezeichnet, so ist 'Eayev*i con-
vergent.

Dabei gestattet die auf die Vorzeichen der Reihenglieder
bezlgliche Bedingung noch eine kleine Verallgemeinerung, die
auf der Bemerkung beruht, dass der Convergenz-Charakter
einer Reihe durch Multiplication mit einem Factor von der
Form in keiner Weise geandert wird. Da die Bedingung,
dass die reellen, sowie imagindren Bestandtheile der ar Xv fur
v> n unter sich gleichbezeichnet sein sollen, geometrisch ge-
sprochen den Sinn hat, dass die Punkte av Xv (abgesehen von
einer endlichen Anzahl) durchweg im Innern und auf der Be-
grenzung eines einzigen der vier von den Axen gebildeten
rechten Winkel liegen, und da andererseits durch Multiplication
mit eii jeder Punkt lediglich eine Drehung um den Winkel i
erleidet, so kann die geometrische Bedeutung jener verallge-
meinerten Bedingung dahin ausgesprochen werden: die Punkte
ar Xv mussen (zum mindesten far v> n) im Innern und auf
der Begrenzung eines durch irgend zwei vom Nullpunkte aus-
gehende Strahlen gebildeten rechten Winkels liegen.



A. Pringsheim: Ueber das Verhalten von Potenzreihen etc. 43

4. Sieht man von dem eben betrachteten Falle ab, so muss

zu der Existenz eines endlichen Iirr{" (o X), falls man
e=

daraus auf die Convergenz von S av Xvschliessen will, noch
irgend eine andere Bedingung hinzukommen, welche in geeig-
neter Weise von dem Gesammtverhalten des Grenzwerthes
Li:mi$(:r) fur alle moglichen X wund jeden beliebigen

Grenziubergang abhangen muss. Als einfachste Form einer
solchen Bedingung, die sich ja auch unmittelbar als noth-

wendig far die Convergenz von £ erweist, wuirde sich
zunadchst die Pramisse lim av= 0 ergeben. Dieselbe scheint

indessen nicht hinreichend zu sein, um daraus in Verbin-

dung mit der Existenz eines endlichen lim ~(~X) die Con-
e=i

vergenz von Sfl,X v zu erschliessen. Dagegen hat Herr

Tauber gezeigt,) dass eine andere fur die Convergenz von

. . . .1

S @y nothwendige Bedingung, némlich: |I% —J]}yv av= 0,
»=R® W |

in Verbindung mit der hierzu gleichfalls nothwendigen

Existenz eines endlichen lim~(»), stets auch die Conver-

o1

genz von £ a K zur Folge hat. Ich mdchte dieses mir be-
merkenswerth erscheinende Resultat hier gleichfalls ableiten
und zunédchst einige auch an sich nutzliche Betrachtungen
voranschicken, die ich gleich etwas allgemeiner fasse, als flr
den Zweck des fraglichen Beweises nothwendig wére.

5. Setzt man:
(120 *,+ *,+ ...+ un=sni 1-w+ 2-wa ...4-n-wn= s;,
so folgt der Satz, dass fur die Existenz eines endlichen lim sM

H= CC

also fir die Convergenz von die Beziehung:

lim—= 0
«=« N

nothwendig erscheint aus einem etwas allgemeineren, zuerst

*) Monatah. f. Math, und Phys. Jahrg. 8 (Wien 1897), p. 273.
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von Kronecker bewiesenenl] Satzes (s. weiter unten 61. (19)).
Dieses Resultat lasst sich indessen auch in sehr einfacher Weise
aus einem bekannten Caucliy’schen oOrenzwerth-Satze*) ab-
leiten. Darnach ist ndmlich (mit einer unerheblichen Abweichung
in der Formulirung):
(13) lim — = lim (An—
v=c W Y00
falls der rechts auftretende 6renzwerth existirt. Substituirt
man hier:
An= 5 4" 4" ...+ sn
= n-w+ (n— 1)  -udo+ ... 1-un

und multiplicirt die betreffende Oleichung mit:

lim — = 1, so wird:

woon+ 1
Iim ZTT'i(n-ux+ (n — 1)u2+ ...+ 1.-ud = lim sn,
n=oo W *“I“ 1 W=00

falls llimmsn Uberhaupt (d. h. als endlich oder in bestimmter

Weise unendlich) existirt. Ist aber lim snzugleich endlich,
«00

also £Ewr convergent, so kann man die letzte 06leichung

durch die folgende ersetzen:

r f , s , nui+ (Nn—1)-u2+ ...+ l-ul}

tanj» 1+ “>+ .+ «, - N+ - ji-°

d. h. man findet (wenn man noch der Symmetrie zu Liebe den
Nenner n + 1 durch n ersetzt):

(14) Iim1-.+4 2-.+ - + » . «.”™
H W fi=@wW

6eht man statt von dem Cauchy’sehen Satze (13) von
dessen Stolz’scher3 Verallgemeinerung aus, namlich:

(15) ligy &= Jimw ~ir\

J Comptes rendus, T. 103 (1886), p. 980.
2 Analyse algebr., p. 59.
») Math. Ann. Bd. 14 (1879), p. 232.— Allg. Arithm. Bd. 1, p. 173.
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(wo die Mv mit v monoton in's Unendliche wachsen und
wiederum die Existenz des rechts auftretenden Grenzwerthes
vorausgesetzt wird) und substituirt:

Ay— Ay-1__
16
e also: |j A _,;l\\n_, lim lim.s,
: i — =1 = i .
01% XLn—\ «=00 «%
so wird:
Ay Ay— - (-3ly

und, wenn man v= 2, 3,... n setzt und die betreffenden Gleich-
ungen addirt:

a7 Ah= Ax+ £> (My— My-i) -
2

Durch Einfihrung der Beziehungen (16), (17) in Gl. (15)
nimmt daher der betreffende Grenzwerthsatz, wenn man noch

A
beachtet, dass: lim * =0, zunadchst die folgende Form an:
«=00 ““t«

(18) lim © 2p (M, —1i,_]) sri = lims,

«=@

sofern lim sHUberhaupt existirt. Die linke Seite dieser Gleich-
(=«

ung lasst sich aber noch in folgender Weise transformiren:

M « «—
(My — My.I) - sy—1= M- Sy1— 'Zf My sy
2 2 1
M
- Njv M-v (Bv— 5y) Sx ~j~ 3/~ SH
2 «
= Jin Sn 3£y Uy
1
(wegen: = uxund fur v> 1: sv— = w), sodass Gl. (18)

in die folgende ubergeht:
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Ist jetzt wiederum noch lim sn eine bestimmte Zahl, d. h.

«=00

iJw* convergent, so folgt schliesslich:

(19) ii, JF.“, + Jf-“m —.+ A% 0. m

«=qo JjR -n
Diese Beziehung bildet also, geradeso wie die speciellere
(14) eine nothwendige Bedingung fir die Convergenz von
uv. Dass die Bedingung (14) fur die Convergenz von£ur
nicht hinreichend ist, folgt unmittelbar aus der Bemerkung,
dass es divergente Reihen mit positiven Termen giebt:

so genlgt z. B. die Reihe S y.jgV der Bedingung (14), ob-

schon sie divergirt. Was sodann die Bedingung (19) betrifft,
so gelten im Falle uv> 0O die folgenden, ohne besondere
Schwierigkeit zu beweisenden Séatze:
Wie stark auch divergiren mag, so lassen
sich stets monoton in’s Unendliche wachsende Folgen
Mv angeben, derart dass die Relation (19) erfullt ist.*)
Wie schwach auch 2Juvdivergiren mag, so lassen
sich stets solche My angeben, fir welche der Grenz-
werth (19) von Null verschieden ausfallt.

Daraus folgt dann schliesslich:
Genugen die uv (wo w> 0) bei jeder Wahl der M v der
Beziehung (19), so ist S u, convergent.
In diesem Sinne kann also die Bedingung (19) als hin-
reichend fur die Convergenz von £ uy gelten. —
Schliesslich bemerke ich noch, dass nach dem Cauchy-
schen Satze Gl. (13):
r.ml-us+ 2. ... +Jn- un

V
= limnuH,
« =00 W «=00

J Das ist die Krdon ecker’sehe Bedingung, die sich noch in gewisser
Weise verallgemeinern léasst. Vgl. Krénecker a a 0. und Jensen,
Comptes rendus, T. 106 (188%*), p. 835.

2 Dieser Satz bleibt naturlich a fortiori auch fur beliebige
Uv bestehen.
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sobald der rechts stehende Grenzwerth existirt. Somit ist die
Beziehung (14) allemal erfullt, wenn:

(20) limn-uH= 0

»=
(aber nicht umgekehrt). Entsprechend ergiebt sich aus dem
verallgemeinerten Cauchy’schen Satze (Gl. (15), dass die Re-
lation (19) sicher besteht, wenn:

21)

6. Hulfs-Satz I. Convergirt » (xX) = 1 ayx* fur

Ix I<r ™ 1, sogelten fur X\ <r die Transformationen:

(A) $(x)= @—4#)-

(B) $(*)= 1 -< + 11— a)- —J-r x*
1V -JV -f- i) 1 1
wo
\" \Y%
1 1

Beweis. Die Formel (A) ist sehr bekannt, wird jedoch
zumeist unter wesentlich engeren Voraussetzungen abgeleitet.
Sie wird hauptsachlich, nach dem Vorgédnge von Dirichlet,]
zum Beweise des A bel’schen Grenzwerthsatzes (Gl. (1)) benutzt,

also unter der Voraussetzung, dass S avconvergirt, d. h. lim sn
W=00

eine bestimmte Zahl vorstellt. Da in diesem Falle offenbar

lim sHX* = 0, so resultirt die Formel (A) ohne weiteres aus der
»S=e0

A bellsehen Transformations-Gleichung:

M «—
(22) £1* avx¥= (1 —x) - Si* sva? + sHx*,

wenn man n in’s Unendliche wachsen lasst. Wird aber die
obige auf lim s* bezugliche Annahme nicht gemacht, so musste,

*) Journ. de Math. (2), T. 7 (1863), p. 253. — Ges. Werke, Bd. Il, p. 305.
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um von 61. (22) zur Formel (A) zu gelangen, erst feststehen,
dass lim sHxH= 0 fur \x j< r. Dies lasst sich in der That,
me

auf Grund der vorausgesetzten Convergenz von far
jXx |< r, ohne Schwierigkeit direkt nachweisen. Noch einfacher
gelangt man jedoch, ohne den Weg uUber die Transformation
(22) zu nehmen, zur Formel (A) mit Hulfe der unmittelbar far
IX I< r < 1 als richtig erkannten Beziehung:

1 ® @® ®
23 [ — $ (X) = Xy - XV= srr.
(23) b8 (%) ECTI .
Die Vergleichung mit (22) lehrt dann zugleich, dass alle-

mal: lim snxH= 0 fur |x |< r, sofern nur die Reihe (x) einen
*=x>

von Null verschiedeneren Convergenz-Radius r besitzt, mag sn
im Ubrigen auch mit n beliebig stark in’s Unendliche wachsen.

Zum Beweise der Formel (B) bemerke ich zunachst, dass
gleichzeitig mit $ (x) auch die Reihe x - "5 (x) = v - ayx?

far Ix |< r convergirt. Daraus folgt aber auf Grund der soeben
gemachten Bemerkung, dass auch:

®
(24) lim d,xn= 0, Xx- (X)—S”srx” fur: X |< r.
n=00 1
Man hat sodann:
) By
sl —S1 = vayi also av= —"y- (v= 2,3,4,—),

und diese Beziehungen gelten auch noch fir v= 1, wenn man
S die Bedeutung von O beilegt. Hiernach ergiebt sich:
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und hieraus, mit Rucksicht auf Gl. (24) und die Convergenz
von 'Es'yX* (aus welcher a fortiori diejenige der beiden rechts

auftretenden Reihen resultirt):
()] 2 ® 1

*a,, r = - ——ryr--«;ar+ (1—s)-2> .e.d.
& By yeart (I=s)-23 ¢ q

Zusatz. FUr x= 1 resultirt aus (25) die spaterhin zu
benuUtzende Beziehung:

26 * +
(26) e1 1 V(y+ 1) n
7. Hulfs-Satz H. Ist Iim- = 0 (wo wiederum:
«=00 N
=s«j4- + .-+ <N, so hat man:
(27) lim@—aq-Sr Q= 0 19
e=i i
Beweis. Es ist:
a w e8]
$(e)=Eya Q= E’'a Q+ Eva g’
1 1 «+1

=S "are'—sve"+ 1+ e"+I(s»+ip «-+*e”" ] .

Da andererseits:
()] ®

H+ El'Q/-l-nQ"lz S+l + EZ'<<>+»B"-1

X ® . (mit Benltzung
S(1-»> Vo * o der Formel (A))
= bo —i)-S> «*'m’,
«+1
so folgt:
(28) $ (9= 2>arg"—s*Qwl+ QI — Q)-'Efi.yS/qV~\
1 «I-1
und daher:
(29) I$(i?)I<I>M + [l + (1-(2) £ -var 1.
«+ 1
) Der Satz lasst sich leicht in folgender Weise verallgemeinern:
()]

Ist: lim = 0, so hat man: Iim(l —g)x~ P« r Qv= 0.
v n? e=i i

1900. Sitzwigsb. d. math.-phys. CI. 4
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Wegen lim —= 0 l&sst sich nun zu beliebig kleinen e> 0
V=00 y

ein n so fixiren, dass:

Ir ..
Vo< Tv>
v dZ far: v>n,

also, wenn man Ungl. (29) noch mit (1 — g) multiplicirt:

11 ) "+1
Da aber:

*+1 1 —Q
so resultirt aus der letzten Ungleichung die folgende:

30) I (i-e)-?(e)l<(i-e)-{&la»] + «.}+ 1.

Wird jetzt g so eingeschrankt, dass:
(I-e) {s-KI +s}<]

n dh g> 1 £ N (aber < 1),
2 4" £ vlavlj

so ergiebt sich:

(32) 1(1-e) ¥(<?)!<«.

und, da e jede noch so kleine Zahl > O bedeuten kann,
schliesslich:

lim @ —9g$(9) I= 0. —
e=i

Zusatze, (a) Ersetzt man wiederum av durch ay Xr, wo
IX ,= 1, so folgt:

(33) lim NgE3-N* - 4 ge X" 0,
=@ W

so hat man:
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(34) Iim(l—q)- (g X) = Iim_(X—qX).$(qX): 0.
e=l1 e=l1

(b) Die Bedingung (33) ist offenbar fur jedes X mit dem
absoluten Betrage |X |= 1 erfullt, wenn:

(35) lim !l + laxl* — + 171 = o.
«00 W

In diesem Falle gilt also auch die Relation (34) fur
jedes X.

(c) Ist lima,,= 0, so besteht (nach dem Cauchy’sehen
»=00
Satze, 61. (13)) allemal auch die Beziehung (35) und somit
wiederum auch GIl. (34) fur jedes X.

8. Nunmehr beweise ich den oben erwahnten Satz
Herrn Tauber in der folgenden Fassung:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung

orP

far die Convergenz von 2£rar besteht in den bei-

den Beziehungen:

n :II.>T=|M X/-argy= A (d. h. gleich einer bestimmten Zahl)

(U> N=o (wo: S= l.al+ 2-aat+ ...+ ».akK.

Beweis. Die Nothwendigkeit der Bedingung (I) folgt
aus der Stetigkeit der Potenzreihe, diejenige der Bedingung
(U) aus Gl. (14), p. 44.

Um zu zeigen, dass diese Bedingungen auch hinreichen,
®

transformire ich zunéchst X1/ avqgv mit Hulfe der Formel (B)

p. 47, also:

1 I V'~M+1) 1 vl
Lasst man g gegen 1 convergiren, so folgt mit Benlutzung
der Voraussetzung (1) und des Hulfssatzes Il (dessen Anwend-

barkeit aus dem Zusatze c) und der Voraussetzung (U) folgt):
4*

des
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(36) A = limE> *'r"lv - ev.
esi 1 v-(v+ 1

19 *sa es hierbei gleichgiltig ist, welche Folge monoton
gegen 1 zunehmender Zahlenwerthe g durchlauft, so hat man
speciell:

Al (e ivad il N VI
=l Y OR) T W re YIN TS
In Folge der Voraussetzung (I1) kann man zu beliebig

sll .
|7<£ flir v>n, also:

d. h. es ist:

Wi vs HeM -

und man kann in Folge dessen die Beziehung (37) durch die
folgende (nur noch von einem Grenzibergange abhangige)
ersetzen:

(38) 1V (v+ 1)'\i—|«Y/

Man hat nun ferner, mit Benlutzung von Ol. (26)

39 = i> = & + -
(39) S 'T AT g V-{v+ 1) n

und daher in Folge der Voraussetzung (I1) und Gl. (38):

. . Sy
(40) lim(s,—A) = “?3 1 v e 1)
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Da aber:
0<1- (I —jj)r < (--1,2,...»)
so wird:
. sy 1H ¢
T v+ 1y il' - h5]\]|<h',\1 v+ 1l ni V

und da mit Rucksicht auf die Voraussetzung (I1) und den
Cauchy’schen Satz (61. (13)):

:0,

so geht 61. (40) schliesslich in die folgende Uber:
(41) lim@,—A)= g

»=00

d. h. man findet:

(42) X1> ar= A,

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.
9. Substituirt man wiederum av Xv fur a,, so nimmt der
eben bewiesene Satz die folgende Form an:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung
®
far dieConvergenz der Potenzreihe $(#) = £lyava?

far irgend eine Stelle x= X, besteht in der
Existenz eines endlichen Iim~3(~X) und der Be-

Zl’ewung: e=l

(43)  lim —(1 -6j X ' 2 -AjX* 5" ... Jmw-d%XH = 0.

»=00 n

Ist insbesondere lim n -an= 0, also auch: limn - Jan|= O,
»=00 »=00

so hat man (s. die Bemerkung am Schlisse von Nr. 5,
Ql. (20)) auch:
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und somit besteht in diesem Falle die Beziehung (43) fur jedes
X mit dem absoluten Betrage |X] = 1. Man gewinnt daher
schliesslich noch den folgenden Satz:

oP

Ist imn-an= 0, so convergirt (#) = X*
W00 1

fir jede Stelle X mit dem absoluten Betrage 1,

far welche lim (e X) einen endlichen Werth
besitzt. e

Es lage nahe aus den Satzen in Nr. 8 und 9 durch Ein-

fuhrung der bekannten Integral-Form fir die Coefficienten av

Convergenz-Bedingungen abzuleiten, welche lediglich von der

Beschaffenheit der durch die Gleichung f (X = lim“5(g X)

a i

definirten Randfunction (vgl. den folgenden Paragraphen)
abhangen. Es ist mir indessen nicht gelungen, auf diesem
Wege weitere Bedingungen zu erhalten, als diejenigen, welche
aus der Theorie der Fourier’sehen Reihen bereits bekannt sind.

8 2. Ein Kriterium fUr die absolute Convergenz einer
Potenzreihe auf dem Convergenz-Kreise.

1. Es sei wiederum:

() (x) = 1 avxv

eine Potenzreihe mit dem Convergenz-Radius J&] = |. Die-
selbe definirt dann zunéchst fir |x |< 1 eine eindeutige und
stetige Function von x, die mit f{x) bezeichnet werden mdge.
Fir die Stellen X = emauf dem Convergenz-Kreise soll sodann
fix) definirt werden durch die Beziehung:

2 f(X) = Iimf(QX) = lim X),
(2) 00 = imf(QX) = lim  (@X)
WO wie friher, stets eine positive reelle Zahl, kleiner

als 1 bedeutet. Fur solche Stellen X, fur welche ein (end-
licher oder unendlich grosser) lim~J3(~X) nicht existirt,
e=i
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mag f(X) als undefmirt gelten. Die auf diese Weise fur alle
Stellen |x | 1 mit Ausnahme etwaiger Stellen der letztge-
nannten Art eindeutig definirte Function f (x) soll schlechthin
die zur Reihe ™ {x) zugehodrige Function und speciell f(X)
die zugehdrige Randfunction heissen.

Es ist ohne weiteres klar, dass Uberall, wo $3(X) conver-
girt, die Beziehung /*(X) = #3(X) besteht (nach dem Abel-
schen Satze), und dass an allen Stellen X, tUber welche hinaus eine
analytische Fortsetzung von (x) existirt, f (X) mit dieser ana-
lytischen Fortsetzung zusammenfallt. Ist ferner (x) die Reihen-
Entwickelung eines gegebenen arithmetischen Ausdruckes
F (#), fur welchen F (X) = lim F (p X), so hat man offen-

bar f(x) = F (x), f(X)= F (X). In diesem Falle lasst sich
im allgemeinen das Verhalten der Randfunction f(X) aus der
Natur des arithmetischen Ausdruckes F(x) genau beurtheilen,
und es handelt sich nun darum, aus diesem Verhalten bestimmte
Schlisse auf die Convergenz der Reihe avXv zu ziehen.
Hierzu ist vor allem erforderlich, dass die Reihe Xy mit
der Fourier’sehen Reihe flr f(X) sich identisch erweist, was
bekanntlich keineswegs ohne weiteres der Fall zu sein braucht,
auch wenn fur f(X) wirklich eine convergente Fourier’sche
Reihe existirt.

Wie ich bei fruherer Gelegenheit gezeigt habe,) basirt
aber das etwaige Zusammenfallen von X X rmitder Fourier-
schen Reihe fur / (X) nicht allein auf der Beschaffenheit dieser

Randfunction, d. h. auf dem Verhalten von lim als
=i

Function der reellen Veranderlichen vielmehr auf
dem Verhalten von f(x) in der Umgebung der Stellen X —
wobei unter der ,Umgebung® einer solchen Stelle X immer
nur derjenige Theil der Gesammt-Umgebung zu verstehen
ist, welcher dem Inneren und der Peripherie des Einheits-
kreises angehort.

1) Sitz.-Ber. Bd. 25 (1896), p. 346 ff.
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2. Zur Kennzeichnung der eigentimlichen Eventualitéten,
welche bezlglich des Verhaltens von f(x) in der Umgebung
der Stellen X thatsachlich eintreten kénnen, bemerke ich, dass
aus der Stetigkeit von f(x) langs eines etwa von den
Punkten X0= ., X1= e begrenzten Einheitskreis-Bogens
und auf jedem Radius OX', wo X' jeden beliebigen Punkt
jenes Bogens bedeutet,) noch keineswegs folgt, dass f(x) in
der Umgebung einer solchen Stelle X' stetig sein misse
oder dass daselbst auch nur \f(x)\ unter einer endlichen
Grenze bleibe. Die hierin ausgesprochene Thatsache, dass
namlich aus der Stetigkeit einer (fur ein zweidimensionales
Continuum definirten) Function in zwei auf einander senk-
rechten Richtungen noch keineswegs deren Gebiets-
Stetigkeit (im Ublichen Sinne) resultirt, ist zwar fir Func-
tionen zweier reeller Variabein langst bekannt.l) Dass
dieselbe aber auch an den Grenzstellen analytischer Func-
tionen einer complexen Veranderlichen Vorkommen kann,
ist meines Wissens bisher nicht bemerkt worden, und es mag
daher nicht dberflussig erscheinen, die fragliche Erscheinung
durch ein einfaches Beispiel zu illustriren.

Es sei zunéchst fur |x |< 1:

Fur jedes von 1 verschiedene X = em(—n A -f- n), also
fur jedes von 0 verschiedene # hat man auf Grund der zur
Definition der Randfunction gegebenen Festsetzung:

fEe*)= lime C.-*.--= ¢ J,

und wegen:

D) Die Stetigkeit von f(X‘) in der Richtung des Radius, ist
allemal da vorhanden, wo ein bestimmtes endliches f(X") Uberhaupt
existirt, daja die definirende Existenz-Bedingung f(X*) = lim/‘(eX")

e=l
mit der betr. Stetigkeits-Bedingung zusammenfallt.
2 Vgl. Encyklopédie der Math. Wissensch. Bd. I, p. 48, Fussn. 264.
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schliesslich:

= e 16 (ein*0)4
(fUr jedes t? ausser U = 0). Ferner wird:

f(1) = lime Te V= 0,

und andererseits auch:

limf (ew) = 0,

sodass also fix) nicht nur fir jede von x = 1 verschiedene
Stelle, sondern auch noch fir x = 1 in der Richtung des be-
treffenden Radius und ldngs der Peripherie stetig ist

Zieht man jetzt aber solche Stellen x in Betracht, welche
auf der die Punkte i und 1 verbindenden Geraden liegen,
d. h. setzt man:

Xx= &+ (1-&).i (0<f< 1),
so folgt:

und (wegen (1 — i)4= — 4):

sodass also fix) fur limf = 1, d. h. wenn x auf der Geraden
i 1 der Stelle x = 1 zustrebt, unendlich gross (von unendlich
Ler Ordnung) wird.

Die Function f{x) = e ist also fur keine noch so
kleine Umgebung der Stelle x = | stetig oder auch nur
endlich,) obschon sie auf jedem Radius und langs der
Peripherie ausnahmslos stetig ist.

] D. h. absolut genommen unter einer festen positiven Zahl
bleibend.
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Da man sich im Ubrigen solche Stellen, wie sie die eben
betrachtete Function fir x = 1 besitzt, auf dem Einheitskreise
beliebig condensirt denken kann, so ist sogar die Mdglich-
keit vorhanden, dass eine im Einheitskreise convergirende
Potenzreihe eine auf jedem Radius und langs der
gesammten Peripherie endliche und stetige Rand-
function f (X) = lim (p X) besitzt, ohne dass f(x) in der

Umgebung irgend einer einzigen Stelle X stetig ist
oder auch nur endlich bleibt.

3. Die Uebereinstimmung von < «* Xy mit der Fourier-
schen Reihe fur f(X) héngt wesentlich und ausschliesslich
davon ab, dass die Gleichung:

0) ('n< ),

wo Ce einen um den Nullpunkt beschriebenen Kreis mit dem
Radius p bedeutet, noch richtig bleibt, wenn man diesen In-
tegrations-Kreis durch den Einheitskreis Cx ersetzt. Hierzu
ware offenbar hinreichend, dass f{X) fur jede einzelne Stelle
X einen bestimmten endlichen Werth besitzt und f(oX) bei
limp= 1 durchweg gleichmé&ssig gegen den betreffenden
Werth f (X) convergirt. Kann nun aber auch schon das Vor-
handensein einer einzigen Stelle X', fur welche die eben
genannte Bedingung nicht erftllt, die Existenz der Gleichung
(3) fur p = 1 hinfallig machen, selbst wenn f (X'), wie in dem
Beispiele von Nr. 2, einen bestimmten, den benachbarten
Randwerthen stetig sich anschliessenden Werth besitzt, so
ist andererseits jene Bedingung doch sehr weit davon entfernt,
eine nothwendige zu sein, da sogar dann, wenn sie fur
unendlich viele Stellen X' nicht erfullt ist, noch die Mog-
lichkeit besteht, in der Gleichung (3) Ce durch Ct zu ersetzen.
Diese Moglichkeit beruht namlich (abgesehen von gewissen, so-
gleich anzugebenden Einschrankungen) nicht sowohl auf der
Anzahl der etwaigen Ausnahmestellen X', als vielmehr auf dem
besonderen Verhalten von f (x) in der Umgebung jener
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Stellen X'. In dieser Hinsicht sind folgende zwei Eventuali-
taten vorhanden:

() \f(x) | bleibt in der Umgebung von X' durchweg
unter einer endlichen Grenze. Wie ich in der oben
citirten Abhandlung gezeigt habe,) wird durch das Auftreten
einer solchen Stelle die Mdglichkeit, in Gl. (3) den Integrations-
weg CQdurch Cx zu ersetzen in keiner Weise alterirt (gleich-
gultig, ob jf(X") selbst einen bestimmten Werth besitzt oder
nicht). Das gleiche gilt dann auf Grund bekannter Methoden
der Integral-Theorie auch dann noch, wenn Stellen X' der
bezeichneten Art, eine unausgedehnte Menge bilden.

(I 1/O*) | nimmt in der Umgebung von X' beliebig
grosse Werthe an (wobei es wiederum gleichgultig ist, ob
f (X') einen endlichen oder unendlich grossen Werth besitzt
oder Uberhaupt nicht definirt ist). Auch in diesem Falle bleibt
Gl. (3) noch fur den Integrationsweg C\ gultig, wenn f(x) bis
an die Stelle X' absolut integrabel ist, sobald der In-
tegrationsweg dem Innern oder der Peripherie des Einheits-
kreises angehort, d. h. wenn das Integral j)i If(x) |-dx fur
jeden solchen Weg gleichzeitig mit der Lange dieses Weges
beliebig klein wird. Dieses zunachst fur den Fall einer
solchen Stelle geltende Resultat bleibt dann wiederum noch
bestehen, wenn Stellen X' der bezeichneten Art eine reduc-
tible Menge bilden.])

Wenn nun f(gX) im allgemeinen, d. h. héchstens mit
den soeben sub (I) und (Il) als zulassig statuirten Ausnahmen,
far limp = 1 gleichméssig gegen die endlichen Randwerthe
f (X) convergirt, so wollen wir den hierdurch definirten Cha-
rakter von f{x) durch den Ausdruck bezeichnen: Es sei fix)
und \f(x)\ in und auf dem Einheitskreise gleichmassig
integrabel. In diesem Falle darf man dann die Gleichung (3)
auch durch die folgende ersetzen:

Y a. a 0. p. 846.
2 Vgl. Harnack, Math. Ann. Bd. 24 (1884), p. 224.
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woraus dann weiter folgt, dass:

©)

Da andererseits zunachst:
(L) - >dt= 0 fur jedes q< lund v= 1,2,3,...,

((y
und in Folge der vorausgesetzten gleichméssigen Integrabilitéat

von f{x) und \f(%)\ auch:
Jf(t) -1--"-dt= limJ /*(0 -tw1-dt= O,

also:

so folgt, wenn man diese letzte Gleichung einmal zu Gl. (5)
addirt, das andere Mal davon subtrahirt:

(6)

d.h. die Reihe av-evH ist mit der Fourier'schen Reihe
fur f(eP*) identisch.

4. Mit Hulfe dieses Ergebnisses und der Zerlegung:
S*dy™ = S vay+ Ryi)(cosV#  i-sur\VH#)

00 00

’\]j:y(aYcosvé— NiySinr™ + iSl"yCOSvtf-j-ayS inr#)
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kénnte man aus einem von Harnackl bewiesenen Satze er-
schliessen, dass die Reihe S (a ;+ # ), also: con-
yergirt, sobald zu den bereits gemachten Voraussetzungen
noch die weitere hinzukommt, dass auch |f (e&) [ d. h. [f (X) Po
langs des Einheitskreises, integrabel ist.

Man kann indessen dieses Resultat mit den hier zu Ge-
bote stehenden Hulfsmitteln in etwas einfacherer Weise ab-
leiten, wenn man statt der gleichmassigen Integrabilitat von
\f(x)\ von vornherein diejenige von |/*#)|* voraussetzt.

Man hat fir g< 1:

(") X1> (a, + Bri)-e’ -S“ = f(e-e%*),
und wenn

bl{a v-R vi).a?=T{x) (1*]1<)
gesetzt wird:

(8) 1 (a, — Bri) - Q -er*9l= f(g -e~M).

Bericksichtigt man, dass:

so ergiebt sich durch Multiplication der Gleichungen (7) und (8):

/nN\ + + Blli){ar—Rr)BR/'+r-~ -r>a
W i 11

wobei der Accent bei dem Doppelsummen-Zeichen ausdricken
soll, dass die Combination p = v wegzulassen ist. Da nun:

j* d&= 0 (li,v= 1,23, .
_n

so folgt aus (9) durch Multiplication mit d & und Integration
in den Grenzen — n bis + 71

* Math. Ann. Bd. 19 (1882), p. 255. — Serret-Harnack, Diffe-
rential- und Integral-Rechnung, Bd. Il, 1 (1886), p. 346.
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(10) _n|/-(f-f .«")!*_<*#_

1

Da ferner, in Folge der vorausgesetzten gleichmassigen
Integrabidtat von J*({>- edi) \:

lim¥ |f(R mc*) *-d& = J [f(f») F-d&,

g=1 —st -n
so findet man zuné&chst: 4
lim la, I*-g* = J] f{e**) p-d&
& * N\ 4[

und, da die betreffende Reihe ausschliesslich positive Glieder
enthalt, mit Rucksicht auf Nr. 3 des § 1, schliesslich:
Ajr

(11) IV(e*)]--«™,
-

sodass also S|]avp als convergent erkannt wird.
Es besteht somit der folgende Satz:

Ist die zur Potenzreihe avxy zugehdorige
Function f (x) nebst dem Quadrate ihres ab-
soluten Betrages in und auf dem Convergenz-
kreise [x |= lgleichmaéssig integrabel,]) so con-
vergirt die Reihe XJJa, [

5. Um aus diesem Resultate weitere Schliisse zu ziehen,
formuliren wir zunéchst den folgenden Hulfssatz:

% Setzt man voraus, dass |f @) | fur |x |< : durchweg unter einer

endlichen Grenze bleibt, so folgt aus der gleichméssigen Integrabilitéat
von f(x) schon eo ipso diejenige von und I/’M j2 In diesem
Falle kann man auch statt der Integrale die von mir zur Darstellung
der Mac Laurin’schen Reihen-Coefficienten angewendeten Mittel-
werthe (vgl. Sitz.-Ber. Bd. 25 (1895), p. 92; Math. Ann. Bd. 47 (1896),
p. 137) einfihren und das betreffende Resultat, mit Beibehaltung der im
Texte benttzten Schlussweise, lediglich mit den Hulfs-Mitteln der ele-
mentaren Functionen-Theorie ableiten.
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Ist £ |]a, p convergent und bedeutet £ C~x
irgend eine convergente Reihe mit positiven
Termen, so convergirt auch die Reihe £(77*- J«].)

Derselbe ist lediglich eine besondere Form des auf der
bekannten Ungleichung:

Vp,mg*<i(Pr+ q) (Pr>0, g> 0)
beruhenden, schon bei anderer Gelegenheit? von mir benUtzten
Satzes, dass aus der Convergenz der beiden Reihen £#,, £#*
stets diejenige von £ Vpv-qy resultirt.

Aus dem obigen Hilfssatze folgt dann, dass unter den
bezuglich der Beschaffenheit von f(x) gemachten Voraussetz-

ungen jede Reihe von der Form £ ‘layl z B. £ ,|4+’l’
\dy \

— % etc. convergiren muss.
yv -lgv

Angenommen nun, es gehdre zu der Potenzreihe:
(12) R (x) = £1*'»'«*- xv~I

eine Function fx(#), welche, ebenso wie [fx(x) I, in und auf
dem Einheitskreise gleichmassig integrabel ist, so ergiebt sich
aus dem Satze der vorigen Nummer zunachst die Convergenz
von £va*|«]* und somit auf Grund des obigen Hulfssatzes

diejenige jeder Reihe von der Form £ Cy*-v - |dy |
z. B. £ “la, b EN-] avl]

Daraus folgt dann a fortiori, dass £ Jay| convergirt und
somit £ a K#r auf dem ganzen Einheitskreise absolut con-
vergent ist.

* Unrichtig wére es, mit Harnack (Math. Ann. a. a. 0.) aus der
Convergenz von £ ]| Bv 2 auf das Verschwinden von \Ilim v]a-~.
00

scbliessen zu wollen (vgl. meine Bemerkungen Math. Ann. Bd. 36 (1890),
p. 343 ff.).
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Die der Function fx(x) auferlegten Bedingungen sind aber
sicher erflllt, wenn die zu C (x) = £ avxv gehodrige Function
f(x) eine Derivirte /"' (~besitzt, welche in der Umgebungl
der Peripherie-Stellen X im allgemeinen4) stetig ist und
deren Quadrat hdchstens flr eine reductible Menge von
Stellen X von der Ordnung 1 — e oder doch von einer »hin-
langlich“3 niedrigeren, als der ersten

unendlich wird. Denn fur |x |[< 1 hat man ohne weiteres

fx(x) = f (X) und sodann auf Grund der in Nr. 1 getroffenen

Festsetzungen: fx(X) = limf (j)X)=f (X). Man gewinnt auf
e=i

diese Weise den folgenden Satz:

Besitzt die zur Potenzreihe gehorige
Function f{x) eine in der Umgebung der Conver-
genzkreis-Stellen noch im allgemeinen stetige
Derivirte, deren Quadrat hdochstens fir eine re-
ductible Menge solcher Stellen von hinléanglich
niedrigerer Ordnung als der ersten unendlich
wird, so ist noch auf dem Convergenz-
kreise absolut convergent.

6. Dieses Kriterium ist von erheblich grésserer Tragweite,
als das bekannte, auf einer gelegentlichen Bemerkung des
Herrn Lipschitz4) beruhende, welches die ausnahmslose
Stetigkeit der ersten und ausserdem noch die eindeutige
Existenz und Endlichkeit der zweiten Derivirten fordert.

¥ Diese Bezeichnung ist wiederum nur in dem am Schlisse von
Nr. : definirten Umfange zu verstehen.
2 D. h. mit eventueller Ausnahme einer unausgedehnten Menge,
fur welche *(X) endlich-unstetig wird, bezw. nicht existirt, aber
in der Umgebung endlich bleibt.
8 D.h. in der Weise, dass |/*(x 12 integrabel bleibt.
4) Lehrbuch der Analysis, Bd. Il, p. 492. Vgl. auch Math. Ann.
Bd. 26 (1885), p. 425.
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Die Convergenz-Theorie der Fourier’sehen Reihen wirde
auf Grund der Uber f (©) gemachten Voraussetzungen nur den
Schluss gestatten,]) dass £ avxv auf dem Convergenzkreise noch
ausnahmslos convergirt.l) Daraus folgt aber noch keines-
wegs die absolute Convergenz dieser Reihe, wie im folgenden
Paragraphen noch des naheren erdrtert wird.

Das namliche Resultat wirde sich auch aus dem Satze
am Schltsse von § 1 (p. 54) ergeben, wenn man bertcksichtigt,
dass aus der Integral-Darstellung der av (Gl. (6)) durch par-
tielle Integration (welche wegen der Uber f'(x) gemachten
Voraussetzungen gestattet ist) sich ergiebt:

und daher:
limv-ay— 0. —

Einen Schluss auf die absolute Convergenz von £ o* Xy
gestattet dagegen ein von Heined mitgetheilter Satz Uber die
Art des Verschwindens der Fourier’sehen Reihen-Coefficienten
bei unendlich wachsendem Index. Darnach wirde aus der
Voraussetzung, dass f (e™) nur von niedrigerer Ordnung als
der £-ten unendlich werden darf, folgen, dass lim v*-av= 0,

woraus dann ohne weiteres die absolute Convergenz von
£ (iy Xv hervorgeht. Der betreffende Satz gilt indessen nur
fur den Fall, dass f (e,n) der Dirichlet'schen Bedingung
genigt. Zwar behauptet Heine ausdricklich seine Gultig-

i) S. z.B. Serret-Harnack a. a. 0., p. 368. Um das betreffende
Resultat anzuwenden, hat man nur zu beachten, dass aus:
fle#<) = FV»
sich ergiebt:

F* () = %tOi-f (e*0.

2 Dabei bliebe uUbrigens Schlussweise und Resultat noch gultig,
wenn f (X) selbst (nicht erst f (x)2 in der angegebenen Art unend-
lich wird.

3 Handbuch der Kugelfunctionen, Zweite Auflage, Bd. I, p. 63.

1900. Sitzungsb. d. matb.-phys. CI. n
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keit auch fur den Fall, dass die Function an einzelnen Stellen,
wo sie nicht unendlich wird, unendlich viele Maxima und
Minima besitzt. Sein Beweis aber, wenn ich ihn anders
richtig verstehe, scheint mir diesen Fall nicht zu umfassen,
und ich mdchte sogar den Satz selbst alsdann fur unrichtig
halten. Gerade durch das Auftreten unendlich vieler Maxima
und Minima wird die Regelméssigkeit in der Abnahme der
Reihencoefficienten im allgemeinen zerstort, und es tritt eben

an die Stelle der Beziehung limr*-av= 0 lediglich die

Convergenz der Reihe £v*“** Jar | (welche unmittelbar aus
der Existenz jener Beziehung folgen wirde, aber nicht um-
gekehrt).

Da alle Schwierigkeiten und Ausnahmefalle in der Theorie
der Fourier’sehen Reihen von dem eventuellen Vorkommen
unendlich vieler Maxima und Minima herrihren, so scheint mir
ein wesentlicher Vorzug des oben gegebenen Kriteriums gerade
darin zu liegen, dass es in dieser Hinsicht nicht die geringste
Einschrankung verlangt.

7. Im Gbrigen sind die in jenem Satze, beziglich der
stenz und des Verhaltens von f (x) fur die Stellen X, einge-
fuhrten Voraussetzungen sehr weit davon entfernt, fur die
absolute Convergenz von £ a vXv nothwendige zu sein. Dies
geht schon daraus hervor, dass dieselben ja nicht nur die ab-
solute Convergenz von £a,,Xv, sondern sogar diejenige von
Ev*"'*ayXv nach sich ziehen. Man konnte darnach eine
schéarfere Form des fraglichen Kriteriums etwa dadurch erzielen,
dass man statt der ersten Derivirten eine solche mit &acht
gebrochenem Index] in Betracht zieht: flr seine prak-
tische Anwendbarkeit wurde indessen auf diese Weise kaum
etwas gewonnen werden.

Andererseits lehrt ein Blick auf die bekannte Weier-
strass’sehe Function (a<1, 6 eine ungerade ganze

#® Riem ann, Ges. Werke, XIX, p. 832. — Hadamard, Journ. de
Math. 4ieme StSrie, T.s (1892), p. 164.

Exi-
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Zahl, dass es Potenzreihen giebt, welche auf
dem Convergenzkreise absolut convergiren, ohne fur
irgend eine Stelle desselben eine bestimmte Derivirte zu be-
sitzen. Die Natur dieses Beispiels lasst zugleich deutlich
erkennen, dass die Existenz eines im allgemeinen endlichen
f (X) durch die absolute Convergenz von £avXvin
keiner Weise prajudicirt wird (&hnlich, wie etwa die
Convergenz oder Divergenz von Uber die Existenz eines
bestimmten lim —— nicht das geringste aussagt). Bedeutet
V—o00 6y-fl
namlich av(y= 1,2,3,. ..) irgend eine Folge reeller oder

complexer Zahlen von der Beschaffenheit, dass lim av= 0,
r=oo0
1

lim Jav [r~1, so besitzt nicht nur die Potenzreihe: $(a:)~X]a>Xr,
VIO

sondern auch jede aus ihr herausgehobene Potenzreihe:

(X) = £ aMxnv den Convergenzradius 1. Die zu ~a?) ge-

horige Function f{x) kann dann auf dem Convergenzkreise das
denkbar einfachste Verhalten zeigen, namlich fir alle Stellen
mit Ausnahme einer einzigen noch regul&r sein, gleichgultig
ob £ Jar | convergirt oder divergirt. Andererseits lasst sich
die Folge der natirlichen Zahlen my allemal (auf unendlich
viele Arten) so auswahlen, dass £ Jany|(also £ aM Xnv ab-
solut) convergirt und zugleich der Convergenzkreis eine
singuléare Linie fur J~amyxny bildet: bei passender Annahme
der ar und mr kann man insbesondere erzielen, dass die zu
~ 00 gehdrige Function f (x) fur unendlich viele, Gberall dicht
liegende Stellen X kein endliches f (x) besitzt. Mit anderen
Worten: Gerade derjenige Process, welcher hier die absolute
Convergenz der Potenzreihe *$(#) auf dem Convergenzkreise
zur Folge hat, namlich das Herausheben der Theilreilie
$(#) aus der Reihe ™M3("), zerstort in diesem Falle die Exi-
stenz einer im allgemeinen endlichen und stetigen Derivirten.

Beispiel: Man setze av= v mv= 2r. Die Reihe

5*
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$(*):£1>\-/- ar

convergirt fur N2\ = 1| nur noch bedingt, ausser fur die
Stelle x =1, wo sie eigentlich divergirt; fur alle Ubrigen
Stellen verhalt sich die zugehoérige Function regular, besitzt

also endliche Derivirte jeder Ordnung.

% 1
Andererseits convergirt die Reihe: —(X) = . X% auf
0

dem Convergenzkreise noch absolut, die zugehérige Function

besitzt aber fur alle Stellen X = m< (= 1,23, ...)

1 o
—-£»' X%
X o

keine endliche Derivirte, da die Reihe N (X) =

daselbst eigentlich divergirt und somit
fvQ = Ilim~(eX)=o00
Q am (e X)
wird (nach § 1, Nr. 2).

8 3. Potenzreihen, welche auf dem Convergenzkreise
ausnahmslos und dennoch nicht absolut
convergiren.

1. Ich habe bei friherer Gelegenheit] darauf aufmerksam
gemacht, dass zwar alle bekannteren Potenzreihen, die auf
dem Convergenzkreise noch bedingt convergiren, daselbst
mindestens eine Divergenzstelle besitzen, dass es nichts
destoweniger Potenzreihen giebt, welche auf dem Convergenz-
kreise ebenfalls nur bedingt, aber ausnahmslos convergiren.
Nachdem ich a a 0. einen allgemeinen Typus von Reihen-
coefficienten av mitgetheilt, fur welche ~ a vxy die fragliche
Eigenschaft besitzt, habe ich daran die Frage geknupft, ob sich
nicht auch im Einheitskreise analytische, durch geeignete
Singularitaten auf der Peripherie charakterisirte Func-
tionen angeben lassen, deren Mac Laurin’sche Entwickelung

» Math. Ann. Bd. 25 (1886), p. 419.
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auf der Peripherie ausnahmslos und doch nur bedingt
convergirt. Diese Frage kann auf Grund derjenigen allge-
meinen Betrachtungen, welche ich in einer anderen, oben bereits
citirten Arbeit]) angestellt habe, und durch Angabe sehr ein-
facher Beispiele in bejahendem Sinne entschieden werden.
Man setze etwa:

o) fix) =

sodass also:1)

@

fF(X)= 2>  Xv,
@ wo: a0=\ und fir v> 9 :av= (- IV!(v—l)x_j-

Die Function ist auf der gesammten Peripherie des Ein-
heitskreises noch regularen Verhaltens mit Ausnahme der
Stelle x =\ . Hier wird:

®3) f\) = lim fix) = 0,
X=

und zwar allemal, wenn x auf einen beliebigen Strahl aus
dem Innern der Stelle 1 zustrebt. Andererseits hat man:

(4) f(e°)= e*jcos(jcot—i-sin(jeot'Qj @& 0),

sodass also f{em) bei &= 0 mit unendlich vielen Oscillationen
endlich-unstetig wird. Die Fourier’sehe Reihe fur f(e**),
welche in Folge der Bedingung (3) und des im ubrigen durch-
weg regularen Verhaltens von f (x)1 mit der Reihe

zusammenfallt, ist alsdann fir — ausnahmslos3

1) Sitz.-Ber. Bd. 25 (1895), p. 346.

2 A. a 0. p. 356.

8) Vermoge eines sinnentstellenden Druckfehlers heisst es a. a. O,
dass die fragliche Reihe fur # = o, also fir x =, divergirt. Dass es
sich hierbei wirklich nur um einen Druckfehler handelt, geht daraus
hervor, dass ich an anderer Stelle (Math. Ami. Bd. 44 (1894), p. 54, Fuss-
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convergent. Sie kann indessen keinesfalls absolut conver-
giren, weil in diesem Falle die dargestellte Function /'(e"™)
ausnahmslos stetig sein musste. Somit ist die Potenzreihe
auf dem Convergenzkreise zwar ausnahmslos, jedoch
lediglich bedingt convergent. Fur x = 1 ergiebt sich dabei
insbesondere, auf Grund der Beziehung (3) und des Abel-
schen Satzes:
(5) )é>av: 0.1
Dieses Beispiel lasst zugleich deutlich erkennen, durch
welche Art von Singularitdten X' = e& die fragliche Conver-
genz-Erscheinung hervorgebracht wird: es muss lim f (x) einen

eindeutig bestimmten Werth besitzen, wenn x auf einem be-
liebigen Strahle von innen her der Stelle X' zustrebt;

andererseits muss bei &= #' eine Unstetigkeit erleiden,
welche immerhin noch die Convergenz der betreffenden
Fourierlsehen Reihe fur # = bestehen lasst, die aber dann

eo ipso deren absolute Convergenz definitiv ausschliesst.*)

note) ausdrucklich die Convergenz dieser Reihe (bezw. der damit gleich -
artigen:

e *= £ G/ (X— v fur x = o)

hervorgehobeu habe. Die Convergenz fir &= o folgt im Ubrigen
aus den von Du Bois Reymond angestellten Untersuchungen
Uber Fourier’sche Reihen (Abh. der Bayer. Akad. II. Cl. Bd. XII2
p. 37. 44), etwas einfacher aus § 4, Nr. 4 dieses Aufsatzes. — Wie
ich inzwischen, bemerkt habe, hat Herr Saalschitz die Coefficienten

I ] 00

der Reihe: 1= — ar xr zum Gegensténde einer sehr ausfuhrlichen

0
Untersuchung gemacht (Archiv der Math, und Phys. (), Bd. s (1888),
p. 305—35(») und hierbei auch einen (mir freilich nicht ganz einwurfsfrei
erscheinenden), auf asymptotischer Integration einer fur die Coefficienten
ay bestehenden Recursionsformel beruhenden Beweis fir die Convergenz
von £ ay mitgetheilt.

J Uebereinstimmend mit dem von Herrn Saalschiitz (a.a.0. p.334)

durch asymptotische Betrachtungen berechneten Resultate.
2 Vgl. auch § 4, Nr.s.



A. Pringsheim: lieber das Verhalten von Potenzreihen etc. 71

2. Die von mir friher mitgetheilten, am Anfénge dieses
Paragraphen erwahnten Potenzreihen (mit ausnahmslos be-
dingter Convergenz fur jx |= 1) sind von der Form:

(6) '‘H*a, x* = 'Em~\r mx*,

i i Jyiv
wo er in bestimmter Abwechselung die Werthe + 1 besitzt,
wahrend die Mv eine monoton in's Unendliche wachsende
Folge positiver Zahlen vorstellen, von der Beschaffenheit, dass
zwar:

(7 Mv> v

ist, dagegen 2j divergirt ~z. B. My— — N

nun zeigen, dass man, bei etwas anders gewdahlter Anordnung
jener Glieder-Vorzeichen fr, Reihen von analogem Verhalten
gewinnen kann, bei welchen die monotone Zunahme der Mv

nur in dem Maasse erforderlich ist, dass £ ~ convergirt,

sodass also im wesentlichen) nur
My >V v

zu sein braucht. Abgesehen davon, dass die in diesem Falle
zuldssige Wahl Mv= v ein besonders einfaches Beispiel
einer Reihe von der fraglichen Beschaffenheit giebt, so scheint
mir das betreffende Resultat aus dem Grunde besonders lehr-
reich, weil es eine bemerkenswerthe Erganzung zu dem Satze
in Nr. 4 des vorigen Paragraphen liefern wird.

Ich setze, wie in Gl. (6):

) © [V*]-1
(8) a,xr= X> ' .xr, wo:e = (—1) ,
1 1 Mv

* Genauer gesagt:
MvAVvmy, N

wo niv nur so in's Unendliche zu wachsen braucht, dass £ fily con-

vergirt (cf. Gl (20)).
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(dabei soll [Vv] die grosste in YV enthaltene ganze Zahl
bedeuten), und will darauf ausgehen, die schwachste mono-
tone Zunahme der Mv zu bestimmen, bei welcher die Reihe
2javxv fur |x |= 1 noch ausnahmslos convergirt.

Damit dies zunéchst an der Stelle x = 1 stattfinde, also
£ avconvergire, ist nach p. 46, Gl. (19) jedenfalls nothwendig,
dass:

lim ai+ N2 a2+ -- -+ Av_ q
d h. — m-
9) lim . = 0, wo: 0,= e+ e -f... +
00 -«IN

Die aus bestimmten Gruppen positiver und negativer
Einheiten bestehende Summe on nimmt bei successive wach-
sendem n unter anderen Werthen eine Reihe von Minimal-
bezw. Maximal-Werthen an, welche allemal dann auftreten,
wenn en das Schlussglied einer Gruppe negativer bezw.

positiver Einheiten bildet. Da ev= (— 1)N\] lund [yr\f]
jedesmal um 1 zunimmt, wenn v gerade eine Quadratzahl
m%erreicht, wobei dann also ev das Vorzeichen wechselt, so
sind jene Minimal- und Maximalwerthe von on charak-
terisirt durch die Bedingung n= nil— 1; und zwar ist das
betreffende Schlussglied enein negatives bezw. positives,
der entsprechende Werth von oHalso ein Minimum bezw.
Maximum, je nachdem n gerade oder ungerade. Man hat

nun fir n= 2p-j-)*— 1= 4 n
3 8 15 24
J— i i | -
Slr|e>| 24r| |,|+§v|el<|—%ﬁv.ev|4
@— @21+l

oty G M
(3-5)+ (7-9) + ...-f(4,z-1)-(4/< + 1)
(10) —.21i,
und fir n— 2fi)%— 1= 4/F— 1:
Wic-i= B—5+ 7—9+ ... @Afi—1)
(11) = 2+ 1.



A. Pringsheim: Ueber das Verhalten von Potenzreihen etc. 73

Hieraus ergiebt sicli zunachst, dass:

(12) lim r=s_ i, lim— t
tt=<D J/ 4 fi* -3- 4 ft P=>gl4 It — 1
und da die Folge der Gi= 1,2,3,...) offenbar den

unteren, die Folge der a44 i den oberen Limes von oH
definirt, schliesslich:

(13) Iimeg== - 1, lim-~ = + 1.
«=00 \n

Daraus folgt aber, dass die nothwendige Bedingung (9)
fur die Convergenz von £ av dann und nur dann erftllt
ist, wenn:

(24) mv> yv,
sodass man also setzen kann:

(15) Mv= Yv -mri wo: limmy= oo0.
V=00

Man hat nun mit Hulfe der Abel’sehen Transformation:

_ oy IMly Oft
=T 1 "~ X+

und daher, mit Bertcksichtigung von GL (15) und (13):

V> n Oy Vv-+ 1 . ttty+X — Vv =My
Ziyoy= Zjv y—Feeer — _
! ryv y v+ 1-wvH -wv

Daraus folgt, dass £ a, gleichzeitig mit der rechts

stehenden Reihe, also wegen: lim = 1, gleichzeitig mit
v=co Yy
der Reihe
j,Vr+ 1. — Vv -w,.
Vr + 1 -»nr+i-iw,

convergirt.
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Man hat nun:

VT+I-m+I-W -m y= (1|y) m-+1- w-

V7+1 .mr+lmv N+ iy . mr+in
= W (o lime = 4
lim = 1)
Ieig L owmpi—mv 1
fty mw\-my 2t% v-tny'
Da ——lUr dag allgemeine Glied einer convergenten

m,+i - mv
Reihe bildet, sofern nur Uberhaupt mv mit v monoton (wenn
auch beliebig langsam) in's Unendliche wachst,) so wird die

fragliche Reihe dann und nur dann convergiren, wenn £ -

convergirt. Darnach ergiebt sich also zunachst:
Fur die Convergenz der Reihe £av, wo:
rifvi_i 1 . .
av=(— 1) - .—¥=-— ist nothwendig, dass
yv - mv
lim tnr = 00, hinreichend, dass die mv monoton zu-

nehmen und £ — — convergirt.

3. Es lasst sich nun leicht zeigen, dass alsdann gleich-
zeitig mit £ av auch £ ayXy fur jedes von 1 verschiedene X
mit dem absoluten Betrage |X] = 1 convergirt. Man hat
namlich:

XXX+&+...+ X" )+aniX+X"'+.. . +X*),

1 1
also fur jedes von 1 verschiedene X:

(17) £> arX'= (dy—a,-\)-(1—X0n)

» Math. Ann. Bd. 35 (1890), p. 327.
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und, wegen limaM= 0, lim 11— X* |5™2:

(18) f>a, X-= . XYE£E>(a, - arti)-(1- X").
1 1— A 1

Da fur (jedes X und v): 11— X* |< 2, so convergirt die
rechts stehende Reihe sicher, wenn £ Jay— aw\ | convergent
ist. Da je zwei auf einander folgende Terme a,, aw\ gleiches
Vorzeichen haben, ausser wenn:

vz (A +1)'-1 = AA+ 2), v+ I=H + 1) (A= 1,2,3,...),

so findet man:
i*\ar- «+, 1= h (jgr- + &m (ft--- + ).

wo der Accent an dem ersten Summenzeichen der rechten
Seite andeuten soll, dass dieWerthe: v= X(I-\-2) (4=1,2,3, )
auszuschliessen sind: an die Stelle der betreffenden Glieder
treten die in der zweiten Summe vereinigten. Setzt man
diese letztere in die Form:

y>(_1_____ ,2y>_1J

und fugt die Glieder der ersten Summe noch zu denjenigen
der Summe SO wird:

(19)
sodass sich unmittelbar die Convergenz von £ Ja,— ay+i
ergiebt, wenn man noch beachtet, dass nach Gl. (15):
3f(AH)a= + 1) -
und sodann, wegen
> (i -f- 1) -Wati > A- nix,

also £ iTF— " . d h. convergent ist
I-nix
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Man findet somit schliesslich:
Die Reihe yV «. Y* wo? a..= (—'H

ist fir jX] = | ausnahmslos convergent, wenn
die mv monoton in dem Maasse zunehmen, dass
convergirt. Sie convergirt also nur bedingt,
V- mv
wenn andererseits die mvso angenommen werden,

dass £ -r}-— divergirt. Man setze z B.:
Yv-mv

(20) mr— (yv)% i», = (Igv)'+*, W, = Igr-(Iggv)'+* etc. (e>0).])

4. Da mit der Reihe Yj—"— a fortiori auch £ —
V-my V-

convergirt und \av\— -~ — | so folgt zunachst, dass bei den
yv-my

Reihen £ ayxy der betrachteten Art stets £ ] av R conver-

gent ist. Andererseits konnen aber die mv so langsam zu-

nehmen (z. B. mv= (lgr)I+0. "ass keine niedrigere Potenz,

als das Quadrat der Jar | eine convergente Reihe liefert.

Mithin erhélt man das folgende Resultat:

* Ein besonders einfaches, fiir Vorlesungszwecke geeignetes Beispiel
resultirt, wie bereits oben bemerkt wurde, fir:

viv= W, also: Mv= v.

Die Gleichung (19) nimmt in diesem Falle die Form an:

welche ohne weiteres die Convergenz der betreffenden Reihe erkennen
lasst. Andererseits ergiebt sich die Convergenz von £ Ov hier un-
mittelbar aus der (durch einfache Rechnung leicht zu verilicirenden) Be-
merkung, dass die positiven und negativen Glieder sich zu Gruppen
alternirenden Vorzeichens vereinigen lassen, deren Zahlenwerthe mono-
ton gegen Null abnehmen.
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Es giebt Potenzreihen (x) = XJayxv mit dem
Convergenzradius 1, welche far |x |= 1 noch
ausnahmslos bedingt convergiren, wahrend k= 2
der kleinste Exponent ist, fir welchen £]ay}
(also £aJ X v absolut) convergirt.

Die zur Reihe xv gehdrige Function f(x) besitzt hier
fur jede einzelne Stelle X der Peripherie einen bestimmten
()]

endlichen Werth (nédmlich den Werth £I* ayXy). Da ferner

die aus Gl. (17) durch Substitution von x fur X resultirende
Beziehung:

arxr — ------- @ —«+0(1- xy)+ 0,X  =—-mm-m-mmm- -
1— x \

erkennen lasst, dass die Reihe £ a, xv gleichmé&ssig conver-
girt im Innern und auf der Begrenzung desjenigen Bereiches,
welcher entsteht, wenn man aus der Flache des Einheitskreises
eine beliebig kleine Umgebung der Stelle 1 aus-
scheidet, so folgt weiter, dass f(x) nicht nur langs der ge-
sammten Peripherie mit eventuellem Ausschlisse der Stelle 1,
sondern in der Umgebung jeder von 1 verschiedenen Stelle
X vollkommen stetig ist. In der Néhe der Stelle x =1
kann dagegen ™ a rxv (und speciell auch G a KXr) ungleich-
massig convergiren (ich vermuthe, dass dies auch wirklich
der Fall sein durfte, obschon es mir andererseits bisher nicht
gelungen ist, einen vollstdndigen Beweis dafiir zu erbringen).
In Folge dessen braucht auch \f(x)\, wiewohl fur jede ein-
zelne Stelle x (incl. X) einen bestimmten endlichen
Werth besitzend, in der Umgebung der Stelle x = 1 nicht
unter einer festen Grenze zu bleiben. Fiur das etwaige An-
wachsen von [f(x) | in der Nahe der Stelle 1 lasst sich leicht
eine obere Grenze angeben. Da namlich:
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so kann der Werth von If(x) | fur x = g -e& niemals den-
jenigen von F(g) Ubersteigen. Dabei wird F(g) fur limg=-1
schwacher unendlich als (1— g)*, ja sogar um so viel
schwacher, dass nicht nur F(g), sondern auch F~g)l fiur
g< 1 integrabel bleibt.) Hieraus kann nun zwar die In-
tegrabilitat von |f (x) b auf jedem in den Punkt 1 von Innen
her einmiUndenden Strahle erschlossen werden: ob aber diese
Eigenschaft auch langs der Peripherie erhalten bleibt, ist auf
diesem Wege nicht ohne weiteres zu erkennen.2) Es kann dies
indessen aus der hier a priori feststehenden (absoluten) Con-
vergenz der Reihe £ al durch Umkehrung der in § 2, Nr. 4
benitzten Schlussweise gefolgert werden.

Hiernach genlgt also f(x) = £1yavxv den sammtlichen

fur die Gultigkeit des Satzes § 2, Nr. 4 geforderten Beding-
ungen und sogar noch den weiteren, fir jede Stelle X einen
endlichen Werth zu besitzen und, mit eventueller Ausnahme
der einzigen Stelle X = 1, auch vollkommen stetig zu bleiben.
Trotzdem giebt es, bei geeigneter Auswahl von my, keinen

Exponenten E< 2, derart dass £ | [ convergirt. Man kann
darnach sagen, dass der fragliche Satz das &ausserste leistet,
was aus den ihm zu Grunde liegenden Voraussetzungen ge-
folgert werden kann.

) Die Richtigkeit der ersten Behauptung folgt unmittelbar aus
p. 49, Fussnote; die der zweiten aus einem &hnlichen, den Zusammen-
hang zwischen der Abnahme (bezw. Zunahme) der Jav\und dem Un-

00

endlichwerden von lim £v ar gqv noch genauer préacisirenden Satze, den

ich bei spaterer Gelegenheit mittheilen werde.
2 Die gleichmassige Integrabilitat von f(x) selbst steht wegen der
absoluten Convergenz der Reihe £ * —jl—r - QY XH-i = Ny (x) dx wvon
0

l1v 1
vornherein ausser Frage.
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8 4. Zusammenhang zwischen dem reellen und imaginéren
Theile der Bandfunction.

1. Man hat, mit Beibehaltung der bisher angewendeten
Bezeichnungen:

(D) f(e-em)—Sl"(a,+ Ryi)e* me mfir g< 1,
und daher, wenn:

(2) f(Q -eM) = <p(Q.,0) + i-y>(q, d)

gesetzt wird:
)]
P(g, ft) = £ ” (ar cos — Bysinv &) - qv,
@ ~ 1 (e < i)
V (i7 ff) = 1 Ry cos v ff -]- ar sin v ff) - gv,

Far die Randwerthe ergiebt sich sodann:
4 flem) = o(ff) -fi-y(ff),
wenn q)(ff), y>(f) definirt werden durch die Beziehungen:
6) (#) = LIQ? P ), y ()= %,I)rzfll y> (a, )

Es werde nun angenommen, dass f(x) diejenigen (in § 2,
Nr. 3 naher erorterten) Integrabilitats-Eigenschaften besitzt,
welche das Zusammenfallen von XJ (a, + RBri) A& mit der
Fourier’'schen Reihe fur f(em) zur Folge haben. Alsdann
wird nach Gl. (6), p. 60:

1
5 (P02 + * e () “QBrt] -d

— Tt

a» + RBri

J (907 + * V() *sinv-dt),

also:
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av— i J*(p(rj)-cosvt]*d7]= N I*N(N-sinvil-N,
-2 -
©)
= ——Fgp(?)*sinvrj'drj = —J*y>(y)- cosvij-dt],
und:
(7) limaMv= 0, limRn= 0.
=00 *t=00 -

Wenn die Reihe £ ay fur irgend eine Stelle x =
convergirt, so mussen die beiden Reihen:

00

(8) 1 (avcos v ff — Rvsin v ff), El* (Bv cos v ff -j- Oysin v ff)

gleichzeitig convergiren — vice versa; und man hat sodann
nach dem Abel sehen Satze:])

o (ff) = Il\gﬂcmGDl (aycos v ff — Rvsin v ff),

9) M
Y (& = limE r(Bycosvff+ avsinv ff).

#“:00 1
Zur Beurtheilung der Convergenz oder Divergenz dieser
Reihen konnen dann zunédchst die bekannten Kriterien aus der
Theorie der Fourier’'sehen Reihen dienen, wobei also in der
Reihe fur o (ff) die Coefficienten a,, Bv als Functionen von
@ (ff) erscheinen, und als Convergenz-Bedingungen gewisse
Stetigkeits-Eigenschaften von @(&) resultiren (entsprechend so-
dann fur y>(ff)). Da sich aber av, Bvnach Gl. (6) auch als Func-
tionen von “p{ff) darstellen lassen, so ergiebt sich hier auch
noch die folgende, ganzlich ausserhalb der gewdhnlichen Theorie

1) Der Vollstandigkeit halber bemerke ich, dass, wie ein Blick auf
die Gleichungen (3) und (5) lehrt, das entsprechende Theilresultat auch er-
halten bleibt, wenn nur eine der beiden fraglichen Reihen convergirt.
uUnd man hat nach § :, Nr. > auch: o # = + oo bezw. v>#) = o0,
wenn die betreffende Reihe eigentlich divergirt.
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der Fourier’sehen Reihen liegende Fragestellung: Welche
Stetigkeits-Eigenschaften von Y (ff) sind erforderlich oder hin-
reichend, damit die Reihe fir <p(ff) bei einem bestimmten
Werthe ff Uberhaupt convergire?l) Die hierauf zu er-
zielende Antwort gilt dann in Folge der zwischen <(ff) und
y>(ff) bestehenden Reciprocitat (s. Ql. (9) und (6)) mutatis
mutan dis auch bezuglich der Convergenz der Reihe fur y (#).*)

2. Setzt man:

M
(10) I (ay cos v ff — RBvsin v ff) = W(ff) ,

so handelt es sich also um die Untersuchung von ,\iAra)qm(ff)

unter der Voraussetzung, dass fur av, RBv der zweite der in
61. (6) angegebenen Integral-Ausdriicke eingesetzt wird. Man
erhalt auf diese Weise zunéachst:

(11) H#) = o f)b(|?)- | sinv (j? — #)-<*.?,
—X
und da:
N sin v X= cos | X— cos (n f- -J X

B 2sin4 X

= | ~cot ~ —cosnX-cot”™ -f- sinn
so wird:

-f7t

(12 J *c o s w (» ? —&)drj\
wo:

1 Dass ihre Summe alsdann stets den Werth  (#) hat, folgt wieder
unmittelbar aus dem Abel sehen Satze (s. auch die vorige Fussnote).
2 Eine &hnliche Untersuchung des Herrn Tauber (Monatsh. f.
Math, und Phys. Jahrg. » (1891), p. 79—118) beruht theilweise auf an-
deren Voraussetzungen und verfolgt im wesentlichen andere Ziele.
1900. SitEungsb. d. math.-phya. CI. 6
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4, = J >?) -sin» (7 — #
13) %y *? @ )
= T7i(a, cos n ff — BHsin n ff)
also:
(14) limzL= 0

und zwar gleichmassig fur alle moglichen ff. Bezeichnet
man das andere in 61. (12) auftretende Integral mit Jn(ff), so
ergiebt sich, indem man §— ff — a substituirt:

(15) JIn(ff) J* ip(ff+ a)-cot™ - (1 —cosna)-da,
—

und wenn man sodann das Integrations-Intervall durch Ein-
schaltung des Theilpunktes — w« in zwei Theile zerlegt und
beachtet, dass, mit Hulfe der Substitution: a— a — 24 und
mit Rucksicht auf die Periodicitdt von y>(ff):
-
* a
) yj(ff+ a) -cotgm (1 — cosna) - da
Cnew
7L
= J* yj(ff-j-a) -cot”™ - (1 —cosna') -da’,
7

so folgt:

Jn(ffy= ~yj(ff  a)-cot“ -(1—cosna)-da

-7

(16)
= J {)P(M'a)—y}(ff— 0JJ Cot”™-'il— coswa)«da.

Bedeutet e eine beliebig kleine positive Zahl und zerlegt
man Jn(ff) in die beiden Theil-Integrale:
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17) + J r(d),

WO:
e

(18) W ()= I{y #+ a)—y(d—a)}=cot™-(l—coswa)-da,
0]

71

(19) «aM(™M)==J3% N+ «)-“ V[ (*~'a)},co™ (I~ coswa)«£ia,

e

so hat zunéchst Jrte($), in Folge der ausnahmslosen Stetigkeit
von cot”™ fUr e< a< n und der vorausgesetzten Integrabilitat

von y) (d) und |y>(#) j, nicht nur fur jedes noch so grosse n
einen bestimmten Werth, sondern es ist auch insbesondere:

g
(20) limJ*, (#) = f{v(®+ a)—Vx{&—a)}-cot™-da,
M=CO Je a
da nach einem bekannten Fundamentalsatze:
n
21 lim | &\-a)— (#—a)} - -cot —coswa -tfa= 0
(1) Jim 1@\ — (#—a)} oot -

e

wird. Diese Beziehungen gelten fir jedes noch so klein an-
genommene constante c¢> 0. Soll aber die Existenz wvon
lim e(#) auch bei unbegrenzter Verkleinerung von e
Nn=00

erhalten bleiben, so ist dazu nothwendig und hinreichend,
dass ausserdem noch lim«/”(d) gleichzeitig mit £ verschwindet,

d. h. durch Wahl einer oberen Schranke fur e beliebig
klein gemacht werden kann. Und sollen die beiden Gleich-
ungen (20), (21) fir e= 0 einen Sinn behalten, so ist des
weiteren erforderlich, dass die beiden Bestandtheile von

lim «/?(i?), namlich:
»=00 *

6*
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4,= J*y(») -sin» ({—0)

(13)

= 7 (ancos n# — Rmsinn ff)
also:
(14) limz*= 0

«=00

und zwar gleichmaéassig fur alle moglichen ff. Bezeichnet
man das andere in QL (12) auftretende Integral mit «/*(#), so
ergiebt sich, indem man A— ff — a substituirt:

(15) In(B)~ J* V (ff + fl)mcot” - (1 — cos na)- da,
-71-0

und wenn man sodann das Integrations-Intervall durch Ein-

schaltung des Theilpunktes — & in zwei Theile zerlegt und

beachtet, dass, mit Hulfe der Substitution: a— a'— 2 4 und

mit Rcksicht auf die Periodicitdt von rp(ff):

-7
*

| a
I Vp(ff j- @) - cot — (1 — cos na) -da

—7n—0
K
J y> (ff -j- &) - cot a. (1 — cosna) -da!,

so folgt:

I» (f)= J*V(&+ a)"coM - (1 —cosna)*da

- 71

(16) T
= J {y»(/>-}-a)—w(ff—a)}.cot] .(l —coswa)'da.

Bedeutet e eine beliebig kleine positive Zahl und zerlegt
man JH(f) in die beiden Theil-Integrale:
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@az) = +
wo:
(18) Jw #) = a)—yj(ff—a)}-cot-* (I—coswa)«<Za,
0
n

(29) */*,,(#)= I*{™N# + a)—y((#-—a)}«cotr*(I--cosna) «da,

e

so hat zunachst Jrie (ff), in Folge der ausnahmslosen Stetigkeit
von cot jr fiur efCa n und der vorausgesetzten Integrabilitéat
Li

von (ff) und |y>(ff) || nicht nur fir jedes noch so grosse n
einen bestimmten Werth, sondern es ist auch insbesondere:

T
i * = J— —_— -
(20) IIvl'!(nDJ o (#) Jf{v(#+a) V(&—a)} cotaErfa,
e
da nach einem bekannten Fundamentalsatze:
n

(21) lim ffy>@#+ a)— V (fi—«)} *cot 4 -cosna >da= 0
Mea J &

wird. Diese Beziehungen gelten fir jedes noch so klein an-
genommene constante « > 0. Soll aber die Existenz wvon
|I_Lrgo‘]ri’/ﬁ(f'f) auch bei unbegrenzter Verkleinerung von e

erhalten bleiben, so ist dazu nothwendig und hinreichend,
dass ausserdem noch Ii:r&) (ff) gleichzeitig mit € verschwindet,
L)

d. h. durch Wahl einer oberen Schranke fir e beliebig
klein gemacht werden kann. Und sollen die beiden Gleich-
ungen (20), (21) fur e= 0 einen Sinn behalten, so ist des
weiteren erforderlich, dass die beiden Bestandteile von
lim (#), namlich:

N=
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— J (@) -sinn (j — #)

(13) -
= 7 (a* cos n ff — RHsin n ff)

also:

(24) lim An= 0

Noo

und zwar gleichmassig fur alle moglichen ff. Bezeichnet
man das andere in GL (12) auftretende Integral mit JIn(ff), so
ergiebt sich, indem man  — ff = a substituirt:

(15) JH{f) = J* yj(ff-Ta)-cot”™ - (1 —cosna)- da,

- X &

und wenn man sodann das Integrations-Intervall durch Ein-
schaltung des Theilpunktes — w in zwei Theile zerlegt und
beachtet, dass, mit Hulfe der Substitution: a= a'— 24 und
mit RuUcksicht auf die Periodicitat von y>(ff):

- Tt
*

a
I yj(ff-f~a) -cotf£ nfl —cosna)-da

7t
)

J o(ff 4- a) -cot > (1 — cos na)- da,

so folgt:
fr

JIn(ff) = J*y) (ff 4- a) -cot~ - (1 — cosna)- da

- 7t

(16) +*

= J {v;C+ a)—  —a)}*cot"--(I—coswa)«da.

Bedeutet e eine beliebig kleine positive Zahl und zerlegt
man JMf) in die beiden Theil-Integrale:
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7) = +

WO:
e

(18) (#) = I*{y>#-f-a)—y>(&—a)}-cot-(l—cosna)-da,
0

71

(19) Jvef(ff)= J*{v>#+ a)—y>($—a)}*cot™*(I—cosna)«iZa,

e

so hat zunéchst J** (ff), in Folge der ausnahmslosen Stetigkeit
von cot”™ fur 6.<a<”7 und der vorausgesetzten Integrabilitét

von y>(#) und |y>(ff) | nicht nur fUr jedes noch so grosse n
einen bestimmten Werth, sondern es ist auch insbesondere:

B

(200 limJm (©) = fv'("+ «)—V(0—")FCot} da,

F.

da nach einem bekannten Fundamentalsatze:

71

(21) |I_i‘:mcg\]f {yf(ff-\- a) — yf(ff—a)} - cot 2 -coswa -da= 0

P.

wird. Diese Beziehungen gelten fur jedes noch so klein an-
genommene constante £>0. Soll aber die Existenz von
lim Jne(ff) auch bei unbegrenzter Verkleinerung von e

H =00

erhalten bleiben, so ist dazu nothwendig und hinreichend,
dass ausserdemnoch lim  (ff) gleichzeitig mit e verschwindet,

«=00

d. h. durch Wahl einer oberen Schranke fur e beliebig
klein gemacht werden kann. Und sollen die beiden Gleich-
ungen (20), (21) fir e = 0 einen Sinn behalten, so ist des
weiteren erforderlich, dass die beiden Bestandteile von
limJ~i??), namlich:

M@

6*
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Jw @ +H—v #—} cot] -da,
@) ;

lim J*yv>("+ a)—w(ff—a)}*c°fc™ ‘Cosna-da,

einzeln genommen die eben angegebene Eigenschaft besitzen.
In diesem Falle geht dann GL (20) in die folgende Uber:

(23) lim In(ff) = {v;("+ a)—wiP—a)}'Cot~-rfa.
H= QD JO
Dabei lasst sich noch das Integral (ff), wie auch jedes der

Theil-Integrale (22), durch ein etwas einfacheres Ersetzen. Da
namlich die identische Umformung besteht:

(24) IMW - 2 «»a).da
0
e
4" J {v,@®+ a)” V(™ a)}(1“"coswa)”cot —
0
und da:
a.cos| -2sin] a
(25) co té\ T '6

a-sm-

fur a = 0 verschwindet, so wird das letzte Integral in Gl. (24)
gleichzeitig mit e beliebig klein, und zwar unabhangig von n,
insbesondere also auch fur limn = 00. Hiernach wird also

lim (ff) allemal dann gleichzeitig mit e gegen Null con-
»=00

vergiren, wenn:

e

(26) lim f

V (ff 4- a) — W(ff — a) a
ti=co

—cos na)- da
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diese Eigenschaft besitzt, und das analoge gilt fiir die beiden
Tlieil-Integrale (22).

Bemerkt man schliesslich noch, dass aus Gl. (12) die
eigentliche Divergenz von £ (aKcosv# — Rysinvff) re-
8ultirt, falls lim In(ff) — + oo ist,) so kann man das Ergeb-

«=00

niss dieser Untersuchung in folgender Weise zusammenfassen:
Es ist:

a1

27) <ff)= "~ -lim I*y>(ff+ a)—tp(ff—a)} -cot~ -(1—cosna) -da,
«_® N

sobald dieser Grenzwerth exisurt; d. h. die Reihe

©
P#) = 21V(«v cos v ff — R sin v ff)

ist convergent oder eigentlich divergent, je nachdem
der obige Grenzwerth endlich oder unendlich gross
ausfallt. Als nothwendig und hinreichend fur
die Convergenz ergiebt sich, dass:

A limfEM»+ <m>-*(«-«). (1 _ 008, ,). t,
MOOJO a

gleichzeitig mit e gegen Null convergirt. Be-
sitzen schon die beiden Bestandtheile dieses
Ausdruckes, namlich:

(B) j*v (?7+ _«)_-
0

© lim f2EX D= V.= cosna- da

«=00 a
0

* Hierfur ist wiederum hinreichend, wenn der Grenzwerth (26) fir
irgend ein e~>0 unendlich gross ausfallt.
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diese Eigenschaft, so reducirt sich zugleich die
Beziehung (27) auf die folgende:

(28) P& = J{v>(#+ a)— (0—a)}-cot]-da.)
0
3. Vergleicht man die Darstellungs-Formel (27) mit der

gewodhnlichen (Dirichlet’ schen) Summationsformel:
e

29) <PpP® — ™ lim IJ¥<r(*+ «) + HFr—a)I"— -da,
" 0
SIiM2A+0)+9,(#-0)}+72Ji'(«)~--N«,
0

F(a)= {<2(#+ a)— <pi#+ 0} + {P&—a)—p —O0)},
so ergeben sich die folgenden fundamentalen Unterschiede:

1) Der Werth des Grenz-Ausdruckes (29) hangt lediglich
von den Functionswerthen @ (R) in unmittelbarer
Nahe der betrachteten Stelle ff ab, derjenige des Aus-
druckes (27) von der Gesammtheit der Werthe, welche
(R) fur — 7Lff< + n annimmt.

2) Die Convergenz von (29) basirt auf dem Verhalten der
Summe <p(#4"a) + q?(ff— a), diejenige von(27)bezw. (A)
auf dem Verhalten der Differenz %p(R-\-a)— \p(3—a)
in unmittelbarer Nahe der fraglichen Stelle ff.

3) Von den beiden fur die Beschaffenheit der Grenz-Aus-
dricke (29) und (27) bezw. (A) charakteristischen In-
tegralen :

*) Herr Tauber beweist die Gultigkeit von GIl. (28) auch unter
der Voraussetzung, dass nur das Integral (B) der angegebenen Be-
dingung genigt und dass an die Stelle der auf (C) beziglichen Be-
dingung die Convergenz der Reihe (0)= £ (B*cosv&4“ * #)
tritt (a a 0. p. 87).
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sinna 7 fl —cosna T
J

ist das erstere bei limn= co convergent, das zweite
dagegen divergent.

Nach alledem kommt die Convergenz des Ausdruckes (29)
zu Stande, wenn <p(ff) sowohl rechts, als links von der be-
trachteten Stelle ff gewisse Stetigkeits-Eigenschaften besitzt,
wahrend dieselbe durch das Vorhandensein eines Sprunges
zwischen 9?(#+0) und<p(# — 0) nicht alterirt wird. Da-
gegen wirde das Auftreten eines Sprunges zwischen o (ff -f- 0)
und y>(ff— 0) die Convergenz des Grenzwerthes (27) bezw.
(A) definitiv ausschliessen,]) wéahrend dieselbe allemal dann zu
Stande kommt, wenn \p(#) zu beiden Seiten der Stelle ff sich
symmetrisch oder doch nahezu symmetrisch verhalt,
mogen dabei diesWerthe von xp(ff + a) bei unbegrenzt ab-
nehmendem a auch Uber alle Grenzen wachsen oder unendlich
viele Oscillationen mit beliebig grésser Amplitude aufweisen.

Eine hinreichende Bedingung fir die Convergenz des
Integrals (C) bildet offenbar diejenige des Integrals:

{) j;ﬂﬁ+@—mm—a)d&
0

also die absolute Integrabilitat von ~ {y> (ff -f- &) — ip (ff— a)}

in der Umgebung von a = 0. Dieselbe zieht dann, wegen
Icos na |< 1, sofort auch die Convergenz des Grenzwerthes (C)
und somit schliesslich diejenige der Reihe fir <(ff), sowie die
Gultigkeit der Beziehung (28) nach sich. Setzt man fur den
gerade betrachteten Werth ff:

(30) pf a—yf—a= A)
so mag A (a) als das mittlere Stetigkeitsmaass von xp(ff)

J Naheres s. Nr. s dieses Paragraphen.
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fur jene Stelle ff bezeichnet werden. Die Convergenz des In-

tegrals (D) ist dann gesichert, wenn bei lima = 0:
(31) NA() |i (Igli -1g,-1 ... 1g* < (lg*~ ®> 0),
da in diesem Falle
y>(&+ o)— tpB—a) N d In-e
a “day&aj ’

also in der Umgebung von a= 0 integrabel ausfallt. Dabei
darf eventuell A («) im Intervalle 0 a £ noch unendlich oft
das Vorzeichen wechseln. Findet dies wirklich statt, so ist die
Convergenz des Integrals (D) und somit auch die Bedingung
(31) sehr weit davon entfernt, eine fur die Convergenz des
Integrals (B), (C) und somit fur diejenige der Reihe < (ff)
nothwendige Bedingung zu liefern. Setzt man z. B.

ip(ff) = sin}, so nimmt das Integral (B) fur # = 0 die

Form an:

(32) aji-ml.ic (—ajr-«*«),

0 ia

ist also convergent, wahrend A (a) = 2 sin—in diesem Falle

Uberhaupt nicht mit a verschwindet, sondern mit unendlich
vielen Zeichenwechseln um Null oscillirt. Ja es convergirt
hier sogar auch der Grenzwerth (C), d. h.:

(33) Iimzfl—-sin-,l,-cosna-da,
M ® t!oij )

also schliesslich die Reihe <p(0), d. h. die Reihe fur cosv an
der Stelle ff= 0. Dies kann zwar aus den bereits obenl)
citirten allgemeinen Untersuchungen Du Bois Reymond’s
gefolgert werden. Da es indessen bei der complicirten Be-

* p. 70, Fussnote.
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scliaffenheit derselben ziemlich schwierig und zeitraubend ist,
in die betreffenden Entwickelungen gentigende Einsicht zu er-
langen, so mag es vielleicht nicht ganz UberflUssig erscheinen,
den Weg anzugeben, auf welchem das fragliche Resultat direkt
abgeleitet werden kann.

4. Man schreibe in dem Integrale (33) m%statt n
bringe dasselbe sodann auf die Form:

EJ st Lcosm¥ .da
a a

(34) # °
= jsin (ma+ i)~ —jrin (» - -«—*-)—
0 0

Substituirt man in dem ersten der beiden rechts stehenden
Integrale:

w*a 4*—= 2/9,
a
so folgt zunéchst:
a= \(R+VR~Am=*), da= —(\+ —JIL=J)=+- - g—.
Da R = 4“0 fur a= 4“0 und B mit wachsendem a zu-

nachst abnimmt, bis es bei a = o den Minimalwerth R = m

erreicht, so hat man zu setzen

fir 0< a< —a= \ (BR— daz -
“ m m™ ri h VRB*-tn*

filr —< a< e: a= B+ Vp- ~»), da= —~n - -dB,
sodass also:

(35) +

0
Si(m+i)
- f + f -B~JL-dp.
J VR*— m% j V> — W

und
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Da fur 8 = m der Nenner nur von der Ordnung \ unendlich
wird, so wird die Convergenz der Integrale hierdurch nicht
alterirt. Man hat zunachst:

Sm+P .. + | mmmmmmemmmmmmmmemen
mrj3|n2J" | " dRA = m+ p+V2pm+p*
1 J Yp%— tril I J YR%— m% m
N m
also:
[[E
(36) Ym;-*’7!£:.d8-0,

meoo ¥ Y RF--tur
m

wenn p eine feste endliche (oder auch schwacher als m in's
Unendliche wachsende) Zahl bedeutet. Die restirenden Integrale:

(37) f-SM-.dR, f -RHL-df
J YBi—n? J  YR*—tr
m+p m+p

kénnen durch Zerlegung des Integrations-Intervalles in Tlieil-
Intervalle von der Form [kn, (k~ -, [(k+ £)n, (k+ 1)n]
in eine unendliche bezw. endliche Reihe von numerisch be-
standig abnehmenden Termen mit alternirendem Vorzeichen
umgeformt werden. Da es freisteht p und e so zu waéhlen,

dass m -f- jp, | (nile-f- - ganze Multipla von n sind, so ist

die Summe einer jeden dieser Reihen kleiner als das An-
fangsglied :

m+p4-,

Jf fm\L dR wo m p= kn), dli.< |/

YPZ-m% Hy |2pm+p'

»W+P

sodass die betreffenden Grenzwerthe fur limm= oo ver-
schwinden. Durch Zusammenfassung dieses Resultates mit
Gl. (36) ergiebt sich also:

€

(38) lim J*sin | a-f ~~= 0.
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Noch etwas einfacher gestaltet sich der entsprechende
Beweis fur das letzte Integral der Gleichung (34). Die Sub-
stitution :

»wa——= 2R
a
liefert zunachst:
=+ _Ji_
m"\ ) dfi m*\ ~V]p+mV ~VBE*+m'l
Da aber 8 — — oo fir a= + 0 und sodann B mit wach-

sendem a bestandig zunimmt, so entfallt hier die Zerlegung
des betreffenden Integrations-Intervalles in zwei Theile, und
zwar hat man zu setzen:

also:
(39) [« (--"«+ ;) "'V
0
™ C Ik sin2+ d
gm) VR*+m* gco YR -\drix

sm20Ri
J —_— -dR = 0) und, wenn man schliess-

lieh noch — B statt R als Integrations-Variable einfihrt:

(40) ) J sin 2/9 N

ein Integral, dessen Verschwinden fur limm = oo sich in der-
selben Weise ergiebt, wie flr das erste der Integrale (37).
Somit findet man schliesslich, wie behauptet (61. (33)):
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t
. . da
lim Isin - cosna-— = 0.
a a

W=X V
0

Ich bemerke hierzu noch, dass das Verschwinden von

f e

. C-1 . da . F 1 cos da
(41) lim “sm—smwa----—-,—lim_[Icos--- "..”\na--—--—--—-
0J a a wabJ a sin a

in analoger Weise bewiesen werden kann. .Und da die Integrale:

(42)
0 ~ 0

(Wegen:-l----l-- cot — s.a Gl.a(25)) offenbar das analoge

Verhalten zeigen, so ergiebt sich (durch jede der beiden
Formeln (27) und (29)) die Convergenz der in 8 3, Nr. 1 be-
trachteten Reihe:

(43) f(e8h= e jcos cot0 —i-sin  cotO |
fur ff = 0, d. h. der Mac Laurin’schen Entwickelung von

an der Stelle x = 1

5. Erleidet A («) (Gl. (30)) in der Umgebung der betrach-
teten Stelle ff nicht unendlich viele ZeichenWechsel,) so wird
bei hinlanglicher Verkleinerung von a durchweg A(a) = A (@) |
oder —— ;zf(a)], und die Bedingung der absoluten In-

tegrabilitat von ~ - A (a) ist dann keine andere als die der ein-

fachen Integrabilitat. Auch in diesem Falle ist die Bedingung
(31) keine nothwendige fur die Convergenz der Integrale
(B), (C), aber sie ndhert sich bei unbegrenzter Vergrosserung

* Damit ist keineswegs ausgeschlossen, dass #>(#) in der fraglichen
Umgebung noch unendlich viele Maxima und Minima besitzen kann.
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von x und Verkleinerung von g dem Charakter einer not-
wendigen Bedingung in dem Sinne, dass im Falle:

(44) P () Ife(lg, g, Ix(a),

nicht nur jedes der Integrale (B) und (C), sondern auch der
Grenzwerth (A) und somit schliesslich die Reihe p(B) eigent-
lich divergirt.

Um dies nachzuweisen, werde also angenommen, dass flr
O0< a”™ ei

(45) A(a)>g-Ay(@ bezw. < — g-Xx(a)
(wobei £ von vornherein so klein anzunehmen ist, dass Ig«B—

und somit auch X (a) positiv ausfallt). Alsdann hat man
behufs Abschatzung des Grenzwertes (A) zunéchst:

e e
(46) |J*~ ~ #1— coswa)*dtaJ>f/- J*—~ (1 — coswa) da,
0 0

und, wenn n von vornherein so gross angenommen wird, dass

fl

47 Jf; A . (l—cosna)-da = Jg~ -a’\ . (I —cosna)-da

4 X da J“ {a)_cosna - da
J a a

= Nt+ N t- N t.

Dabei ergiebt sich unmittelbar:
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Die Integrale Nx und Nt nehmen durch Einfihrung von

% an Stelle von a die folgende Form an:

(49) Nt /a\ 1-cosa ecaa da
J w a J a
Da ix fur a= 0 verschwindet und gleichzeitig mit a

monoton zunimmt, so hat man:

4 5

d h
(50) N. = ——, w0 0< &< 1,

sodass also Nx fur lim n= oo verschwindet.

Um zur Abschatzung von Ns den zweiten Mittelwerthsatz
anzuwenden, soll zundchst gezeigt werden, dass ” - kM far

1< a< nc monoton, namlich bestandig abnehmend, verlauft.
Man hat:
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Da im Integrale Ns (61. (49)):

I<a<we, also: —<-<w,
e a

o1 . W
S0 ist S—der kleinste Werth, den das Argument . bei der
Integration annimmt. Man kann nun e von vornherein klein

genug fixiren, sodass Ig*”~>1, also um so mehr ftir jedes in

Betracht kommende a: Ig* \;l> 1. Alsdann wird aber:
-> ->e*
ng_la e, IgK_Za e*, Us f,

sodass als Summe der in (51) auftretenden h negativen
Olieder ein durch Wahl von e beliebig klein zu machender
achter Bruch resultirt. Hiernach hat man aber fur das frag-
liche Integrations-Intervall:

g—r nimmt daseIE)st beszandlg zu, also — &V_)

bestdndig ab. Und man findet somit auf 6 rund des zweiten
Mittelwerth-Satzes:

£ re
= X J*cosa-da N Xx(e)Jcos a-da
(53) 1 £

2(£~ . A (A)Y£A 4 (), wor 0<JJNI<If

d. h. auch Ns verschwindet fir limn= oo.

Mit Bericksichtigung der éleichungen (48), (50), (53) geht
dann schliesslich 61. (47) in die folgende Uber:
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*(1—cosna)-da

g~ + (¢« +2V)i. (i) + 2 =m ,
Ig. 7

sodass also dieses Integral fur limn = o0 so unendlich wird,
wie Ig N y. Aus Ungl. (46) folgt sodann, dass der absolute

mn*7
Werth des zu untersuchenden Integrals d. h. des Grenzwerthes
(26) bezw. (A), also auchl derjenige des Grenzwerthes (27)
mindestens in derselben Weise unendlich wird und somit
die Reihe fur <p(ff) an der fraglichen Stelle eigentlich
divergirt. Man gewinnt auf diese Weise den folgenden Satz:

Die Reihe
®
) = x> («rcosvff Ry sinv ff)
1

ist eigentlich divergent, wenn »>p(ff -f- a) — xp(ff — a)
fur a<e constantes Vorzeichen besitzt und fir
lima= 0 nicht starker gegen Null convergirt,

als (lgj “ mN"eee]g*“) ~ej beliebig grossem h.

6. Hieraus ergiebt sich aber insbesondere, dass die Reihe
fur (p(ff) an jeder Stelle ff eigentlich divergiren muss, in
deren Umgebung die Differenz  (ff + a) — o (ff— a) Uber
einer positiven oder unter einer negativen Zahl bleibt.
Dies wird allemal dann der Fall sein, wenn y (ff) an der frag-
lichen Stelle einen gewodhnlichen Sprung*) erleidet, d. h.
wenn (# 4- 0) und >p(ff — 0) beide existiren und von

* s. p. 80, Fussnote.
2 Nach Dini’'s Bezeichnung eine Unstetigkeit erster Art. Vgl.
Encykl. der Math. Wissensch. Bd. Il, p. 29.
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einander verschieden sind; aber auch dann, wenn nur
lim xp (ff 4" a)>lim >»p(ff—a) oder lim ¥ (ff + &) <lim xp(ff—a).])
a=0 a=0 a=0
Bezeichnet man jede derartige Unstetigkeit als einen Sprung
schlechthin, so kann man also sagen, dass op{ff) allemal
eigentlich divergirt, wenn xp(ff) einen Sprung erleidet.
Und da offenbar analog das Auftreten eines Sprunges bei < (ff)
die eigentliche Divergenz der Reihe fur xp(ff) nach sich
zieht, so ergiebt sich der folgende Satz:
Die Potenzreihe ~5@#) mit absolut und beim
Uebergange zur Convergenzkreis-Peripherie
im allgemeinen gleichmassig integrabler Rand-
function f(em) ist eigentlich divergent an allen
Sprungstellen von f(eH).

Bezeichnet man andererseits als sprunglose Unstetig-
keiten solche, bei denen

lim>(ff 4" @) < lim»xp{ff—a), limx@®B 4-a)> limxp{f— a)
=H a=0 a=0 a0

und »xp(ff) in der Néhe der betreffenden Stelle alle zwischen

jenen Limites enthaltenen Werthe durchlauft, (wie sin i\r bei

X
# = 0), so zeigt das Beispiel der Potenzreihe fir ex—
(s. den Schluss von Nr. 4 dieses Paragraphen), dass deren Vor-
kommen die Convergenz der Potenzreihe an der betreffenden
Stelle nicht ausschliesst.

Man gelangt also auf Grund dieser Betrachtungen zu dem
folgenden, wie mir scheint, neuen und nicht unwichtigen End-
Ergebnisse:

Eineflr irgend ein zusammenhédngendesBogen-
stick ihres Convergenzkreises convergirende Po-
tenzreihe unterscheidet sich, als eine aus zwei

* Beispiel:

fari = L
1900. 8i(nuigab. d. mith.-phys. CL 1
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von einander abhangigen Fourier'sehen Reihen zu-
sammengesetzte Reihe, in sofern wesentlich von
einer gewthnlichen Fourier'schen Reihe, als ihre
Summe niemals Spriinge erleiden kann. Dagegen
ist das Auftreten sprungloser Unstetigkeiten
keineswegs ausgeschlossen.

In Folge dieses letzteren Umstandes, muss also jeder Ver-
such,) aus der blossen Convergenz von ~ (x) auf dem Con-
vergenzkreise die Gleichmassigkeit dieser Convergenz oder
auch nur die Stetigkeit der Reihensumme erschliessen zu
wollen, von vornherein aussichtslos erscheinen.

In wieweit dagegen umgekehrt aus der Stetigkeit von
f(e'9) auf die Convergenz von ~(e*) geschlossen werden
kénne (NB. allemal unter Voraussetzung der Identitdt von
$(e**) mit der Fourier’'sehen Reihe fur f(e**)) — diese Frage
erscheint vorlaufig noch als eine offene. Denn wenn auch
aus den Untersuchungen Du Bois Reymond’s*) hervorgeht,
dass es Functionen \p(#) giebt, deren Fourier’sehe Entwicke-
lung £ (vcosv# -favsinv& an einer Stetigkeitsstelle
&= & divergirt, so bleibt doch immerhin fraglich, ob nun
auch das zugehorige <p#) = £ (a>cosv &— bvsinvd) flr
&= & ebenfalls stetig ausfallt. Hiernach erscheint es zum
mindesten nicht ausgeschlossen, dass die Stetigkeit von

d. h. die gleichzeitige Stetigkeit von (piR) und
y>(R), stets die Convergenz von ~ (e zur Folge habe. Eine
hinreichende Bedingung flr diese letztere ergiebt sich im An-
schlisse an die Bedingung (31), p. 88, wenn man beachtet, dass:

(655) A= A{v(H «)-V #}—{y #—a—w@#H}
und dass im Falle der Stetigkeit von wegen:
p#+ 0)= v W» die Bedingung:

(56) Iw#E+ «)- w(*) I3 (Ig, ™ lg«™)~"-(lg« 1) ~e (f?>0)

') Vgl. Zeitschr. f. Math. 20 (1876), p. 370; desgl. 29 (1894), p. 128.
* Vgl. p. 70, Fuasnote.
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einerseits die Convergenz der Reihe andererseits mit
Rucksicht auf GL (55) die Existenz der Beziehung (31) und
somit auch die Convergenz der Reihe (B) nach sich zieht.
In Folge der zwischen tp(#) und y (d) bestehenden Reciprocitat
gewinnt man also noch den folgenden Satz:

Die Reihe ~(c*1D) convergirt an jeder Stelle
fur welche der reelle oder imaginare Theil von
stetig ist und ein der Bedingung (56) geni-
gendes (rechtes und linkes) Stetigkeitsmaass besitzt.

7. Die Relation (28), p. 86, namlich:

9W = /I (v(™+ «)—V((”™—"°0}- -cot] -da
0

kann zuweilen mit Vortheil sowohl als Summationsformel, als
auch zur Auswertung gewisser bestimmter Integrale ange-
wendet werden. Dabei ist aber zu beachten, dass sie in der
obigen Form nur dann gilt, wenn %{R) Uber das Intervall
(— n, - 7)) hinaus periodisch fortgesetzt wird (vgl. p. 86
den Uebergang von GL (15) zu Gl. (16)). Wird dagegen tpiR)
durch einen arithmetischen Ausdruck dargestellt, welcher an
sich eine nicht-periodische Fortsetzung besitzt, so hat man
die obige Formel durch die folgende, aus GL (12), (14), (15)
hervorgehende, ohne die betreffende Verschiebung des In-
tegrations-Intervalls zu ersetzen:

K&
(57) = J v (#4-a)-cot]- da.
—Jt—&
Um ein einfaches Beispiel zu geben, werde etwa gesetzt:
® Qn %o A
¥ (R) = i (— v 1-—- v d. h = 2_ fir —n< #< + n-

Alsdann wird:
N 1
?({5‘5\: 2> (— I}- '—COS—V#,

und daher mit Benltzung von GL (57):
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TX- &

"/ n, , cosvt? 1 f <
\£I> (—1) 1--—- VEREE T J # + a)-cotz-da

71- &
= — ] a-cot_-da,
J 2
—T
M- & 7t
(da: J* # -cot~-da= # -J*cot”™ -da= 0). Ferner hat man:
J* a*cot™«da = J a-cot™-da-f- J*a-cot™-da
— Jt— B — 7t ft -7t
77— &
= J*(a— 2Ji)-cot™-da+ J*a-cot—da
71— -7t
7t

= — 4sr- jNgsin]lj ™ Ja -cot” -da,

also
+T

/ I\ _1COSV# _, #, 1 C La J
2>(—!}»—*l— =]gc082 " 47Ja’ )

Daraus ergiebt sich fur & = 0:

- . N, = J— M1 =
4:7t‘]fa cot2 da i —1n 1V Ig 2

(wie Legendrel) auf anderem Wege gefunden hat) und somit
schliesslich:

n /( - 11}- I_QS\_/_CJ ----- g (2 coszgj\.

* Exercices sur le calcul intégral, T. Il, p. 200.



