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Sitzung vom 4. Juli 1896.

1. Herr Roperr HarTIG hiilt einen Vortrag: ,Ueber das
Absterben von Baumgruppen durch Blitzschlag.® Die
Arbeit soll anderweit verdffentlicht werden.

9. Herr H. Seenicer legt eine Abhandlung des Herrn
Dr. C. Charlier, Observator an der Sternwarte der Universitiit
Upsala: ,Untersuchung iiber die Methoden zum Tabu-
liren der Storungen der kleinen Planeten® vor.

Untersuchung iiher die Methoden zum Tabuliren
der Stérungen der kleinen Planeten.

Von Dr. C. Charlier,

(Eingelavfen 4, Juli.)

In der ersten Reihe unter den Aufgaben der rechnenden
Astronomie der Gegenwart steht ohne Zweifel die Berechnung
der Storungen der kleinen Planeten zwischen Jupiter und Mars.
Da es sich hierbei um eine Frage handelt, deren Lisung jeden-
falls sehr viel Arbeit und Talent in Anspruch nehmen muss,
und da ausserdem die gewiinschte Losung der Aufgabe so be-
schaffen sein diirfte, dass die ganze Rechnung nicht nach kurzer
Zeit nen gemacht werden muss, so wird es von Interesse sein,
die Methoden, die den Astronomen hierbei zur Verfiigung stehen,
von so vielen Seiten wie moglich zu mustern, damit man unter
den vielen Auswegen, die zu Gebot stehen, den mdglichst
zweckmiissigsten auswiihlen kann. Es ist iibrigens nicht zu er-
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warten, dass eine einzige Methode fiir alle Fille, die im Planeten-
systeme vorkommen, ausreichen wird; vielmehr wird es sich
wahrscheinlich herausstellen, dass die verschiedenen Werthe der
Integrationskonstanten verschiedene Behandlungsmethoden er-
heischen werden. So kann man sich z. B. folgendes Arbeits-
schema als plausibel vorstellen: Die Planeten, deren mittlere
Bewegung nahe commensurabel mit derjenigen vom Jupiter ist,
werden besonders gerechunet; unter den iibrigen kommen die
Planeten mit kleiner Excentricitit und Neigung zusammen in
einer Klasse; und zunichst kommen die iibrigen Planeten, unter
denen vielleicht diejenigen, die Jupiter am niichsten legen,
eine besondere Behandlungsmethode erfordern werden.

Man kann sich auch andere Gesichtspunkte bei der Be-
handlung des Problems denken: z. B. ob wman absolute Bahnen
nach Gyldén’s Betrachtungsweise rechuen soll, oder ob man
sich mit allgemeinen Stérungen begniigen darf u.s. w.; aber
anch dann wird man schliesslich doch nicht von den verschie-
denen Werthen der Integrationskonstanten absehen konnen, son-
dern man wird wieder auf die obige Eintheillung zuriickgefiilirt.

Im Folgenden werden zwei Vorschliige zum Tabuliren der
Storungen der kleinen Planeten auseinandergelegt und so weit
gefiihrt, dass man eine Uebersicht iiber die fiir das Tabuliren
zu fordernde Arbeit bekommen kann. Dieselben diirfen mit
Vortheil benutzt werden konnen bei Planeten, deren KExcentri-
citat und Neigung kleiner als !5 (12°) betragen, und es ver-
dient bemerkt zun werden, dass die Zahl solecher Planeten iiber
709 der gesammten Planeten ausmachen.

1t
Setzen wir zur Abkirzung
== €cos 7 ; p == sin ¢ cos £2
h=esinu; g = sin ¢ sin £2,

wo e, 1, 7z und £2 die Xxcentricitiit, die Inklination, die Perihel-
linge und die Knotenlinge des gestorten Planeten bedeuten,
und sind ¢, A, p’ und ¢’ die entsprechenden Grossen fiir den



Charlier: Tabuliren der Storungen der kleinen Planeten. 289

storenden Planeten, so lassen sich bekanuntlich die Stoérungs-
funktion und ihre partiellen Ableitungen als Potenzreihen nach
den positiven Potenzen von g, & ete. darstellen. Die Koefficienten
in diesen Reihen sind dann abhiingig nur von dem Verhiltniss «
zwischen den halben grossen Achsen @ und ¢ und von der als
unabhiingige Veriinderliche benutzten Winkelgrosse. Behalten
wir die Konstanten ¢, %, p und ¢ unbestimmt, geben aber «
einen bestimmten Werth, so kann man die Integration numerisch
ausfithren und erhalten nach derselben die Koordinaten als
Potenzreihen nach diesen selben Grossen g, L ete. dargestellt.
Um die Begriffe zu fixiren, nehmen wir an, dass irgend eine
Koordinate X nach der Integration durch die folgende Reihe
gegeben wird : T .
X=X X(e,u)ghpqy ¥ q,
wo wir, wenn die Indices bei X angezeigt werden sollen, setzen

ElUm'n’
X(e,u)=X (a, u).

klmn

Die Koefficienten X sind nun, indem wir vorliufic von den
sekularen Gliedern wegsehen, in Fourier’sche Reihen nach den
Vielfachen von « entwickelt, und die Koefficienten in diesen
Ausdriicken sind allein von der Grosse « abhiingig!); es wird
untersucht werden, wie sich das Tabuliren dieser Koefficienten
bequem ausfithren Jisst.

Zumiichst ist ersichtlich, dass eine derartige Tafel fiir die
Berechnung der Storungen der kleinen Planeten von dem grissten
Nutzen sein wiirde. In Besitz einer Tafel von den Funktionen X
hatte man in den Ausdriicken fiir die Koordinate nur die be-
sonderen Werthe von g, %, p, ¢ einzusetzen, um sogleich durch
einfache Addition die allgemeinen Storungsausdriicke eines be-
liebigen Planeten zu erhalten. Die ganze Arbeit um die voll-
stindigen Storungsausdriicke eines Planeten zn erhalten, wiirde
kaum viele Stunden in Anspruch nehmen. Weiter ist es zu
bemerken, dass wenn nach einigen Jahrzehnten die oskulirenden
Elemente des Planeten sich so viel geiindert haben, dass man

) Und von der Epocheliinge, von der wir aber hier absehen kinnen,
1896. Math.-phys. Cl. 2. 19
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eine Ungenauigkeit der Storungsausdriicke zu befiirchten hat
und somit neue Storungen berechnen will, so kann man dabet
wieder dieselbe Tafel benutzen und die neuen Storungsausdriicke
ebenso leicht erhalten.?)

Um beurtheilen zu konnen, in welchem Umfang eine solche
Tafel berechnet werden soll, habe ich in der beigefiigten Ta-
belle die 311 ersten kleinen Planeten nebst deren Exentricitiit
und Neigung zusammengestellt.

Man sieht aus dieser Tafel unter Anderem, dass zwischen
log a=0.41 und log @ =0.50 iiber 200 von allen Planeten
enthalten sind. Diese Planeten sind diejenigen, deren mittlere
Bewegung zwischen der zweifachen mittleren Bewegung von
Jupiter und der dreifachen derselben liegt. Fiir dieses Gebiet
von a (entsprechend a-Werthe zwischen 9.694 und 9.784) wird
also die besprochene Tafel besonders giinstige Resultate liefern.

Wir werden nun das betreffende Problem etwas niiher
antersuchen. Man kann in vielerlei Weise das genannte Pro-
gramm durchfiihren je nach der Wahl der unabhingigen Ver-
inderlichen 2« und der Wahl der Koordinaten. Alle diese
Methoden haben eine Eigenschaft gemein, aunf die ich zuerst
aufmerksam machen will.

Betrachten wir die Storungsfunktion 2 oder irgend eine
Ableitung derselben, so kann man dieselbe auf die oben ge-
nannte Form fiir die Koordinaten bringen. Setzen wir nun

Elmu kU m n
Q=X Q2(c,)ghpqg ¥ p q,
so haben die £ (¢, u) folgende Eigenschaft. Man kann setzen
2 (a,u) =2, (a, ) + 2 (e, d) cosu + . ..
+ 25 (a, dysin w4 ...,
w0
d*=1+4a*—2acos (b u+ B)

und 4 eine gegebene Funktion von « ist.

1) In der That braucht man nur die aus den neuen g, h, p, ¢ her-
rithrenden Korrektionsglieder hinzufiigen.
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Die obige Reihe fiir £ (e, «) enthiilt immer eine endliche
Zahl von Gliedern und zwar ist diese Zahl nicht grosser als

E+lt+mbnd K0 m 404 1;
weiter sind die Koefficienten immer von folgender Form:

k.

k_g
A5 + et + . +750+731‘/+7ftjt’

2 (a, 4y = T
wo wieder die Zahl der Glieder endlich ist und die % Funktionen
von ¢ allein sind. In Besitz einer Tafel fiir die Entwickelung
von A% erhalten wir somit leicht die Entwickelung der Funk-
tionen £2,. Wir werden einige von diesen Funktionen im Fol-
genden bilden.

Die einzige Ausnahme von der obigen Form ist, dass'in
einigen Ausdriicken ein Faktor sin (2« -+ I3) hinzukommt.

Wir werden jetzt zur Bildung der Funktionen £ iiber-
gehen,  Als Koordinaten werde ich Polarkoordinaten, bezogen
anf ein durch die Sonne als Origo gelegtes, festes Koordinaten-
system, wiihlen; als unabhiingige Veriinderliche wird die wahre
Anomalie des gestorten Planeten gewiihlt. In den Lagrange’schen
Differentialgleichungen

d*r db\? di\*  n
AN A RSP T
de* 7<dt) reos b(dt) t =7

wgey @l o o drdl o dbdl

7 cos bdﬁ—{—_)wa 7)(”-(”___7 whbsmb?l?}[t— )
2D drdb AN
(“2—*“27(”(”+1 sin b cos b T =R

fihren wir also statt ¢ als unabhiingige Verinderliche v ein
darch die Gleichung

rdo=Vcdt

. A |
und wenn wir gleichzeitig ~ statt » anwenden, bekommen wir
=
nach einigen Transformationen, die ich hier iibergehen kaun,
das folgende System von Differentialgleichungen :
19*
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P
9 £
a*,

¥
dvi+'7._l=—“11
o?
g 2‘*‘ CO§21/tn'b(1 _‘_t(,‘lb)_ C.
rdv="71¢ dt,

WO

Q) 2
ud=P~ri _*.2_3:8 If( i (“)-*- -TJ"{”)R;-‘L(H;

cos? b dv

f[cil;bef d@] dv

¢C=Rr*—2cositgh (1+tg2b)\f@r"dv—i tgb (1+tg2)[ @ r2do]*

Indem wir uns auf die Stérungen erster Ordnung be-
schriinken, konnen wir diese Differentialgleichungen folgender-
massen integriren.

Man setzt

)
l Z: = '7,) + 0
T
(B) . . . . - . I Z= lo + S
- bo + 2,
wo 74, {, und by durch die folgenden Gleichungen bestimmt sind:
d*, p p
d v* + > =l
cy.... {Z lo — os s =2
(C) 7 cos i (1 4 tg? b,)
azb
e ¥+ cos? i tg b, (1 4 tg2b,) = 0.

Zur Bestimmung von ¢, s und 2z bekommt man dann das
System
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A

apte=—4
14 tg?
(D) gz=cosi(tg2b——tg2bo)+ +cb' Z?J\Qﬁdv
dils 2i[1+ 4t b, + Btgt b)) - 2=C
d—?)z—{—cos'p g* by -+ 3 tg% 0, = (.

Wir bemerken, dass 7y, I, und b, nicht ganz mit den un-
gestorten Koordinaten zusammenfallen, da dieselben von v und
nicht von der ungestorten wabren Anomalie abhingen. Weiter
will ich bemerken, dass man ohne viele Abiinderungen in dem
Folgenden statt den Gleichungen (A4) bis (D) die Laplace’schen
Gleichungen mit [ als unabhiingige Verinderliche anwenden
kann. Ich habe die obige Form bevorzugt, nur weil die Ent-
wickelung der Storungsfunktion sich etwas einfacher gestaltet,
wenn v als unabhiingige Veriinderliche benutzt wird.

Die Integration von (C) giebt

Z;:l—{—gcosv—}-hsinv
0
) 1 sinbhy,=psinv — qcosv
cosidv
ly=

1 —sin®isin? (v — Q)
1 . 1
=fyI== 4(1)2“([2) sm2v 4 S pgeos2o+ ...
Indem wir setzen
2) V=u@w—c)+c¢
bekommt man fir »° den Ausdruck:
(B)v'=V-2u(gsinv-hcosv) + 2 (¢ sin V=1 cos V)
3 . !r ? ’ . lr 147
+:1‘“ [(g*-h¥)sin2v -2 gh cos 2@]+4)(_(/ 2-J/ Y sin2 V- ;; g hcos2V—
~2ugg'[sin(v=V)+sin(v+V)]+2 thg’ [cos (v- V) +cos(v+ V)]

~2ugh'[cos(v—V)-cos(+V)]+ 2wl [—sin (0- V) +sin(v+ V)]
S
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Mit Anwendung dieser Werthe von 7y, f,, b, und v wird
nun die Storungsfunktion entwickelt. Diese Entwickelung ge-
schieht nach der von mir in meinem Aufsatz: ,Studier Ofver
tre-kroppar-problemet® I1.}) benutzten Methode, die ich kurz
auseinandersetzen werde.

Indem wir setzen

7.27. 7.'2.
(4) . . . . . . I) == 7_113 - ;.125
0 1st
1 33
— P P=DH—
) B o
12 Q = Dr 31
- ]
-7;&" .R ]) "é'l’)',

wo H den Winkel zwischen dem Radius Vektor des gestirten
und des storenden Korpers bezeichnet, also

. l . ’ . . ’
H = cosbceoslcosl cosl -} cosbsinlcosd sinl 4 sinbsinb'.
. . 1 . .
Die Entwickelung von -, geschieht nun in folgender
te] 7 3 te] D
Weise:

Es st
¥2=92 Ly —2py H

und also, wenn wir setzen

B=a*+a*—2ad cosw,
Wwo
w=v—V=(_0—p)v4+uc—=¢,
und
"= a2t T,
so ist

’ ’
F=9472—2¢¢ H —a>—d?+ 2aa cosw.

1) Bihang till. K. Svenska Vet. Akademinsg Skrifter. Bd. 19.
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Fithren wir jetzt die Bezeichnungen

r=a(l+o); v =20 (1-+0); H=cosw -+ u
ein und heobachten, dass man statt w fiberall 4, einfiithren
kann durch die Relation

¢ 2 ‘2 __ 42

2aa cosw=a’-+ a 42

und die darauns abgeleitete
4a*a®sin*w=4a%a"? - (a* + a'* — £2)*,
so bekommen wir
— £ 2 2 2 2y 5’ ‘
B F=(a®*—a*+4d)e— (@®—a*— 430 —2aa u
+at e a0 — (@ +a?— A)od —2ad'u(o+ o) —

—2aduog,
und da

1

N 2.1 JFFE 15F:
q."3=(J5+F) )

=59 N B
4y 24y 8 A4
oder nach Einsetzung des obigen Ausdruckes (5) fiir [

1 1 3 (a.2 —a’? . 1 4 3 (a.'Z —a’? 1 ,
== — ———+ —=]e+ 5 — —-—]e
73 Jg 2 /Ig J?j h 24 /J'; A3) %

CBadu 15 (@ a6 at—10a? 1
4 T < 7T TEs +;13>92+ .

und wenn wir setzen
—— \" ko1 ,m
D_}-’Dklmg o u

erhalten wir somit, indem wir gleichzeitig

a
=
a
2
5 b d
(6) ,_'13=1—}—a2—2acosw=-a,§

einfithren, folgende Ausdriicke fiir die Koefficienten D :

a?

Dooo s VR

a2
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Digo Z'_Jsﬁ"—i"z]a_za‘z
Dy D10
3a
Dom F"
D 15a*(1—a??* 3 (14 10 .
e I E R
15 @ (1 — «*)? a’(l—da) 3 «? .
Do =g~ i Ttgs—3e
15 ot
D002 ='2" A7
1)(12(1—cz22 at 1 «®
Duo:_—‘[v 2 +3 T4 l’+4“.2
1)(13(l—a2) 3 ad
DlOl =+ B I 9 45
15 o (I—az) 3 a?
Du==3""p —om= Dm

Jetzt setzen wir

1 ’
(7) ’Nl, A E Pklm Qk 4 : u"

und die Koefficienten P, = erhalten dann folgende Werthe:

la(l—e?) 1a 1 1
Poo=y = T ¢(H@)+yed
Ba(l—ae® la(l4a) 1«

P, — ; . ) ; (A3 1‘]—a(l—l—az)-i*a;l2

Poo=— P

p 3a*(l—ea?) 1a® 2

mTmy AT 2B
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Bea(l—ea?)?®  « (21—=6a*—15a%) a b — a?

P =15~ 0 10 pE T T
« 1 2 1 5
P 15 (1 —a?)? 9a1+2a2:37a4‘_3_c_t 1—}-3_0:_2_
=i g 1 5
a 3 3
f(;j—ga(l—f—az)—l—z—aAz
151 4a?) 3 o
Poe ="y T4
Ba(l-a?? 1a(lb4+6a*-21a¢*) 1a(l-5a%)
Puo=—g= g Ts T s B
+:C‘l+2a(1+a2)—2axlz
: 15 et (l —at)? 3a*(l+4«) 1
Pm=y = g "o a2
Py =— DLy

Die Entwickelung von @ und B ist von eben derselben
Form. Wir begniigen uns aber mit den obigen Angaben der
Koefficienten £, da es hier hauptsiichlich auf die Beurtheilung
der bei dem Tabuliren nothwendigen Arbeit herauskommt.

Nachdem jetzt die Entwickelung in der Form (7) erhalten
ist, hat man die Ausdriicke fiir o, 0 und w einznsetzen. Diese

S N

Ausdriicke sind bis zum zweiten Grade in g, I etc. die folgenden:

g=—gcosv—rsinv- ; (*+h%) + -{1) (g*=1*) cos2vt+glhsin2v
¢ =—yg cos(v—w) — I sin (v— u:) +
- 1egg [—coswcos(2v w)]+ phy[—sinw + sin (2v—w)]
+ ; g gl —cos2®—w]—g hsin2(—w)+
+ wgh' [sinw+sin(2v— w)] - whh [cosw+ cos(2v —w)]

+ % W I [1 4+ cos 2 (v—w)].
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1= sin w [ —2u{gsinv — hcosv) 42 (g sin (v —w) — ' cos (v—w))]
- costw[— u* (g + h?) + 1?(9* — 1*) cos2v + 212 ghsin2v
— (g1 (g% =) cos 2(v—w) 429 h'sin (20— 1))

3 .
-+ sinw [Z w(g* —7h*)sin 22— 2 ghcos2v)
5 ’ ’ - 5 ’ ’
+ I(‘(/2 —h*)sin 2 (v — w) — 5 9 Iocos 2 (v —w)
+ 2ugg [cos21w —cos2(v—w)]—2u gl [sin2w+sin 2 (v —w)]
+ 2uhg [sin 210 —sin 2 (v —w) |+ 2 whl [cos 2w + cos 2 (v —w)]

]- ’ ’ ’ ! . 1 ’ ’ .
+ 5 (Patpa—pg—p Qsinv—w)—, (pgd—p'g)sinw

1 . / 1 . ,
— [a=g)*~(p-p)*Jeos(2v-w)— [(g-¢)*+(p-p)] cosw
Diese Werthe von g, ¢ ete. in (7) eingesetzt geben uns
nun die gewiinschte Form fir . Wir schreiben
(3) 77%&' MPP=A400)+ d(c-Deosv+ A(c-2)cos2v-4-. .
+ A(s-)sine -+ A(s-2)sin20 . . .,

und die Koefficienten 4 werden dann nach Potenzen von g, ¢ ete.
entwickelt; eine Entwickelung, die wir schreiben:

Klmin B lma U m n

© . .. A=24,,.. vhpaglpq.
Die ersten Koeffizienten in dieser Entwickelung — bis zum
zweiten Grade — werden wir jetzt anfithren:

Entwickelung von A4 (0)

(enthiilt nur Glieder geraden Grades in g I ete.).

0000
4 (0) = Py
0000
1 1 .
AO))y=— P, —urcosw Py + 5 Pogo + 2 1%sin> w Py,
2000 2 2 2

1) Wenn bei einer Funktion die Indices oben oder unten nicht ange-
zeigt sind, so soll das bedeuten, dass dieselben sitmtlich gleich Null sind.
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A (0) = A (0)
0200 2000
2000

1 1 .
A(0) = 5 Pyo—cosw P 4+ 5 Py + 2sin*w Py,

0200 2000
A0)=A(0)
1000 )
. 5) . s =
A}(w(()((:) = Py, 1t cos w4 2ucos 2w Py — 4 cosw Py, sinw -+
' 1
-+ g €08 W P, A sinw Py sinw 4 wsinw P sinw
0100 1000
A(0)=4(0)
0100 1000
1000 . . . .
A= —P, usinw-+2usin2wP.  —4usinwP, , sin?w
e 010 001 ¢ 002

1
I tas e o] : o 2 .
4 5 sinw P o —cosw Py sinw — pcos w Py sin w

4100 1000
A(0) = — A (0)
1000 0100

Die Glieder, die vou der Bahnneigung abhiingen, schreibe
ich besonders aus. Dieselben Jauten:

l + ’ . l ’ 7y
— o (g —pg)sinw Popy — - [(p—p)*+ (g — q)*] cos w Pyyy.

intwickelung von 4 (¢-1)

(enthillt nur Glieder ungeraden Grades in g, h ete.).

A(c-1)=—P
1000 100
A(c-1)=2usinwP
0100 001
1000
A(c-1)=—Pcosw—2 Psinw
010 001
0100
A(c-1)= Psinw—2 P sin w cos w.
010 001

Die iibrigen Koefficienten sind Null.
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A(s-

1000

A(s-

0100
1000

A(s-

0100

A(s-

Afc-

2000

A(c-

0200
2000

A(c-

0200

A

Ale-

1100

1100

Afc-

1000

Ale-

1000

0100

A(c-

0100
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Entwickelung von 4(s-1).

)=—A(c-1)
0100

D=+ A4(c-1)
1000
0100

N=-—d(-1)
1000

D=+ 4(@-1)

Entwickelung von 4 (c-2).

1
2) = P+u2coswP+ - P —22sinw P

100 o 2 200 002

2= — A(c-2)
2000
5

2) = —- P cos2w -+ Peosweos2w— I sinwsin 2w

2 o010 001 oo1 4

1 . : ..
—l—2» cos2w P — 2cos 2wsin*w P + sinwsin 2w P

020 002 011
2000
)=—A4(c-2)
3 . .
= —_usinwP —L2usinw P
2 001 101

.
. . L3 I
2)=1Psin2w — 2coswsin2w P — _sinwcos2w P —

010 001 ~ 001
—sin2w P 4 4sin2wsin?w P 4 2 cos 2 wsinw P
020 002 011

2)—-,ucoswP—"ycosZwP—l—zlucoswsm w P+

001 002
1 . . . . >
+ —cosw P+ sinwsinw P — e sinwsin w I
2 110 101 ot
1000
2y=—A(c-2)
1000
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1000

A(c-2)=—usinwP+2usin2wP —4 usin wsin®w P —
0100 010 001 002
1. . .
—, sinw P -+ coswsinw P — pcoswsinw P
2 110 101 o1
0100 1000
A(c-2)=A(c-2)
1000 0100

Hierzu kommeun die Neigungsglieder:

1 ’ ’ ’ . ]- ! !
- glpatrg—pa- palsinwl+[(p -p)* (g -¢)*]coswP
001 001

Entwickelung von 4 (s.2).

1

A(s-2y=— ;A (c-2)

2000 2 1100
A(s.2)=— A(s-2) -

0200 2000

2000 1100
A-2)=—_A4(c-2)

0200 2000
A(s:2)=—A(s-2)
A(s:2)=2A4(c-2)

1100 2000

100 2000
A(s+2)=2A4(c-2)

1000 1000
A(s-2)=—A(c-2)

1000 0100

0100 1000
A(s:2)=—A4(s-2)

0100 1000

0100 1000
A(s:2)=A(c-2)

1000 1000

1000 0100
A(s-2)=A4(s-2)

0100 1000

und die Neigungsglieder sind:

1 + 7 ! 1 1 t /
5 (pPa+rq —pqd—p'q)cosw P—li— o p-p)-(q-¢)*] Psinw.
o012 001
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Da so viele von den Koefficienten einander gleich werden,
so wird die Zahl der zu tabulirenden Funktionen nicht so gross,
wie es im Voraus zu erwarten war. Bis zum ersten Grade in-
klusive sind nur 5 Funktionen zu tabuliren, fiir den zweiten
Grad kommen noch 12 hinzu.

Setzen wir die frither erhaltenen Ausdriicke fiir P, ein,
so werden die A direkt als Funktionen von A erscheinen. Es
werden unten diese Funktionen bis zum ersten Grade inklusive

angegeben. Bs wird

) 1 a(l-—a? 1 a
T i TRl
G 1-ea?2)> 1 14+a?) 1 ,
Algcl) _ia( Jﬁa) +2a.("-:’(f)+4(;—}—(l(l-i-(tl)—(l.lQ
21 2 2
A 1)= <: CL-(]-P “) als — 2 a'*) sinwt
o : :
( — ) (1 — )‘l 19 —6a? — 5at 1T —
A(C 1) = s T L q

I
— (e = g2 w) -

01 ) 9 2 Q.9 3 1— 2 )
A(c-l):[_ C.ul_ C;?l(sl"',‘“f)_}_ a() lda)—f— ]smw.

Wie friiher bemerkt, sind also — und das gilt allgemein —
die Funktionen 4 entweder von der Form ' (A) oder I (1) sin .
Das numerische Tabuliren derselben geschieht fusserst bequem,
wenn man frither in Besitz einer Tafel fiir die Entwickelangs-
koefficienten von 4° ist. Gesetst

1
(19) [14a*-2acosw] 115 BO+28Weos w425 cos2w - ..,
Yo )

1) g, das Verhiltniss zwischen den mittleren Bewegungen, hiingt
/7 (=] D ’ [=]

i

von « und von den Massen ab.  Annithernd ist g =a “°.
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so sind bekanntlich die Koefficienten p® fiir gewisse Werthe
von s tabulirt in dem Runkle’schen Tafelwerk!), jedoch fiir
den jetzt vorliegenden Zweck in ungeniigender Umfassung.
Dagegen sind von Masal sehr ausfithrliche Tafeln vorhanden
iiber die Entwickelungs-Koefficienten in der Entwickelung von
der Funktion
[1 — a®sin® w]~s,
aus welchen die Werthe von S abgeleitet werden konnen.?)
Der Bequemlichkeit halber emptiehlt es sich, auch Tafeln

fiir die Funktionen

sin w

AS
zu berechnen. Sie sind indessen aus den Tafeln fiir 4° sehr
leicht zu erhalten, da man hat )

1.
(1) ' sinw 1 fz &£
A2 T sa duw

Nachdem 1in dieser Weise die P, ¢ nnd B tabulirt worden
sind, werden die Ditterentialgleichungen (D) fiir jedes « integrirt.
Die Integrale werden zweckmiissie auf die Form

o=00)+ R(c-1)cosv+ RBc-2)cos2v+ ..
+ R(s-D)smov+ B(s-2)sin2v 4 . .

gebracht, wo die Koefficienten R, nach Potenzen von g, I ete.
entwickelt, somit fiir jedes « tabulirt sind.

1L

Die zweite Methode zum Tabuliren der Storungen der kleinen
Planeten werde ich nur kurz skizzirven.

Dieselbe beruht wesentlich auf die Einfiihrung des Gyldén’-
schen diskontinuirlichen Argumentes, und zwar vor der Inte-
gration der Differentialgleichungen.

) Smithsonian contributions to knowledge Vol. IX.

9N« : . Q0

%) Siehe Bulletin Astronomique Jan. 1806, wo der Zusammenhang
zwischen diesen Koefficienten von ladan auseinandergesetzt worden ist.
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Erinnern wir kurz an die Higenschaften des von Gyldén
eingefiihrten Argumentes.?)

Die Stérungsfunktion und ihre partiellen Ableitungen sind
urspriinglich von den Koordinaten des gestorten Korpers so wohl
wie von denen des stérenden Korpers abhiingig. Um die Inte-
gration auszufithren, driickt man nun die Koordinaten beider
Korper durch eine einzige Veriinderliche aus, und zwar gewdhn-
lich indem man die Ausdriicke in trigonometrische Reihen ent-
wickelt. Diese Reihen schreiten aber nicht nach den Vielfachen
eines einzigen Winkels fort, sondern enthalten, wie man sich
ausdriickt, zwei ,Argumente. Nennen wir das eine Argument v,
so wird das andere wwv, wo u gleich dem Verhiiltniss zwischen
den mittleren Bewegungen der beiden Korper ist. Die erhaltenen
Reihen sind also von der Form

— Ccos .. .
2 dij g, o —juw).

Konnte man jetzt cos v und sin g v nach den Vielfachen
von v entwickeln, wiirde man die formell viel einfachere Ent-
wickelung

= cos
B v

fgin

. CcOS . w e
erhalten. Solche Reihen von oy v sind auch miglich zu er-

halten, konvergiren aber so langsam, dass dieselben praktisch
unbrauchbar werden. (yldén hat nun gezeigt, wie man durch
einen Kunstgriff Reihen der gewiinschten Art erhalten kann,
die gut konvergent sind, welche aber fiir jeden halben Umlauf
neue Koefficienten bekommen. Man erhiilt nimlich

l/-‘:i o V-:l m T man n l/r_ Ly

(12) P = ZJ(_ 1) Oy € L]

1) Siehe Gyldén: _Grunddragen af en method for beritkning af
absoluta storingar®, Bih. till. K. Vet. Akademins Handlinger, Bd. 2, und
Charlier: ,Ueber die allgemeinen Jupiterstorungen des Plancten 17
Thetis* K. V. Akademins Handlinger Bd. 22.
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wo m eine ganze Zahl ist, so gewiihlt, dass
T 7T
—— <y —ma<
2 = — 2

und o, bestimmte Zahlen bezeichnet.

Die Koefficienten in der Summe rechter Seite sind nunt)
fiir alle geraden Werthe von m gleich und ebenso fiir alle un-
geraden, und folglich hat man praktisch nur zwei verschiedene

. cos .
Entwickelungen von gin V- Diese enthalten ausserdem den

Winkel m psr, der fiir jeden halben Umlauf den Werth #ndert,
und dieser Winkel ist das Gyldén’sche diskontinuirliche Argu-
ment. Wir nennen es X ?), so dass

X =muzr.
m

Fiihrt man dieses hinein, so wird nun unsere Reihe die Form
as) . . . . . . }313,.;';’5“,
bekommen, wo aber jetzt I; von dem Argument X, abhiingt
und somit fiir jeden halben Umlauf den Werth #ndert. Man
erhitlt
(14) . . Bi=b, 4 b, cos X,, + by cos 2 X,, -+
4 e sin X, Fesin2 X, 4+ ..,

wo die b und ¢ zwei Werthe haben, den einen fiir gerade m,
den anderen fiir ungerade.

Nun kann man das Arcument X,, entweder vor oder nach
der Integration einfithren. In der citirten Abhandlung habe
ich bei der Berechnung der Thetis - Storungen X,, nach der
Integration eingefithrt, und es ist offenbar, dass man auch so
Verschiedenes gewinnt. Indessen diirfte es zweifelsohne in den
meisten Fillen vortheilhafter sein, schon vor der Integration

) Wie man aus dem Faktor (— 1)™" sieht.
3) Bei einer thatsiichlichen Rechnung empfiehlt es sich, einen etwas
verschicdenen Werth von X,, zu benutzen, niimlich

X, =nma—c) 4.
1896. Math.-phys. CL 2. 20
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das Argument X, einzufithren, besonders wenn man die im
Folgenden vorgeschlagene Behandlungsweise benutzt. Wir
nehmen der Einfachheit halber an, dass es sich um die Inte-
gration einer linearen Differentialgleichung ersten Grades
(z. B. fiir ein oskuolirendes Flement) handelt, und dass X
schon eingefithrt worden ist, so dass die zu integrirende Glei-
chung lautet:

dF
T

(15) 20 Bicosiv,

wo die By, wie die Formel (14) zeigt, vou X,, abhiingt. Die
Integration der Gleichung giebt dann:

ey . . . F=konst.—{—2‘;%B,.siniv.

Es zeigt sich also, dass kein einziger Koefficient bei
der Integration vergrossert wird. Die ,kleinen Divizoren®
werden aber desswegen nicht ohne Einfluss auf das Integrations-
resultat sein. Diese wird piamlich fiir jeden halben Umlauf
geiindert, so dass, wenn wir dieselbe C,, nennen und mit ¢,
eine absolute Konstante verstehen,

Con=1cy+c,cos X;, +cyc0s2X,, + . ..
+ossin X s, 8in 2X,, 4 L

und zwar bekommt man zwel solche Reihen, eine fiir gerade m,
die andere fiir ungerade.

Da nun bei der Integration kein Koefficient B vergrissert
wird, und da also diese Koefficienten, die mit der Masse multi-
plicirt sind, immer klein sind, so wird die Integrationskonstante
C, die Hauptrolle spielen. Man kann sich deswegen mit dieser
Integrationskonstante begniigen und die mit den B multiplicirten
Glieder vernachlissigen, um so mehr, da sie simmtlich kurzer
Periode sind.

Unter Anwendung desselben Verfahrens wie in der vorigen
Abtheilung kann man die Koefficienten ¢, und s; nach den
Potenzen von g & ete. entwickeln und die Koefficienten in Tafeln
bringen. Man wiirde somit analytische Ausdriicke fiir die Inte-
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grationskonstanten erhalten, welche die Werthe der Elemente
fiir jeden halben Umlaunf angeben, iibrigens aber konstant
bleiben. Ks ist einleuchtend, dass diese Ausdriicke in den meisten
Fillen vollstiindig hinreichend wiiren.

Wir haben im Vorhergehenden das sekulare Glied
Dyv
ausser Acht gelassen. Dasselbe wird beriicksichtigt einfach in-
dem man setzt v = msr, wo wir aber zu beriicksichtigen haben,
dass auch B, von m abhingig ist.
Zuletzt bemerke ich, dass das Einfiihren von X, vielleicht
am bequemsten geschieht mit Anschluss an der in der vorigen

Abtheilung ausgefithrten, Entwickelung und zwar indem man
zuerst die Entwickelung von ‘

2
/_/Is

nach der Vielfachen von X, studiert und in Tafeln bringt.

20%
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