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Charakterisierung minkowskischer Ebenen durch
Beweglichkeitsaxiome

Herrn Professor Dr. Johannes Weissinger zum 60. Geburtstag

Von Rolf Lingenberg in Karlsruhe

Stellt man das zweidimensionale Raum-Zeit-Kontinuum der
speziellen Relativititstheorie als x #~-Ebene dar, so bedeutet eine
Lorentz-Transformation

(1) x=7/_; l,——_—,.:

(¢ Lichtgeschwindigkeit) je nach Auffassung eine Anderung des
Bezugssystems, oder eine Kollineation der Ebene. Diese 148t die
quadratische Form x% — ¢*¢% invariant. Damit tritt der euklidi-
schen Geometrie der reellen Ebene mit der quadratischen Form
x2 + 9% ein neuer Typ metrischer Geometrie der reellen Ebene
mit der quadratischen Form x* — ¢2y? an die Seite. Die reelle
Ebene mit der neuen Metrik nennt man die reelle minkowskische
Ebene — nach H. Minkowski, der als erster auf die Méglichkeit
hingewiesen hat, das Raum-Zeit-Kontinuum der speziellen Rela-
tivitidtstheorie als neuen Typ metrischer Geometrie zu behandeln.
In dieser Auffassung ist die Lorentz-Gruppe eine Untergruppe
der Bewegungsgruppe der reellen minkowskischen Ebene. Um-
gekehrt bestimmt die Lorentz-Gruppe die minkowskische Be-
wegungsgruppe, da jede Bewegung der reellen minkowskischen
Ebene aus den Spiegelungen an zwei zueinander senkrechten Ge-
raden mit Hilfe der Elemente der Lorentz- und der Translations-
gruppe gewonnen werden kann (vgl. [7]).

Heute 1406t sich Uber jedem Korper eine minkowskische Ebene
definieren (vgl. 2). Die Theorie der minkowskischen Ebenen ist
nicht nur im Rahmen der metrischen Geometrie der Ebene als
vierter (und letzter) Typ neben der euklidischen, der hyperboli-
schen und der elliptischen Geometrie interessant. Es sei etwa auf
den erst kiirzlich gefundenen Beweis eines rein projektiven Satzes
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16 Rolf Lingenberg

verwiesen (,,In einer projektiven Ebene gilt der Satz von Pappus-
Pascal schon dann, wenn er fiir alle Sechsecke als richtig vor-
ausgesetzt wird, die auf zwei festen Geraden liegen'’), der erst bei
Verwendung der Theorie der minkowskischen Ebenen durch-
sichtig wird.

Es liegen heute mehrere Kennzeichnungen der minkowskischen
Ebenen vor (vgl. u. a. [8] und [2] - s. auch 3). Alle diese Charak-
terisierungen stiitzen sich wesentlich auf die von Spiegelungen
erzeugte Bewegungsgruppe und den Satz von den drei Spiege-
lungen.

Ziel der vorliegenden Note ist es, eine axiomatisch-synthetische
Kennzeichnung der minkowskischen Ebenen von Charakteri-
stik == 2 zu geben, welche nur gewisse Beweglichkeitsforderungen
an die Ebene stellt (vgl. 4.).*) Damit stehen unsere Untersuchun-
gen in dem allgemeinen Rahmen der Frage nach der Tragweite
von Transitivititsforderungen in der metrischen Geometrie. Wih-
rend in der affinen und projektiven Geometrie eine Flille schoner
Resultate tiber Charakterisierungen von affinen und projektiven
Ebenen durch Transitivititseigenschaften vorliegen, gibt es kaum
Aussagen iiber die Kennzeichnung metrischer I£benen durch Be-
weglichkeitsforderungen (vgl. lediglich nur [6} und [4]). Die Be-
handlung der minkowskischen Ebenen bietet sich in diesem Zu-
sammenhang wegen ihrer besonderen Transitivititseigenschaften
an. Es sei bemerkt, daf3 auch in [7] Transitivititseigenschaften
der Lorentz-Gruppe eine wichtige Rolle spielen.

Da wir bei unserem Ansatz auf die gruppentheoretische Formu-
lierung verzichten mussen (diese wiirde Existenz und Eindeutig-
keit der Spiegelungen sowie den Satz von den drei Spiegelungen
voraussetzen) verlieren wir an Kiirze, gewinnen aber vielleicht
an geometrischer Unmittelbarkeit.

1. Metrische Inzidenzstrukturen

Seien G eine mindestens aus zwei Elementen bestehende Menge
und  eine dreistellige Aquivalenzrelation in G (vgl. [1], S. 64 {.),

* Der Fall der Charakteristik 2 lieSe sich ohne Miihe durch Andern von
Axiom M 7 in 4 mit einbegreifen, aber wir verzichten darauf, da die zwar
analogen, aber doch eigenstindigen Uberlegungen fiir Char. 2 nicht unwesent-
lich mehr Raum erfordern.
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alsox C G X G X G.DannheiBt / = (G, %) eine Inzidenszstruktur
und jedes Element aus G eine Gerade. Geraden bezeichnen wir
mit kleinen lateinischen Buchstaben. Drei Geraden e, 4, ¢ heillen
kopunktal, wenn (a, b, c) € x gilt. Zu » gehoren die Teilmengen

G(a, b) := {x | (a, b, x) € %} fir @ == 4 aus G.

Jede solche Menge heiBt ein Punkt von I. Punkte bezeichnen wir
kurz mit groBen lateinischen Buchstaben. Eine Gerade a heifit
inzident mit dem Punkt B, wenn ¢ & B gilt. Nach den Eigen-
schaften einer dreistelligen Aquivalenzrelation gelten: 1. Aus
a,b & A, B folgt a = b6 oder 4 = B. 2. Zu jedem Punkt 4 gibt
es zwei voneinander verschiedene mit A inzidente Geraden.
3. Genau dann sind die Geraden &, 6,¢ kopunktal, wenn es einen
Punkt 4 mit a,6,c & A gibt. Diese drei Aussagen werden wir im
Folgenden stets ohne Zitat verwenden.

Zwei Punkte 4, B heillen verbindbar, wenn es eine Gerade a
mit ¢ € 4, B gibt. Fiir 4 == B bezeichnet (4, B) die eindeutig
bestimmte Gerade v mit v € A, B (wenn diese vorhanden ist).
Ein Punkt A heifit dreiseitverbindbar, wenn fiir jedes Tripel paar-
weise verbindbarer, verschiedener Punkte B,C,D der Punkt 4
mit mindestens einem der Punkte B, C, D verbindbar ist.

Seien (G, %) eine Inzidenzstruktur und o eine symmetrische,
irreflexive zweistellige Relation in G, also @ C G X G. Dann heiBt
(G, %, w) eine metrische Inzidenzsiruktur. Zwei Geraden a,é hei-
Ben zueinander senkreckht oder orthogonal, geschrieben a |8,
wenn (,6) & o gilt. Flir eine Gerade g heil3t die Menge

gti={x|xLg)

die Lotmenge von g. Ein Punkt A heilt ein Lotbiischel der Ge-
raden g, wenn 4 mit mindestens zwei zu g senkrechten Geraden
inzidiert. Ein Punkt heiBt ein Orthogonalenschnitt, wenn er mit
zwei zueinander senkrechten Geraden inzidiert. Ein Tripel a,4,¢
aus drei Geraden heiBt ein Polardreiseit, wenn a,b,c paarweise
zueinander senkrecht und nicht kopunktal sind.

Unter einem Zsomorphismus einer metrischen Inzidenzstruktur
(G, %, w) auf cine metrische Inzidenzstruktur (G’, »', ') verstehen
wir eine bijektive Abbildung « von G auf G’ mit

2*
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(a,6,¢) E 2 < (aw,ba,ca) €
(a,6) € v < (an,ba) E o',

Ist (G,%,0) = (G",#',w"), so heillt a ein Awutomorphismus oder
auch eine orthogonale Kollineation.

Eine involutorische orthogonale Kollineation o einer metrischen
Inzidenzstruktur (G, », ) heiBt eine Spiegelung an der Geraden g,
bezeichnet mit ¢, wenn go = g ist, und wenn gilt

(a,g,a0) E « fur alle @ aus G,
ac=gund a=F g < (a,0) € .

Offenbar liBt eine Spiegelung an der Geraden g die Gerade g
punktweise und die Lotmenge g+ der Geraden g geradenweise
fest.

Zwei Geraden a@,6 bzw. zwei Punkte A, B heiflen ineinander
spiegelbar, wenn es eine Spiegelung ¢ an einer Geraden mit
ac = b bzw. mit 4o = B gibt.

Jedes Produkt von Spiegelungen heiflt eine Bewegung der
metrischen Inzidenzstruktur. Zwei Geraden «,4 bzw. zwei Punkte
A, B heiBlen ineinander beweglich, wenn es eine Bewegung « mit
av. = 6 bzw. mit Ao = B gibt.

Ist A ein Punkt, der nicht Lotbiischel ist, und sind a,, g, Spie-
gelungen an Geraden 4,6 aus 4, so heit das Produkt ¢,0; eine
Drelumng um A.

Im Folgenden geben wir als Beispiele von metrischen Inzidenz-
strukturen die minkowskischen Ebenen von Charakteristik == 2
und — allgemeiner — die S-Gruppencbenen an.

2. Minkowskische Ebenen von Charakteristik == 2

Seien K ein Kérper von Charakteristik == 2 und V' = K? der
zweidimensionale Vektorraum tiber . Den von einem Vektor A4
aus V' mit 4 == O (O Nullvektor in }/) erzeugten eindimensionalen
Teilraum bezeichnen wir mit {4 ) und die Restklassen nach den
eindimensionalen Teilriumen mit 4 + (B) fir 4 und B == 0
aus V. Zwei Restklassen nach dem gleichen eindimensionalen
Teilraum wollen wir parallel nennen. Sei endlich £ ein Element
aus K, fur welches — £ nicht Quadrat in X ist, dann definieren
wir ein Skalarprodukt in V" gemil
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(2) XoX =axx'—Fkyy fir X = (»,3) und
X' = (" y")aus V.

Wir setzen
G:= {4+ (By|BoB=Fo}
= {(a,b,c)|a,b,c€Gundambmt#@odera,&,cparallel}

w:={(ab)|a,bE Gund Bo B =o0
fira=.d4 4+ (B) b=A" + (B>}

Dann ist M: = (G,x, ) eine metrische Inzidenzstruktur. Sie
heiBt eine minkowskische Ebene (iber K) von Charakteristik == 2.*)
Offenbar ist G eine Teilmenge der Geraden der affinen Ebene
{iber X, und drei Geraden aus G kopunktal in M, wenn sie als Ge-
raden der affinen Ebene einen Punkt gemeinsam haben oder
parallel sind. Die Orthogonalitiit ist in Analogie zu dem Senk-
rechtstehen in der euklidischen Ebene definiert (ist X der reelle
Zahlkérper R und £ = — 1 in (2) — was ja fiir eine minkowskische
Ebene zu setzen nicht erlaubt ist — so ist die dann entstehende
Relation o die Orthogonalitiit in der euklidischen Ebene {iber den
reellen Zahlkérper).

An jeder Geraden der minkowskischen Ebene A/ gibt es genau
eine Spiegelung. Seien S(M) die Menge der Spiegelungen an
Geraden von M und B(M) die von S(M) erzeugte Gruppe.
Dann heiBt B(M) die Bewegungsgruppe der minkowskischen
Ebene.

Schreibt man fiir & = R die Vektoren aus V' in der Form (x,#)
mit x,7 € R und setzt £ = (% (¢ Lichtgeschwindigkeit), so sind
die Lorentz-Transformationen (1) Elemente von B(JM). Sie
lassen offenbar das Skalarprodukt (2) invariant.

3. S-Gruppen und S-Gruppenebenen

Seien G eine Gruppe und S ein Erzeugendensystem von G,
welches nur involutorische Elemente enthiilt. Kleine lateinische
Buchstaben sollen in diesem Abschnitt Elemente von .S bedeuten.

* Man kann zeigen, daB es bis auf Isomorphie nur eine minkowskische
Ebene iber dem Korper &A™ gibt.
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/ sei die Menge aller Involutionen aus G. Das Paar (G, .S) heiB3t
eine S-Gruppe, wenn gilt

Axiom S. Aus a #= b und abx,aby,abz E J folgtxyz & S.

Man bestitigt leicht, daB die Relation %: = {(a,4,¢) |abc & J}
eine dreistellige Aquivalenzrelation in S ist, und daB die Menge
w: = {(a,6) |ab & J} eine zweistellige, irreflexive und symme-
trische Relation in .S ist. Enthilt also .S mindestens zwei Elemente,
so ist (S, %, ®) eine metrische Inzidenzstruktur, die wir die Grup-
penebene der S-Gruppe (G, S) nennen und mit 7 (G, S) bezeichnen
wollen. Fur festes « ist die Abbildung

N

x> azxa

eine Spiegelung der metrischen Inzidenzstruktur Z(G,S) an der
Geraden a oder die Identitit. Axiom S ldBt sich dann als der
allgemeine Satz von den drei Spiegelungen interpretieren.

Ist M eine minkowskische Ebene von Charakteristik == 2,
so ist (B(M), S(M)) eine S-Gruppe, deren Gruppenebene
E(B(M), S(M)) zu M isomorph ist (vgl. etwa [2]).

Zur Kennzeichnung der minkowskischen Ebenen unter den
S-Gruppenebenen kann man die folgenden Axiome fiir eine
S-Gruppe (G,S) — genauer fir die Gruppenebene Z(G,S) der
S-Gruppe — heranziehen:

Axiom D. Jeder Punkt ist dreiseitverbindbar.
Axiom L. Es gibt zwei zuecinander senkrechte Geraden.

Axiom M. Je zwei werschiedene Lotbiischel sind wunverbindbar;
es gibt unverbindbare Punkte, welche keine Lotbiischel sind.

Axiom C. Es gibt nicht kopunktale Geraden a,b,g fiir dic a,b zu g
Senkrecht sind.

Das Axiom C trennt dabei den Fall der Charakteristik == 2 von
dem der Charakteristik 2.

Im AnschluB an [2], § 7 und [3] gilt dann nach [5], § 12 der

Hauptsatz. Die minkowskischen Ebenen von Charakteristik = 2
sind bis auf Isomorphie die Gruppenebenen simtlicher S-Gruppen,
Sfiir die die Axiome D, L, M und C gelten.
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4. Axiomensystem fiir die minkowskischen Ebenen mit Beweg-
lichkeitsaxiomen

Seien / = (G, %, w) eine metrische Inzidenzstruktur und V die
Menge aller Punkte von 7, welche nicht Lotbiischel sind. Fir 7
mogen die folgenden Axiome gelten:

M 1. Jede Gerade ist in mindestens swei Punkten aus N enthalten.

M 2. Jedes Lotbiischel ist dreiseitverbindbar ; es gibt einen nicht
wiit allen Punkten aus N verbindbaren, dreiseitverbindbaren
Punkt aus N.

M 3. Je zwei verbindbare Punkte aus N sind ineinander spiegel-
bar.

M 4. Je zwei Geraden einer Lotmenge sind durck eine orthogonale
Kollineation incinander iiberfiihrbar.

M 5. Sind A, B, C paarweise unverbindbare Punkie aus N, so gibt
es etne Drehung o wm A mit Bo == C. Zwei Drelungen um einen
Punkt A aus N stimmen tiberein, wenn sie in einem mit A unver-
bindbaren Punkt aus N vibereinstimmen.

M 6 (Starrheit der Bewegungen). Ldfit eine Bewegung o einen
Orthogonalenschnitt A und eine Gerade b aus A fest, so ist o die
ldentitit oder eine Spiegelung an b oder eine Spicgelung an einer
zu b senkrechten Geraden durch A oder ein Produkt cyo, von
Spiegelungen an b und einer zu b senkrechten Geraden &' durch A.

M 7. Firr Geraden a,g,b gilt: Aus (a,g), (b,g) € o und
(a,2,6) & » folgt a = b.

Man kann leicht zeigen (vgl. etwa [5], § 12 oder [2]), daB in
einer minkowskischen Ebene von Charakteristik == 2 die Axiome
M 1 bis M 7 gelten.*)

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daf3 auch nur die minkows-
kischen Ebenen von Charakteristik == 2 dem eben angegebenen
Axiomensystem geniigen. Sei also in den folgenden Abschnitten

* Verlangt man im zweiten Teil von M 2 lediglich, daB A einen dreiseit-
verbindbaren Punkt enthilt, so geniigen auch die euklidischen Ebenen von
Charakteristik # 2 den Axiomen. Die minkowskischen Ebenen werden dann

durch die zusitzliche Forderung ausgesondert, daB es in N unverbindbare
Punkte gibt.
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5. bis 12. stets eine metrische Inzidenzstruktur 7 zugrundegelegt,
fur welche die Axiome M 1 bis M 7 gelten.

5. Existenz einer Spiegelung

Lemma 1. Sind o, eine Spiegelung an einer Geraden g und o eine
orthogonale Kollineation, so ist o=t g, eine Spiegelung an der
Geraden go..

Der Beweis dieses Lemmas ergibt sich sofort aus den einge-
fiihrten Definitionen fiir eine metrische Inzidenzstruktur.

Satz 1. An jeder Geraden gibt es mindestens eine Spiegelung.

Beweis: Sei g eine Gerade. Nach M 1 gibt es zwei verschiedene
Punkte 4, B aus N mit g € A, B. Nach M 3 gibt es eine Spiege-
lung o, mit Ao, = B. Dann ist go, = (4, B)o, = (do,,Ba) =
= (A4,B)=g,alsog | swegeng ==s (sonstwire 4o, = A4 =+ B).

Analog gibt es zu s eine Spiegelung ¢, mit ¢ | s. Dann ist
gt 1_s. Nach M 4 gibt es eine orthogonale Kollineation o mit
ta = g. Nach Lemma 1 ist dann «71g,a cine Spiegelung an der
Geraden g.

6. Lotmengen und Spiegelungen

Lemma 2. Fiir einen Punkt A wund eine Gerade g gilt: Aus
Ao, = A folgt g & A oder A C g+

Beweis. Sei g & 4. Fir x aus 4 ist dann x 4= g, und fir
B:=G(x,g) gilt 4= Bund x = (4,B). Wegen Bog, = B ist
dannxo, = x, also x & g—'—. Mithin folgt 4 C gL

Folgerung. Aus 4 € Nund 4o, = 4 folgt g € 4.
Lemma 3. Aus a & b und a,6 © g folgt G(a,b6) C g-+-.

Beweis: Nach M 7 ist ¢ & G(g,6) und nach Satz 1 existiert
eine Spiegelung o, an der Geraden g. Dann gilt G (a,6)0, =
G(aa,,b0,) = G(a,6) und nach Lemma 2 G(a,6) C gt

Lemma 4. Jede Lotmenge enthdlt mindestens zwei Geraden.

Beweis: Der Beweis von Satz 1 lehrt, daB eine Lotmenge g--
mindestens eine Gerade a enthilt.
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Wir setzen 4 : = G(a,g).

Ist A ein Lotbiischel der Geraden &4, so gilt nach Lemma 3
6 1 a,g, und a,é sind zwei verschiedene Geraden aus gt . Ist 4
kein Lotbiischel, also 4 & A, so gibt es nach M 1 einen von 4
verschiedenen Punkt B aus V auf g und nach M 3 eine Spiege-
lung ¢; mit Ao, = B. Wie im Beweis zu Satz 1 folgt 6 | g.
Wegen Ao, = B == A ist b = a, also sind 4,6 zwei verschiedene
Geraden aus g1,

Folgerung: Zu jeder Geraden gibt es mindestens ein Lotbiischel
der Geraden.

Lemma 5. /st o, eine orthogonale Kollineation, die die Gerade a
punkiweise fix 1Gft, so hat o, = o, sur Folge a = b. Insbesondere
gilt: Aus o, = o, folgt a = b.

Beweis: Wir nehmen an, es wiire ¢ == 4. Dann gibe es nach
M 1 einen Punkt 4 aus NV mit 4 3= G(a,6) und @ & A, und es
gilt Ao, = Ao, = A, also nach LLemma 2, Folgerung 6 & 4
und damit 4 = G (a,6), im Widerspruch zur Wahl von 4.

7. Freiec Beweglichkeit
Satz 2. [e swei Punkie aus N sind ineinander beweglich.
Beweis: Nach M 3 gilt

(1) Gibt es z1e X,V aus N einen ,,Streckenzug' von X nach Y, also
Punkte A, ..., 4, aus Nund Geraden ay, ..., a, mita, & X, A4,
a, € A;_, A fiiri =2,...,n—1,unda, € A4, s0ist Xin¥Y
beweglich.

Sei nun zunichst A4 ein dreiseitverbindbarer Punkt und A ein
beliebiger Punkt. Dann wihlen wir unter Verwendung von M 1
nacheinander ein 4 aus B, auf 4 einen von A verschiedenen
Punkt € aus N, aus C eine von é verschiedene Gerade ¢, auf ¢
einen von C verschiedenen Punkt D aus V. Ist A mit B oder mit C
oder mit D verbindbar, so ist nach (i) 4 in B beweglich. Ist aber
A mit B,C,D unverbindbar, so sind B,D wegen der Dreiseit-
verbindbarkeit von A4 unverbindbar, und A ist nach M 5 in B
beweglich.

n?
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Seien nun A, B beliebige Punkte aus /V. Dann gibt es nach M 2
einen dreiseitverbindbaren Punkt € aus /V. Nach dem eben Be-
wiesenen ist 4 in € und C in B beweglich, also 4 in B beweglich.

Lemma 6. Jeder Punkt ist dreiseitverbindbar.

Beweis: Nach M 2 existiert ein dreiseitverbindbarer Punkt
aus /V, mithin sind nach Satz 2 alle Punkte aus /V dreiseitverbind-
bar. Da nach M 2 auch alle Lotbischel dreiseitverbindbar sind,
gilt Lemma 6.

Lemma 7. s gibt kein Polardreiseit.

Beweis: Gibe es ein Polardreiseit, so wiare die metrische Inzi-
denzstruktur 7 nach M 1, Lemma 6, M 7, M 3, M 4, M 6 eine
hyperbolisch-metrische Ebene im Sinne von [4], und nach [4],
Satz 6 wiren je zwei Punkte aus /V verbindbar, was M 2 wider-
spricht.

Lemma 8. IV ist die Menge der Orthogonalenschnitte.

Beweis: a) Sei G'(a,6) ein Orthogonalenschnitt. Wire G (a,6) € N,
so gibe es g,2,v mit # == v und u,v & G(a,b), g, also wiire
nach Lemma 3 G(a,6) C g+, und damit a,b,g ein Polardreiseit,
im Widerspruch zu Lemma 7. Also ist G(a,6) & N.

b) Sei 4 & N. Wir wihlen eine Gerade @ aus 4. Dann gibt es
nach Lemma 4 ein 4 mit 4 & 4, und wir haben die SchluBkette:
Nach a) ist G(e,6) & N = es existiert nach M 3 ein s mit
Ao, = G(a,b)=bo,Cat, A=A = G(a,bo)und a | bo,= A
ist ein Orthogonalenschnitt.

Folgerung: Auf jeder Geraden 1Gft sich in jedewm Punkt aus N
eine Senkrechte ervichten.

8. Lotbischel

Satz 3. Fiir jede Gerade g ist g+ ein Punkt.

Beweis: Nach Lemma 4 enthilt g1 mindestens zwei Geraden
a,b, und nach Lemma 3 ist G(a,8) C g-+.

Wir zeigen umgekehrt: Aus ¢ & g1 folgt ¢ & G(a,4). Wir neh-
men an, es wire (a,6,¢) € %. Es gilt nach Lemma 7:
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() Aus w,v € gL und u == v folgt uoc, =+ u,v.

Also ist ao, &= @,6 und bo, &= b,c. Ferner ist (¢,a0,b0,) & %,
denn sonst wire ag, & G(é0,,¢c) = G(b,c) und damit ao,,b &
€ G(b,¢), G(a,b) und ao, = 6 und G(b,¢) &= G(a,b), Wider-
spruch. Wir setzen 4 : = G(a,g), B: = G(¢,a0,), C: = G(agy, bo,),
D: = G(bo, ¢). Nach Lemma 6 ist 4 dreiseitverbindbar. Mithin
ist 4 mit mindestens einem der drei Punkte B,(C,D durch eine
Gerade & verbindbar. Wegen ¢,a0;,606, © g-- ist nach Lemma 3
B,C,D C g-'—, also gilt & g-L. Aus a,d & gJ- und (a,g,d) € =
folgt @ = & nach M 7. Also ist ¢ & B oder ¢ & C oder ¢ € D.
Alle drei Fille fithren auf den Widerspruch (a,6,¢) € »: Im letz-
ten Fall ergibt sich dies unmittelbar wegen 2 = G (4,¢). Im zwei-
ten Fall gilt ¢,20, € C,G(a,6) und a == ao,, also C = G(a,b),
mithin 6,60, € C, G(b,¢) und é == bo,, also G(a,b) = C = G(b,¢)
und damit (@,6,¢) & . Im ersten Fall endlich ist ,¢c € B,G(a,¢)
und @ = ¢, also B = G (a,c¢), mithin ao,,a & G(a,c), G(a,b) und
ao, + a, also G(a,c) = G(a,6) und damit (a,8,c) E =.

Somit ist unsere Annahme, es wire ¢ & G(a,6) auf einen Wider-
spruch gefiihrt. Also gilt g~ C G(g,6) und damit g1+ = G(a,b),
womit Satz 3 bewiesen ist.

Lemma 9. Zwe: verschiedene Lotbiischel sind unverbindbar.

Beweis: Wir nehmen an, es giibe zweli verschiedene, durch eine
Gerade g verbindbare Lotbuschel Z,L’. Nach Satz 3 gibt es Ge-
raden a,6 mit L =a-und L'=4L. Dannista = bund 2,6 = g-l-.
Nach Satz 1 existiert die Spiegelung an der Geraden a. Es gilt
b0, © g und nach (i) im Beweis zu Satz 3 ba, == a, b.

Da aus y & g1, 2L firx & gL folgte, daB x,%, g ein Polardrei-
seit bilden, im Widerspruch zu Lemma 7, muf} g-]- mit at, 1+,
(60,)% unverbindbar sein. Da g nach M 2 dreiseitverbindbar ist,
gilt e = 4+ oder aL = (45,)L oder 6 = (45,)L. Da auch das
zweite auf 6+ = (b0,)L 0, = a0, = oL und auch das dritte
wegen (64)o, = 6 und e & 41 nach Lemma 2 auf 4+ = a1
fithrte, ergibt sich in jedem Fall der Widerspruch Z = ZL'. Damit
ist Lemma 9 bewiesen,

Rechtscitsatz. dus a,b6 | c und a | d folgt b | d.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist ¢ & aL,6+, also nach Lem-
ma g g+ = 4L und wegen d & et dann & € &1, also 6 | 4.

9. Punktspiegelungen und Eindeutigkeit der Spiegelungen an
einer Geraden

Hilfssatz. Das Produkt zweier Spiegelungen an einer Geraden g
ist entweder die Identitit oder cine Spiegelung an g.

Beweis: Seien o0,,0, Spiegelungen an g. Nach Lemma 4 gibt
es ein @ mit ¢ | g. Setzen wir 4 : = G(a,g), so ist A O’gO‘; = A
und go,0, = g. Also gibt es nach M 6 nur die folgenden Még-
lichkeiten:

’ . A ' . ot
0,0,=1; 0,0,=0,; 0,0,=0,; 0,06,=0,0,

Dabeiist 2 | gund 2 & 4.

Die Fille 1 und 2 ergeben die Behauptung; die IFille 3 und 4
sind nicht méglich, da dann o,0; bzw. ¢ 0,0, orthogonale
Kollineationen wiren, die g punktweise festhalten, also nach
Lemma 5 g = /4 wiire, entgegen der Aussage g | 4.

Lemma 10. Fiir a 1_ 0 ist 0,0, eine involutorische Bewegung, die
den Punkt G(a,b) geradenweise und dic Menge der Lotbiischel
punktwerse festlift.

Beweis: Zuniichst Giberlegen wir
(i) 6,0, ist involutorisch.

Denn nach Lemma 3 ist o, == ¢, also 0,0, == 1. Nach Lemma 1
ist @ = (0,0,0,)0, = 0,(0,0,0,) Produkt zweier Spiegelungen an
6 und auch Produkt zweier Spiegelungen an 4. Nach dem Hilfs-
satz und Lemma 5 ist « = 1, also 6,0, = 0,0, und 0,0, involu-
torisch.

(ii) Aus Ao,0, = A und A € N folgt A = G(a,b).

Wir nchmen an, es wire 4 = G(a2,6) und Ao,0, = Afir A € N.

Sind 4, G(a,b) durch eine Gerade s verbindbar, soist s,0;, = s
wegen G(a,b)0,0, = G(a,6) und Ao,6, = A. Da A nach Lem-
ma § ein Orthogonalenschnitt ist, gibt es nach M 6 nur folgende
Moglichkeiten:
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G,0;, = 1; 0,0, = 0;; G,0y = 0y 0,0; = 0G,0;.

Dabeiist # | sund # € A. Das erste widerspricht (i). Das zweite
ergibt ao, = ao,0, = @ und entsprechend b0, =5, also a =
oder & = s (aus a == s &= & folgte a,6 | s, also nach M 7 a = ¢,
im Widerspruch zur Voraussetzung). O.B.d.A. sei 2 = s. Dann
gilt Ao, = Ao,0, = A, also nach Lemma 2, Folgerung 6 & 4
und damit 4 = G(a,6), Widerspruch. Das dritte ergibt entspre-
chend wie im zweiten Fall 4 = G(a,6), Widerspruch. Im vierten
Fall ist G(a,b)0, = G(a,0)0,0, = G(a,b)o,0, = G(a,b), also
nach Lemma 8 und Lemma 2, Folgerung ¢ & G(a,4), mithin
wegen s == 7 und s,/ & 4,G(a,6) dann ebenfalls A = G(a,?),
Widerspruch.

Seien nun A,G(a,6) unverbindbar. Nach M 5 folgt aus
Ao,o, = A und 4,G(a,6) & N dann 0,0, = 1, im Widerspruch
zu (i). Unsere Annahme ist damit falsch, und (ii) bewiesen.

(iii) Fiir eine Gerade x mit x & G(a,b) ist x =4 xo,0, und
L = G(x,x0,0,) ein Lotbiischel, welches bei 6,0, fix ist.

Denn wire x = x0,0, fiir x & G(a,6), so wire x == 4,6. Aus
xx0, =x0, € G(a,x), G(b,x) und G(x,a) = G(4,%) folgte x =
x0, = xo, und damit x |_«,4, also wire G(a,b) ein Lotbuschel,
entgegen Lemma 8. Mithin ist x == x 0, 0.

Fir L = G(x,x0,0;) gilt nach (/) Lo,0, = G(x,x0,0,)0,0, =
G(x0,0,,x) = L, also ist L fix bei g, 0,.

Wire L & N, so wire nach (¢7) L = G(a,b), also x & G(a,b),
im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist G(x,x0,0,) ein Fix-
punkt von g, 0.

(iv) Jedes Lotbiischel ist Fixpunkt von o,0y.

Sei L ein Lotbiischel, dann existiert nach Satz 3 ein x mit Z = x-L.
Sei y aus L so gewihlt, daBB y & G(a,6) ist (dies ist moglich, da
G(a,b) == L nach Lemma 8 ist). Nach (iii) ist ¥ == yo,06, und
G(y,y0,0,) ein Lotbiischel, also wegen v & L,G(y,v0,0,) nach
Lemma 9 dann L = G(v,v0,0;), und L ist fix nach (iii).

(V) Aus x € G(a,b) folgt x0,6, = x.

Denn nach Lemma 8, Folgerung gibt es ein y mit y € G (a, ), x1,
und wir haben die SchluBkette: x & G(a,6),y- = nach (iv)
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x0,0, € y*+ = x,20,0, € y-,G(a,6) und yt = G(a,0) = x =
x0,0;.
Mit (i), (iv) und (v) sind alle Aussagen von Lemma 10 bewiesen. ~
Ist @ | 4, so heiit die involutorische Bewegung o,0, eine

Spiegelung an dem Punkte G(a,b).
Satz 4. An jeder Geraden existiert genau eine Spiegelung.

Beweis: Wir brauchen nach Satz 1 nur noch die Eindeutigkeit
zu beweisen.

Seien 0,0, Spiegelungen an der Geraden g. Nach Lemma 4
gibt es Geraden @, mit e,6 | gund a 5= 4. Nach M 1 existiert ein
AmitA E Nundé & Aund g & 4. Nach Lemma 2, Folgerung
ist Ao, Ao, == A. Aus Ao, = Aoé’, folgt Ao,o, = 4, also
nach dem Hilfssatz und Lemma 2, Folgerung ¢,0;, = 1, und
damit o, = o,, wie behauptet. Der Fall 4¢g, 5= AO’A’, ist nicht
mdglich, denn sonst wire G (a,4) nach Lemma 8 und Lemma 6
mit A oder mit 4 ¢, oder mit A ¢, verbindbar, also in jedem Fall
mit 4 durch eine Gerade s verbindbar. Nach Lemma 10 ist
50,0, =5 und so,0, = s, also so, = 50, = so, und damit
Ao, = G(b,5)0, = G(bo,,s0,) = G(ba,,sa,) = G(b,5)a, = Aa,,
im Widerspruch zur Annahme. Damit ist Satz 4 bewiesen.

Folgerung: ¢, = 0, < a = 6.

10. Existenz des Lotes.

Satz 5 (Existenz des Lotes). Zu jedemn Punkt A aus N und jeder
Geraden g existiert ein Lot von A auf g

Beweis: Wir nehmen an, es seien A,g—'— unverbindbar. Wir
wiihlen dann eine Gerade @ aus 4, eine Gerade /4 aus g und eine
Gerade 6 aus - (dies ist nach Lemma 4 méglich). Da gt mit 61
nach Lemma 9 unverbindbar ist, gilt G(a,%) = 6+. Da a & 4+
und 2 nach Lemma 10 in keinem von 41 verschiedenen Lot-
biischelenthaltenist, gilt G (e, 2) & M. Also existiert nach Lemma 8,
Folgerung ein s mit s € G(a,4),21 . Nach Lemma 1o gilt
ac,0,= a,alsoa € Ao,0,. Mit A,g+ sindauch 4 afaé,,g-l-asa,, =
= g unverbindbar. Damit ist der dreiseitverbindbare Punkt gt
mit den drei @ enthaltenden Punkten é--, 4, 4 6,0, unverbindbar.
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Wegen 61 <= 4, 40,0, muBl dann Ao, = A gelten. Dies
widerspricht (ii) aus dem Beweis von Lemma to.

Unsere Annahme, es wiiren 4 und g-- unverbindbar, ist damit
auf einen Widerspruch gefithrt und somit Satz 5 bewiesen.

Folgerung: Zwei Punkte aus N sind genau dann verbindbar,
wenn sie ineinander spiegelbar sind.

Denn die eine Richtung ergibt sich aus M 3; und sind 4,58
aus /V ineinander spiegelbar durch eine Spiegelung o, so existiert
nach Satz 5 ein @ mit ¢ & A, s Damit ist ao, = aund a € B,
also sind 4, B durch a verbindbar.

11. Der Satz von den drei Spiegelungen

Sind a, b, c drei kopunktale Geraden, so gibt es eine mit a, b, ¢
kopunktale Gerade d mit o,0,0, = o,.

Beweis: Wir diirfen voraussetzen, dafl die Geraden «, 4, ¢ von-
einander verschieden sind, denn ist @ = 4 oder 4 = ¢, so ist nach
Satz 4 6, = ¢, bzw. 6, = 0,, und die Behauptung gilt mit &: = ¢
bzw. : = a. Ist aber ¢ = ¢, so gilt nach Lemma 1 0,00, = g;,,
also mit &: = o, die Behauptung.

Wir setzen nun O: = G(a,b).

a) Sei O ein Lotbiischel, also O = g-l. Wir setzen dann
A:= G(a,g). Dannistg € Ao, 0,0, und es gibt nach M 3 eind
mit Ao, = Ao, 0,0, Ist A = Ao,0,0, so kénnen wir fiir 4 die
Gerade a wihlen. Ist 4 & do,0,0, soist g = (4,4 0,0;0,) =
= (4,40, | d,also 4 € O. Die Behauptung des Satzes gilt,
wenn wir zeigen, dafl « = ¢,0,0,0, = 1 ist.

Sei % eine beliebige Senkrechte == g auf &, dann ist nach dem
Rechtseitsatz gL = 41+, Wegen ga = g ist (g1)e = g+, Aus
a,a0 & g*L, Aund 4 =+ g folgt aa = a. Wegen @, &, ¢, d & 2+
ist ko = £, also G(a, )0 = G(a, k).

Sei B: = G(a,/%). Nach M 6 und Satz 4 ist wegen Ba = B und
ae = g dann a = 1 oder a == ¢, oder & = ¢, oder « = 0,0,.

Im letzten Fall wire ¢ = ga = go,0,=go,, also Ao, =
= G(a,g)0, = G(ao,,g0,) = G(a,h) = A, also &+ & A, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung.



30 Rolf Lingenberg

Im vorletzten Fall wire g = ga = go,, alsog | £, und g, 4, a
wiren ein Polardreiseit, entgegen Lemma 7.

Im drittletzten Fall ergibe sich 60,0, = 1. Sei C: = G(c,g),
dann gilt Co, = Co,0,= Co, = (Co,)0,, also nach Lemma 2,
Folgerung ¢ & Co, Also haben wir ¢, € C,Co, und ¢ = g,
also € = Co, und damit nach Lemma 2, Folgerung 4 & C.
Aus ¢,d € g1 und ¢,d,g & C folgt nach M 7 dann ¢ = 4, also
nach Satz 4, Folgerung o, = 6, und damit o, = 0,0, = 1, was
nicht geht.

Also bleibt nur der Fall « = 1 {ibrig, wie behauptet.

b) Sei O & N. Nach M 2 und Satz 2 ist O ein dreiseitverbind-
barer Punkt, und es existiert ein mit O unverbindbarer Punkt 4
aus V. Wir zeigen zunichst:

() Fur x,y € O und x == y sind 4, 40,0, unverbindbar.

Wiren A,Ao,0, verbindbar, so wiren nach Satz 5, Folgerung
A,Ade,, Ao,o, drei paarweise verbindbare und auch vonein-
ander verschiedene Punkte: Aus 4 = Ao, folgte x & O, A4,
Widerspruch; aus 46, = A g0, folgte y € 0,40, also yo, &
€ 0,4, Widerspruch; aus 4 = Ao, 0, folgte x,y € 0,(4,da,)-
und O == (4,4 0L, also x = y, Widerspruch. Da O mit 4,4,
A g0, unverbindbar ist, ist dies ein Widerspruch zur Dreiseitver-
bindbarkeit von 0. Also sind 4, 4 ¢,¢, unverbindbar.

Wir setzen nun B: = Ao, 0,0,.

Sind A4, B durch eine Gerade verbindbar, so existiert nach
Satz 5 das Lot dvonQ auf w. Esist 4o, 4+ B,da 4,4, B drei d
enthaltende, mit dem dreiseitverbindbaren Punkt O unverbind-
bare Punkte sind, und da 4 &= B, Ao, gilt: Aus 4 = B folgte
Ao, 0, = Aa,, also nach Satz 5, Folgerung, daBl 4,4 0,0, ver-
bindbar wiren — im Widerspruch zu (i). Aus 4 = 4o, folgte
nach Lemma 8, Folgerung & & A4, also 4 & 0,4, im Wider-
spruch zur Wahl von 4.

Also gilt Ao,0, = Aoyo,, und damit nach M 5 g,0, = 0,0,
also 0,0,0, = 0, wie behauptet.

Der Fall, daB 4,8 unverbindbar sind, ist nicht mdoglich:
Anderenfalls fille man gemil3 Satz 5 das Lot ¢ von A4 auf die Ver-
bindungsgerade s von 4 6,6, und B. Der gleiche Schlul wie eben
fihrt auf (4o,0,)0, = B, also auf (Aoe,0,)0,06, = Ao,0, und
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¢,e 1 s. Nach Lemma 8, Folgerung existiert ein » mit» & A 0,0,
st, und wir haben die SchluBkette: nach a) existiert ein # mit
6,0, = g,0, und ¢ € s+t = (Ao,0)0,0, = (Ado,0,)0,0, =
= (do,0;)0, = Ao,0,= nach Lemma 2, Folgerung z € Aa,0,
=7t E Ac,0;,s+ und Ao,0, = st = r =1¢=nach Satz 4,
Folgerung o, = 0, = 0, = ¢, = nach Lemma 5 ¢ = e¢=
¢ & 4,0, Widerspruch.
Damit gilt der Satz von den drei Spiegelungen.

Umkehrung des Satzes von den drei Spiegelungen: Aus ¢,0,0, = o,
folgt (a,6,¢) € =x.
Beweis: Wie schon oben uberlegt, gilt:

() Aus Uo, 0, = Uundu,v | wfiir U S N folgtu = v.

Sei 0,0, = 6,0.. Wir nehmen an, es wire (a,6,¢) & 7. Dann ist
a = bund d == ¢. Wir setzen 4 : = G(a,6) und B: = G(d,¢).

Sind A, B Lotbiischel st bzw. #1, so ist s == ¢, und fir C: =
= G(s,7) gilt € & N (anderenfalls wire nach dem Rechtseitsatz
st=1¢1als0 4 = B)und Co,0,= G(s0,0,t0,0;) = G(s06,0,,10,0,)
= G(s,¢) = C. Nach (i) folgt @ = b, Widerspruch.

Ist einer der beiden Punkte, etwa A, ein Lotblischel, und der
andere, also B, ein Punkt aus NV, so gilt Bo,0, = Bo,0, = B,
also nach (i) @ = 4, Widerspruch.

Sind endlich beide Punkte A, B aus 4V, so erschlieBt man, wenn
A, B durch eine Gerade s verbindbar sind, den Widerspruch wie
folgt: Nach dem Satz von den drei Spiegelungen existieren
Geraden ¢, # aus A bzw. B mit 0,0,0, = 0, und ¢,0,0, = o,
und wir haben die SchluBlkette: Es ist o,0, = 0,0,0,0,0,0, =
=1l=0,=0,2nachlLemmast=wu=¢tc 4,B=s5,¢t& 4,8
und 4 5= B = s = ¢ = nach Satz 4 ¢, = 0,= 0,0, = 0,0, =
= 1= a = 4, Widerspruch.

Sind aber A4, B unverbindbare Punkte aus &, so ist Bo,0; =
= Bo,6, = B, also nach M 5 ¢,0, = 1, woraus wiederum ¢ = 4,
also ein Widerspruch folgt.

Damit ist die Umkehrung des Satzes von den drei Spiegelungen
bewiesen.

Lemma 11. /st 0,0,0, involutorisch, so ist o,06,0, eine Geradenspie-
gelung.

3 Minchen Ak, Sb, 1974
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Beweis: Sei 0,0,0, involutorisch. Wir fiihren die Annahme, es
wire (a,6,¢) & = auf einen Widerspruch.

Nach Lemma 9 kann o. B. d. A. angenommen werden, daf
G(a,b) € N ist. Nach Satz 5 existiert ein Lot &' von G (a,b) auf ¢
und nach dem Satz von den drei Spiegelungen ein &’ mit ¢, 0,0, =
=o,und &' € G(a,b). Esist &’ & G(4,¢), denn sonst ist a’,6" €
&€ G(a,6),G(b',c) und G(a,b) 5 G(b',¢c) wegen ¢ & G(a,b),
also @' = ¢’ und damit 0,0,0, = 0,0, 0, = g, und (a,5,¢) wiiren
nach der Umkehrung des Satzes von den drei Spiegelungen
kopunktal, im Widerspruch zu unserer Annahme. Aus &'g,0, =
= d'o,0,0, = d'0,0,0, = d'0,0,0, = ad' 0,050, = (a’'oy0,)0,
folgt a'oyo0, = &’ oder a'oy0, 1 a. Im ersten Fall ist
G, b, = G(a',b")op0, = G(a' oy0,,6 0,0,) = G(a', b") und
G(a,b) = G(a’,8"). Nach Lemma 2, Folgerung ist G(a',4") = ¢,
also G(a,6) & N, Widerspruch. Im zweiten Fall ist @’ == 2’0y 0,,
also nach (iii) im Beweis zu Lemma 10 dann G(a’,a’0, 0,) & N
und nach Lemma 8 G(a',a'0,0,) & N, Widerspruch.

Mithin gilt (a,4,¢) & %, und nach dem Satz von den drei Spiege-
lungen ist ¢,0,0, cine Geradenspiegelung.

12. Die Bewegungsgruppe

Seien [ eine metrische Inzidenzstruktur, die den Axiomen M 1
bis M 7 geniigt, und S(J) die Menge aller Spiegelungen an
Geraden aus 7, endlich B(J) die von S(7) erzeugte Gruppe und /
die Menge aller Involutionen aus B(/).

Fiir das Paar (B(7), S (7)) aus der Gruppe B (/) und dem nur aus
involutorischen Elementen bestehenden Erzeugendensystem S (/)
von B(7) gilt Axiom S: Aus ¢, = o, und 0,0,0,,0,0,0,,6,6,0,  /
folgt nach Lemma 11 und der Umkehrung des Satzes von
den drei Spiegelungen (a,é,x),(a,6,%),(a,6,2) & », also wegen
a &= 6 dann x,y,z2 € G(a,4) und somit nach dem Satz von den
drei Spiegelungen o,0,0, € S(/). Also ist (B(/),S(/)) eine
S-Gruppe. Thre Gruppenebene Z(B(7),S (7)) ist zu I isomorph:
Die Abbildung (6= S

e — o,

ist ein Isomorphismus der metrischen Inzidenzstruktur 7 auf die
metrische Inzidenzstruktur E(B(1),S()) = (S(I),#,»’), denn
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nach Satz 4 ist ¢ bijektiv, und nach Lemma 11 und dem Satz von
den drei Spiegelungen und seiner Umkehrung gilt fiir Geraden
a,b,c

™ (a,b,¢) € » = 0,0;0, € ],
also haben wir: (a,6,¢c) € x < (a@,bp,cp) € %'. Ferner gilt
**) (@.6) € 0 0,0, €/,

denn ist (a,4) € w, so ist nach Lemma 10 0,0, € /, und ist umge-
kehrt ¢,0, € /, so gilt nach Lemma 1 ¢, = 0,0,0, = g;,, , also
nach Satz 4 4 = b0, und wegen 0,0, == 1, also nach Satz4a = &
dann (g,6) € w. Mithin haben wir auch: (2,6) €& 0 < (ag,b9) €
E .

Wegen der Isomorphievon Zzuder Gruppenebene Z (B (1), S(1))
gilt fur diese Axiom D nach Lemma 6, und Axiom L nach
Lemma 4, und Axiom M nach LLemma 9 und M 2, und endlich
Axiom C nach Satz 3. Nach dem Hauptsatz aus 3 ist dann
E(B(7),S(J)) bis auf Isomorphie eine minkowskische Ebene von
Charakteristik == 2, also auch /.

13. Als Hauptergebnis ist in den Abschnitten 4 bis 12 folgendes
Theorem enthalten:

Theorem: Die minkowskischen Ebenen von Charakteristik == 2
sind bis auf Isomorphic dic simtlichen metrischen Inzidens-
strukturen, fiir die die Axiome M 1 bis M 7 gelten.
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