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Einleitung: Nach einem Beispiel von Noverraz [6] gibt es 

lokalkonvexe Räume E über C mit der Eigenschaft, daß sich 
nicht jede analytische Funktion f : E —*C auf die Vervollständi- 
gung E von E analytisch fortsetzen läßt. Stattdessen kann man 

jedoch einen eindeutig bestimmten maximalen Untervektorraum 
Ee von E finden, derart, daß jede analytische Funktion/: E —> C 
eine analytische Fortsetzung nach Ee besitzt (vgl. Dineen [2]). 

E0 heißt die holomorphe Vervollständigung (oder holomorph- 
vollständige Hülle) von E, und E heißt holomorph-vollständig, 
falls E = E@ gilt. Ein Beispiel von Hirschowitz [4, S. 413] 
zeigt, daß nicht jeder normierte Raum holomorph-vollständig ist. 

In dieser Note werden einige Eigenschaften der holomorphen 

Vervollständigung metrisierbarer Räume mit Hilfe von Methoden 
aus [8] bewiesen. Insbesondere wird für metrisierbare lokal- 

konvexe Räume E und F gezeigt, daß jede analytische Abbil- 
dung f:E—*F eine analytische Fortsetzung fQ : E@ —* Fe be- 
sitzt. Diese Aussage verallgemeinert Resultate von Hirscho- 
witz [5, S. 284] und Dineen [3]. Außerdem wird EeX Fe = 

(ExF)0 für den metrisierbaren Fall bewiesen. 

1. In diesem Abschnitt sollen zunächst einige Definitionen und 

bereits bekannte Ergebnisse über die holomorphe Vervollstän- 
digung bereitgestellt werden. 

E und F seien lokalkonvexe Hausdorffräume über dem Kör- 
per C der komplexen Zahlen, und cs (E) sei die Menge der steti- 

gen Seminormen von E nach R. Eine Abbildung P : E —> F 
heißt homogenes Polyno7n n-ten (n G IV) Grades, wenn es eine 

«-lineare Abbildung P : E" —»- F so gibt, daß P = P • A„  für die 
Diagonalbildung An : E 3 a 1—> (a, a,..., d) G E" gilt. Polynome 
O-ten Grades sind die konstanten Abbildungen von E nach F. 
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Mit P"(E, F) wird der Raum der homogenen Polynome «-ten 

Grades bezeichnet. Statt P(d) für P G P"(Zf, F) und a G E wird 
auch P • a geschrieben. Ohne Mühe läßt sich zeigen : 

1.1. Lemma: i° Ein Polynom P G P”(E, F) ist genau dann 
stetig, wenn P in o G E stetig ist, und das ist gleichbedeutend 
mit der folgenden Aussage: Für alle ß G cs (F) existiert ein 
a G cs(Zf) mit \ P\a,ß : = sup {ß o P(d) | a G E und a(a) < 1} 
< 00. 

2° Jedes stetige Polynoin P G P"(E, F) besitzt eine stetige Fort- 
setzung P G P”(Ê, F). 

Für eine offene Menge U C E und a G cs (Zi) ist die a-Rand- 
distanz dy(x) eines Punktes .r G U definiert durch 

dy(x) : = sup {r  | r G Z? und .r -f- a G U für alle a G E, a (a) 
< r}. dy : U —*• R ist stetig, denn für y E: U, a.(x—y) < df(x) 
gilt: I d£(x) — dl(y) \ < a(x—y). 

1.2. Definition : Sei U E E offen. Eine Abbildung f : U F 
heißt analytisch (oder holomorph) in U, wenn es zu jedem x G U 
eine Folge {dnf(xf) stetiger homogener Polynome d"f(x) G P”  
(.E, F) so gibt, daß für alle ß G cs (F) ein a G cs (Z?) existiert mit 

N 

dy(x) > 1 und lim sup ß (/(# -\- d) -— —y- dnf(x) • d) = o. 
W-* °° a(a)< 1 „  = 0 

Jede analytische Abbildung f : U —*% � F ist stetig. Genauer gilt: 
Eine Abbildung/: U —* %º� F ist genau dann analytisch, wenn / ste- 
tig ist, und wenn alle Restriktionen f '% �  ̂U —> F für 
endlichdimensionale affine Teilräume Ex C E analytisch sind [1]. 

Sei f\U-*F  analytisch und seien x E U, a E E \ {0}  mit 

x Xa E U für alle X E C, | X | < 1. Dann gilt aufgrund der 
klassischen Cauchyschen Integralformel: 

-P- dn f(x) • a = \\f(x + e2nita) e~2nint dt. 

Für alle a E E und n E N ist daher dn
af\ U E x d"f(x) • a E F 

analytisch. Ferner gibt es zu jedem x E U und ß G cs (F) ein 

a G cs (A) und ein r > o mit Z\\ -Zf dnf{x a,P r"  < CX3. 

Im Falle F = C ist der a.-Konverganzradius tff(x) von / im 
Punkte x E U (oc G cs (A)) definiert durch: 
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Qy(x) : — sup \r I r E R und IIdn f(x) 
.so 

wobei jetzt TT d"  f(x) “ : = sup(h7T-d”  f(x) • a 

a rn < ooj, 

a (a) < 1 

1.3. Lemma: Sei f : U —> C analytisch. Dann gilt : 

1° Für alle x E U gibt es a E cs (E) mit Qy(x) > o. 

2 0 Ah ist Qy(y) > ß“ (*)  — a (ar — 9/) für alle y Ei E mit a (x —y) 
< min {Q/(X), d  ̂(x)} und daher \ fy{x) — Q/(y) | < «.(x —y). 

Insbesondere ist qj : U —>% � R gleichmäßig stetig in der von E in- 
duzierten uniformen Struktur. 

Beweis : i° folgt unmittelbar aus dem Vorangehenden. 20 läßt 
sich wie im normierten Fall beweisen [8], 

Obwohl eine analytische Funktion auf E sich im allgemeinen 
nicht auf ganz Ë analytisch fortsetzen läßt, wie in der Einleitung 
erwähnt wurde, kann man zeigen: 

1.4. Satz : [2] : Zu jeder analytischen Funktion f : E —*% � C gibt es 
ein E enthaltendes Gebiet Qy C E, das Existenzgebiet einer analy- 
tischen Funktion f : If  —> C mit f \E= f ist. 

Beweis: Qy wird folgendermaßen konstruiert: Die nach 1.3.2° 
gleichmäßig stetige Funktion qj : E —+ [o, 00] hat eine eindeutig 

bestimmte gleichmäßig stetige Fortsetzung qj : Ê —>- [o, 00]. Es 
sei Qj \ = [y E Ê I Es gibt a E cs(A) mit qj(y) > o}. Qy ist 

offen als Vereinigung von offenen Mengen und zusammenhän- 
gend, da sich jeder Punkt y E Qj mit einem Punkt der zusam- 

menhängenden Menge E C Q/ verbinden läßt. Für jedes x E E 
hat d"f{x) nach 1.1.2° eine stetige Fortsetzung d”fix')  auf Ê. 

OO 

Nach Definition von qj konvergiert f(x-\-d)\ = 2 ~dnf{x)-a 
n — 0 

gleichmäßig für «.(d) < q < qj(x), a E Ê, und definiert daher 
eine analytische Funktion f : Qy —> C. Qy ist Existenzgebiet von/, 
da qy = qj = o außerhalb Qy für alle a G cs (A) = cs(Ä) gilt. 

Im folgenden sei H (U, A) der Vektorraum der analytischen 

Abbildungen von U nach A versehen mit der Topologie der kom- 
pakten Konvergenz. Statt H(U, C) wird auch lr[(U)  geschrieben 

(<U und F wie in 1.2). 
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1.5. Satz [2]: Ee : = P) {Qf |/£ Jrf(E')} ist ein Vektorraum 
mit den folgenden Eigenschaften : 

i° E C EQ und zu jeder Funktion /£ H(E) existiert eine 
Fzinktion g £ ff(£0) mit g |£ = /. 

2° S« ein Untervektorraum von Ê mit E £ Ex und der 
Eigenschaft : Zu jedem f £ H(E) gibt es h £ ff(Ej) mit h\E = f. 
Dann gilt Ex C Ee. 

Beweis : Für a £ E sei fa : E £ 2: e-> f(x — d) £ C. Dann gilt 
offenbar = a + Qj-. Für b £ ist a £ b -j- a -j- Qj= b + 

Qya, also gilt E C b + Qf für alle / £ fC(E). Daher ist fi: E 
£ ;r ^f(x— b) £ C wohldefiniert und analytisch, und es folgt: 

£0 = n {S2f 1/ e H(æ)} = n {£/J/G H(æ)>=* + n {ß, 
|/ £ I~C(E)} = b -\- Ee. Deshalb ist Ee -j- if Q = Zf0 und analog 
hEe = Z?0 für 1 £ C \ {o}.  

1° gilt nur mit g : = f \Ee (vgl. 1.4) und 2° ergibt sich aus 

Ex C Qj für alle / £ H (E). 

2. Zur weiteren Beschreibung von Eigenschaften der holomor- 

phen Vervollständigung eines lokalkonvexen Raumes benötigen 
wir die Begriffe der regulären Klasse und der zulässigen Uber- 
deckung [8]. 

2.1. Definition : Sei ü ein Gebiet im lokalkonvexem Hausdorff- 

raum E. Eine offene Überdeckung S3 von Q heißt zulässig, 
wenn gilt: 

i° Zu jedem U £ S3 gibt es a £ cs (E), s £ R+ und V £ S3 
mit inf (x) \ x £ U) > J und {y £ E | Es gibt x £ U mit 

v.(x —y) < J} C V. 

2° U Kj V £ S3 für alle U, V £ S3. 

Für eine zulässige Überdeckung S3 von Q sei Am : = {/  £ H 

(ß) I 11/L < 00 für alle U G S3} , wobei \f\v : = sup {\f(x)\ 
I 2: £ U). A% versehen mit der Topologie der gleichmäßigen Kon- 
vergenz auf allen U £ S3 ist eine vollständige lokalkonvexe Al-  

gebra. Ferner ist A% eine ,,reguläre Klasse“  im folgenden Sinne: 

2.2. Lemma: Für jede zulässige Überdeckung SB von Q gilt: 

1 ° d”  f G A S3 für alle / £ A%, n £ V und a £ E. 
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2° Zu jedem Punkt rG fi  gibt es eine Seminorm a £ cs (A) 
mit: Q^(X) : = inf {QJ(X) |/ £ ^23} > o (vgl. [8, 2.7]). 

Sei cu(ß) das gerichtete System der zulässigen und abzahl- 
baren Überdeckungen von ü. (S3 < SEB genau dann, wenn S3 Ver- 
feinerung von SB ist.) ist Fréchetalgebra, falls S3 £ a>(ß). 
Für metrisierbare Räume E ist H(Q) = (J {A% | S3 £ co(ß)}. 
Ist /£f/(ß), so gehört eine geeignete Verfeinerung S3 von 
({x £ ß I I fix) I < n} I n £ IV) zu co(ß), so daß f E Am. All-  
gemein heißt E ein co-Raum [2], wenn die Bedingung H(E) = 

(J {ASQ I S3 £ <u(A)} erfüllt ist. Wie in [8, 3.7] läßt sich zeigen: 

2.3. Lemma: Sei ß ein Gebiet des metrisierbaren lokalkonvexen 
Raumes E. Dann ist fSYß), : = lim ind d» der zu Ff(Ü) asso- 

!ö e <0 (ß) 
ziierte bornologische Raum. 

Ebenfalls überträgt sich der folgende Satz vom Typ Cartan- 
Thullen (vgl. [8, 4.7]): 

2.4. Satz: Sei ß ein Gebiet im lokalkonvexen Hausdbrjjraum E 
und sei SB £ OJ (ß). Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent : 

10 Die Funktionen aus A 52 lassen sich nicht simultan in ein ß 
echt umfassendes Gebiet analytisch fortsetzen (auch wenn nicht- 
schlichte Gebiete zugelassen sind). 

2° Es gilt für alle x £ ß und alle <x £ cs (A): Aus d^(x) > o 
folgt dlix) > £&(*)•  

30 Zu jeder Folge (xn) aus ß mit d^ixf) —%º� o für alle a £ cs (JE) 
gibt es eine Funktion f £ Aw mit sup | f(xj) | = co. 

Von grundlegender Bedeutung ist der folgende Satz: 

2.5. Satz: Sei E metrisierbar, S3 £ o)(E) und Ex ein Unter- 
raum von E. Sei ß £ Ex ein Gebiet mit E £ ß, in das sich 
jedes f £ A^fortsetzen läßt : Für alle f E A% existiert f £ £f(ß) 
mit f\E=f. Dann gibt es eine zulässige Überdeckung SÖ £ co(ß) 
mit A% = {f \f E A%}, und die Restriktionsabbildung Afc £ g 

 ̂g \E £ ^2! ist ein Isomorphismus von F reche träumen. 

Beweis : Sei x E D. Dann ist x: Am £ / 1-» fix) £ C stetig. 
Es gibt nämlich eine Folge (xn) aus E mit —»% � das bedeutet 
Â, (/) —* x(f) für alle f £ Nach dem Satz von Banach-Stein- 
haus [7, S. 86] ist x stetig, da natürlich alle xn stetig sind. Also 


