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Zwerch-Assoziativitit und verbandsihnliche

Algebren.!

Von Henner Kréger in Miinchen

§ L. Einleitung

An Ansitzen zur Verallgemeinerung des Verbandsbegriffes
hat es nicht gefehlt: besondere Beachtung verdienen die Unter-
suchungen von F.Klein-Barmen, P.Jordan und S.-L.
Matsushita. In neuerer Zeit hat sich u. a. M. D. Gerhardts
mit der Erforschung solcher verbandsidhnlicher Algebren be-
schiiftigt, wobei die Schrigverbinde von P. Jordan wohl die be-
kannteste Klasse bilden. In diesem Zusammenhang sollte man
auch die zahlreichen Arbeiten tiber Halbgruppen — besonders
idempotente Halbgruppen — schen.

Fast allen diesen Untersuchungen ist jedoch gemeinsam, daf3
das Assoziativgesetz

(a-b)-c=a-(b-c) (As)

fiir die betrachteten Verknlipfungen gefordert wird. Wihrend die
Theoric der Halbgruppen unlésbar mit der Assoziativitdt ver-
bunden scheint, scheint die Verbandstheorie — insbesondere,
wenn sie als geordnete Menge (mit gewissen Axiomen) interpre-
tiert wird — weniger darauf angewiesen zu sein. DaB in dem all-
gemein iiblichen — auf R. Dedekind zuriickgehenden—Axiomen-
system flir Verbinde das Assoziativgesetz (As) einen wesent-
lichen Platz einnimmt, liegt einmal in der Entwicklungsgeschichte
(Verbinde als Dualgruppen), zum anderen in der Einfachheit des
Gesetzes und nicht zuletzt in der Bequemlichkeit, die (As) als
Klammernersparungsregel liefert.

I Der Aufsatz gibt (umgearbeitet und ergiinzt) einen Teil der Dissertation
des Verfassers wieder. Herrn Prof. Dr. F. L. Bauer sei bei dieser Gelegenheit
fiur Anregung und Férderung der Arbeit herzlich gedankt.
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Man kann aber Axiomensysteme fiir Verbidnde angeben, bei
denen das Assoziativgesetz (As) nicht in Erscheinung tritt. Be-
sondere Bedeutung haben dabei gewisse ,,assoziativ-dhnliche
Gesetze. W. Felscher [57] gibt etwa ein Axiomensystem an, in
dem statt (As) ein Autodistributivgesetz der Gestalt

(@ &) c=(a e (-0 (AD)

benutzt wird (vergleiche auch M. D. Gerhardts [67]). Bei R,
Padmanabhan [66] wird ecin gewissermalBen zyklisches Asso-
ziativgesetz gefordert, ndmlich

(a-b)-c= ("¢ a, (ZA)
das zusammen mit der Idempotenz

ara=a (I)
die Kommutativitit
ab=10-a (K)

bewirkt. Eine weitere Variante bietet das (rechtsseitige) Zwerch-
Assoziativgesetz (ZWA), das folgende Gestalt hat:

(@ 8 c= (a8 "0 (ZWA)

Je nachdem, welche zusitzlichen Axiome gefordert werden,
ist mal diese, mal jene Form der Assoziativitiit die stirkere. Es
gilt etwa

M+ EZA)=1) + @As)=(I) + (ZWA), (1)
(K) + (As) <= (K) + (ZWA). (2)

Fir (2) siche auch A. Monteiro [55] S. 155, fiir (ZWA) siche
auch S. Kochen and E. Specker [65] S. 185. Keine der ange-
fihrten Implikationen ist allgemein umkehrbar.

In Abhingigkeit von dem fiir die Verbandsstruktur benutzten
Axiomensystem kann man daher die verschiedensten verbands-
dhnlichen Strukturen erhalten. Von besonderem Interesse sind
nun verbandsihnliche Algebren, in denen — entsprechend dem
verbandstheoretischen Modell — eine Ordnungsrelation oder
wenigstens eine Quasiordnung definiert werden kann; zugleich
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sollen diese Algebren bei Hinzunahme der Kommutativitit zu
Verbinden werden. Fiir die hier behandelte Struktur soll (ZWA)
als zentrales Axiom benutzt werden. Die Rechtfertigung dieser
Wahl ist einerseits durch (1), (2) gegeben. Zum anderen findet
man im Zusammenhang mit der ,,Quantenlogik’’ ein interessan-
tes Anwendungsgebiet der cinzufiihrenden Struktur, denn jedem
orthomodularen Verband kann man umkechrbar eindeutig und in
natiirlicher Weise einen — die Definition folgt spiter — Boole’schen
Zwerchverband zuordnen.

§ 2. Halbstruktur

Definition 2.1: Eine Algebra (4, -) vom Typ {2) heillt ge-
nau dann Zwerchhalbgruppe — genauer rechtsseitige Zwerch-
halbgruppe — wenn die Verknilipfung das Zwerch-Assoziativgesetz

(@ ) c=(a b 60 (ZWA)

erfiillt. Man spreche genau dann von einer idempotenten Zwerch-
halbgruppe, wenn die Verkniipfung auBerdem idempotent ist.
Eine idempotente Zwerchhalbgruppe heiBt genau dann (in nattr-
licher Weise) geordnet, wenn

a~(ba)y=4b-a (NO)
gilt. In Zwerchhalbgruppen werde durch

ach.: B a=a-b (1)
eine Relation ¢ definiert. —

Satz 2.2: In geordneten Zwerchhalbgruppen ist o eine Ord-
nung. s gilt

acbhb=>ab==~5"a — (2)
Bewelis:
Wegen der Idempotenz (1) ist o reflexiv.
Mit (ZWA) folgt die Transitivitit von o folgendermafBen:

Seia=a-bund b = b, so folgt
a=ab=(a"b)-(b-c)=(-b)-c=a-c.
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Mit (NO) erhilt man die Antisymmetrie:
Aus a = a-6und & = 4 - a folgt ndmlich
a=a-b=a(b-a)y=0b a=24
AuBerdem 4Bt sich (2) mit (NO) herleiten:
Aus @ = a - 6 folgt
bra=46-(a-b)=a b —
Verzichtet man auf (I) bezichungsweise (NO), so muf} ¢ keine

Ordnungsrelation sein, ist wegen (ZWA) aber transitiv. AuBer-
dem gilt schon in Zwerchhalbgruppen

achb=(a-b)y-c=a- (b c). (3)
Bewels:
Mit der Definition von o gilt
(a-b)y-c=(a-b)-(b-¢c)=a(b-c) -
Deshalb gilt in Zwerchhalbgruppen mit der Eigenschaft
(a 6o @
auch das Monotonicgesetz oder Vertriglichkeitsgesetz
acbhb=(a-x)o(b-x). (5)

Durch a-a:=46, a-b: =6, b-a:=a, b-b:=a ist cine
Zwerchhalbgruppe gegeben, in der (5) gilt, obwohl (4) verletzt
ist. Setzt man in (Rechts-) Zwerchhalbgruppen dagegen

apb: B a=1b"a, (©6)
so muf} ¢ nicht einmal eine Ordnungsrelation sein, wenn (I) und
(NO) gelten.
§ 3. Vollstruktur

Wie in der Theorie der Verbinde und Halbverbdnde sollen
nun zwei Zwerchhalbgruppen (M, A) und (M, V) mit gleicher
Tragermenge M zu einer Algebra (M, A, V) zusammengefalit
werden. Die Verzahnung der beiden Zwerchhalbgruppen erfolgt
durch Absorptionsaxiome, von denen — wegen der nicht geforder-
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ten Kommutativitit von A, V — acht Varianten zur Auswahl

stehen:
ap(V a) =a, (Ab™)
aV (b A\ a) = a, (AbY)
bV a)\ a=a, (Ab1)
(bANa)Va=a, (Ab2)
(a\ &) \ a = a, (Ab3)
@ABVa=a, (Abg)
ap (aV b) =a, (Abs)
aV (e )\ b =a (Ab6)

Um das Dualitétsprinzip der Verbandstheorie ibernehmen zu
koénnen, geniigt es nicht, mit jedem Axiom auch das duale zu
fordern (A durch V/ sowie \/ durch A ausgewechselt) — das fithrt
nur zu einem algebraischen Dualitédtsbegriff — sondern man muf
noch

a=ahNbEb=0b\a 7

verlangen, damit auch ein ordnungstheoretischer Dualitits-
begriff zur Verfligung steht. (7) kann man aus (Ab”) und (AbY)
herleiten. Umgekehrt gelte in zwel Zwerchhalbgruppen (M, A)
und (M, V) die Eigenschaft (4) von § 2 fiir A bzw. V. Verkettet
man die beiden Algebren (M, A) und (M, V) nun durch (7) zu
einer Algebra (M, A, V), so erhilt man dort auch die Giiltigkeit
von (Ab”) und (AbY). Das tatsichliche Bindeglied zwischen
(M, N) und (M, /) ist also (7). Trotzdem soll - um die Axiome
moglichst in Gleichungen zu formulieren — nicht auf (4) von § 2
und (7) sondern auf die Absorptionsaxiome selbst zuriickge-
griffen werden. Demgemif treffe man folgende Absprache:

Definition 3.1: Eine Algebra (M, A, V) heile genau dann
Zwerchverband — in H. Kréger [72] wurde stattdessen die Be-
zeichnung R-Schiefverband benutzt — wenn (M, A\) sowie (M, /)
Zwerchhalbgruppen sind und die Axiome (Ab”") und (AbY) gel-
ten. Ein Zwerchverband heie genau dann idempotent, wenn bei-
de Zwerchhalbgruppen idempotent sind. Ein Zwerchverband
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heile geordnet, genau dann, wenn beide Zwerchhalbgruppen ge-
ordnet sind. In geordneten Zwerchverbanden setze man

a<b: B a=alb - (8)

AD jetzt sollen nur noch geordnete Zwerchverbinde betrachtet
werden. In diesen gilt wegen (Ab/), (AbY), (7) und (8)

afb<é, (©)

b<aVé (10)

Mit (2) von § 2 folgt nun die Giltigkeit von (Ab1) und (Abz2).
Dagegen missen (Ab3) und (Abg) nicht gelten, sind aber in der
spiter anzugebenden Klasse der Boole’schen Zwerchverbidnde
erfillt. (Abs) und (Ab6) schlielilich haben eine sehr trivialisie-
rende Wirkung, wie man mit (7) bis (10) aus den nichsten Be-
trachtungen erkennt. Man beachte dazu auch den folgenden
Paragraphen.

Zum AbschluB3 dieses Paragraphen scien noch einige Angaben
zu Schrankenelementen, Infima und Suprema in geordneten
Zwerchverbinden gemacht. In geordneten Zwerchverbinden
gilt

x<agundx <b=x <aA b (11)
Wenn das Infimum inf (g, 6) von @ und & existiert, so gilt
inf(a, 6) < a A 6. (12)

Als hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Infimums je
zweier Elemente erkennt man das Absorptionsaxiom (Ab6), denn

a A b <a= 3Finf(a, ) und inf(a, 6) = a A 6. (13)
Beweis:
Zu(11):x < aundzx <b=
x=xANaeundx =z /) b=
x=xNb=GANaNb=EANON (@A =xA(a)b),
alsox < a A b.
(12) und (13) sind nun trivial, -

Man merke jedoch, dal @ A & = inf(a, 4) nicht notwendig auch
& N\ a = inf (a, §) zur Folge hat,
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Entsprechende Aussagen gelten fur obere Schranken und
Suprema.

§ 4. Zwerchverbiinde und Schrigverbinde

Ein Zwerchverband ist eine Algebra (M, A, V) vom Typ
(2,2 mit folgenden Axiomen:

(e NO)Ne=(aNb N (@A O, (ZWANM)
@V &V ec=(aVbV Vo), (ZWAVY)
aph bV a)=a, (Ab™)
aV (b )\ a)=a. (AbY)

Mit jeder Gleichung gilt daher auch die duale Gleichung.
Ein Schrigverband (P. Jordan [62]) ist eine Algebra (M, A,
V) vom Typ {2,2) mit den Axiomen

(@eNb)Ne=al (A o), (As™)
(@M b)Mc=aN (b, (AsY)
e (6 a)=a, )
(a N oO)Mas=a. (2)

Aus (1) und (2) kann man schon die Idempotenz (I") und (1Y)
herleiten.

In Schrigverbinden gilt mit jeder Gleichung zwar nicht not-
wendig dic zugcehdrige duale, wohl aber die zugehérige dual-
symmetrische Gleichung. Dies ist aber ein rein schreibtechnischer
Unterschied. Sctzt man

PR /2N

aV\ b:=b6Y a, (3)

so kann man jedem Schrigverband umkehrbar eindeutig eine

Algebra (M, A, V) vom Typ {2,2) zuordnen, einen gewisser-

mafien konversen Schriigverband. In jedem konversen Schrig-
verband gelten nun die Axiome

@), @Y), (Ash), (AsY) @

und als Absorptionsaxiome
ap @V b =a (Abs)
aV (a N\ b)=a. (Ab6)
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Insbesondere gilt in konversen Schriigverbinden cin echtes
(algebraisches) Dualitidtsprinzip.

Beziiglich (4) beachte man die in der Einleitung genannte Be-
zichung (1) zwischen Assoziativitit und Zwerch-Assoziativitiit,
Unter Vernachlissigung der Absorptionsaxiome kénnte man
sagen, daf} die Zwerchverbinde eine Verallgemeinerung der kon-
versen Schrigverbinde sind. Aber gerade die Absorptionsaxiome
machen beide Strukturen unvergleichbar (vgl. P. Jordan [62]
S. 142).

§ 5. Beispiele

A) Sei M == ¢ eine durch < geordnete Menge. Flr je zwel a, b
& M setze man

afallsa <4
eNb:= b sonst ’
AV b= zzfallsbga'
b sonst

Mit dieser Festsetzung ist die Algebra (4, A, V) cin geordneter
Zwerchverband. Der Bewels sei dem Leser tiberlassen.

B) Sei M 5 o cine durch < geordnete Menge. Fir je zwel a,
b & M setze man

AN b= inf(a, &) falls vorhandcn’
b sonst

aV b= sup(a, &) falls Vorhandcn‘
b sonst

Mit dieser Festsetzung ist die Algebra (M, A, V) genau dann ein
geordneter Zwerchverband, wenn fir jedes Tripel (a, 6, ¢) die
folgenden beiden Bedingungen gelten:
3 inf(a, &)
3 inf(4, ¢) = ¢ <9, (INT)
B inf(inf(a, b), inf (4, o))
3 sup(a, b)
3 sup (4, ¢) =c>b. (5UP)
1 sup (sup(a, &), sup (4, ¢))
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Der Beweis sei dem Leser tiberlassen.

C) Einen dritten Typ geordneter Zwerchverbinde findet man in
Satz 8.3 angegeben. Daflir bedarf es aber einiger Vorbereitungen.

§ 6. Subjunktive Zwerchverbiinde

Definition 6.1: Ein geordneter Zwerchverband soll genau
dann subjunktiver Zwerchverband heillen, wenn es zu je zwei Ele-
menten @, &6 © M cin Element @ ~~ 6 & M gibt mit der Eigen-
schaft

xhNa<bzx<ar~b - (1)

Wie in der Theorie der Verbidnde folgt sofort, dafl jeder sub-
junktive Zwerchverband ein maximales Element 1 besitzt mit der
Eigenschaft x = 2 A 1 fiir jedes x & M. AuBerdem gilt

a<bEFE ar~h=1. (2)
Auch der Beweis der Monotonieeigenschaft
b<c=arvb<ar~c (3)

ergibt sich wie in der Verbandstheorie.

Die beiden Implikationen ,, > und ,,<*“ in (1) kénnen — wie
im Fall subjunktiver Verbinde — durch je eine Ungleichung (die
auch zu einer Gleichung umgeschrieben werden kann) dquivalent
ersctzt werden. Der Implikation ,, > in (1) entspricht

@ <6~V @A B, (1a)
der Implikation ,,<‘* in (1) entspricht
(@~ N a<b (1b)

Beweis:

Zu (1a): Es gelte 1a)und a A 6 < c.
Dann ist ¢ = ¢/ (@ A 6) und daher @ < 4 ~¢.
Nun gelte ,,>"" in (1). Wegen (10) von § 3 gilt

alNbo<cV(aADd.
Damit folgt (1a).



32

Henner Kroger
Zu (1b): Es gelte (1b) und @ < & ~~ ¢. Mit (5) von § 2 folgt
aNb< (BN b
Mit (1b) gilt danna A 6 < c.

Nun gelte ,,<” in (1). Wegen a ~~ 6 < a ~~ b erhilt man
sofort (1b).

Den Zusammenhang zwischen (1a) und ,,>" von (1) findet
man fir Verbédnde in der Diplomarbeit (TU Miinchen 1971/72)
von J. Weber, der Zusammenhang zwischen (1b) und ,,<“ in
(1) fir Verbinde ist allgemein bekannt. —

Bemerkenswerterweise ist jeder subjunktive Zwerchverband

beztiglich der Ordnungsrelation << ein Halbverband, im Fall end-
licher Trigermengen also sogar ein Verband, denn

Satz 6.2: In subjunktiven Zwerchverbinden besitzen je zwei

Elemente @,6 € M eine gemeinsame grofite untere Schranke, es
gilt

inf(a, b) = (a 7~ b) )\ a. -
Beweis:

Wegen (1b) ist (@ 7~ 6) A a cine untere Schranke von 4.
Mit (@) von § 3 gilt auch

(ar~b) N\ a<a.

Je zwei Elemente @, 4 haben also (@ 7~ &) A\ a als gemeinsame
untere Schranke. Dies ist aber sogar die gréflite gemeinsame
untere Schranke, denn aus

x <aundx <dfolgtx A a=x <0,
mit (1) gilt daher
x < arxb,
mit (5) von § 2 erhilt man
xNa<(ar~b) ) a
und mit x < a folgt schlicBlich
x< (@b N a -
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In diesem Zusammenhang ist folgende Aussage interessant:
Ein geordneter Zwerchverband vom Typ A (§ 5) ist genau dann
subjunktiv, wenn zu je zwei Elementen a, 4 das Infimum inf(e, &)
existiert und ein grofites Element 1 vorhanden ist. Und in sub-
junktiven Zwerchverbinden vom Typ A gilt:

1 fallsa < &

Gesib= inf(a, §)  sonst

§ 7. Komplementire Zwerchverbinde

(M, N\, V) sei ein geordneter Zwerchverband. Gibt es in M/ ein
groBtes und ein kleinstes Element 1 und o, so kann man den
algebraischen Begriff des Komplementes wie in der Verbands-
theorie einfithren, mul} jedoch die fehlende Kommutativitit von
A, \V beachten: y heift genau dann linksscitiges Komplement
von x, wenn

yANx=oundyVzxr=1

gilt. Und unter genau der gleichen Bedingung heilt x rechts-
seitiges Komplement von y. Im Fall 2 < x < 4 kann man auch
relative Komplemente von x betrachten (vgl. § g).

Nun liegt folgende Definition nahe:

Definition 7.1: Eine Algebra (M, A, V, o, 1,) vom Typ
{2,2,0,0,1) heiBt genau dann orthokomplementirer Zwerchver-
band, wenn (M, A, V) ein geordneter Zwerchverband ist und die
folgenden Axiome gelten:

0 =1, (o)
r=2xA1, (1)

a\ a =1, (2)
afNb=(aVb". - (3)

Mit der Idempotenz von A, V folgt aus (3) ndmlich

a' =a 4)
und dann mit der Definition von < in (7) und (8) von § 3

3 Miinchen Ak. Sb. 1973
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a<b= b <da. (5)

Es scheint so, daBB man fiir die Herleitung von (3) aus (4) und (5)
jedoch wesentlich die Kommutativitit benétigt. Mit (o), (4) folgt
nun auch

a ANa=o

und sogar, daB3 @’ beidseitiges Komplement von a ist.
IFir die weiteren Ziele der Arbeit ist folgender Satz von Bedeu-
tung (vgl. (1b) von § 6):

Satz 7.2: In orthokomplementiren Zwerchverbinden sind die
folgenden drei Axiome paarweise dquivalent:

(@aV )N <a, ©)
(@N&)V b=a, (7)
xNa<bm=x<bVa. - (8)

Beweis:
Wegen (3), (4), (5) erhilt man aus (6)
(@ NbVE>a.

Mit der Umbenennung der Variablen, was wegen (4) erlaubt
ist, folgt (7). Ebenso gilt mit (7) auch (6).

Nun gelte
x N a <o,
mit (5) von § 2 also
(xNa)Va <bVa.
Mit (7) gilt dann aber
x <4\ a'.

DaB mit (6) auch ,,<*“ in (8) und umgekehrt mit (8) auch (6)
gilt, wurde schon in § 6 bei (1b) gezeigt. —
Dieser Satz fiihrt zu

Definition 7.3: Ein orthokomplementidrer Zwerchverband
heit genau dann Boole’scher Zwerchverband, wenn eines der
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Axiome (6), (7) oder (8) gilt. Jeder Boole’sche Zwerchverband ist
insbesondere subjunktiv, wobei
ar~b:=646\a. -
Aus Satz 6.2 folgt daher

Satz 7.4: In Boole’schen Zwerchverbinden gibt es zu je zwei
Elementen a, 6, € M das Infimum und das Supremum, es gilt

inf(a, 6) = (aV &) A\ b, (9)
sup(a,6) =(a AN &)V b. - (10)

Als — spiter bendtigte — Orthomodularititseigenschaft der
Boole’schen Zwerchverbidnde gilt noch

a<b=(@Vé)Nb=a, (11)
a<b=0bANa)Va=25h (12)

Als weitere Analogiccigenschaft zum Begriff des Boole’schen
Verbandes erkennt man

Satz 7.5: In Boole’schen Zwerchverbinden gibt es zu jedem
Element @ genau ein Komplement, nimlich @, —
Beweis:
Nahxr=o0=>a<x=zx<dq.
aVx=1=d ANx=0=d <ux.

Also gilt x = a', wenn x rechtsseitiges Komplement von « ist.

byxAa=o=x<d
xVa=1=22Nd=0=x <a=ad <=z

Also gilt x = 4', wenn x linksseitiges Komplement von « ist. -

Eine Unterscheidung zwischen , linksseitig’ und ,,rechts-
seitig® tritt in Boole’schen Zwerchverbinden erst bei echt relati-
ven Komplementen auf (vgl. § g).

§ 8. Boole’sche Zwerchverbinde und orthomodulare Verbinde

In diesem Abschnitt wird nicht nur eine Konstruktionsméglich-
keit fiir nicht-kommutative Boole’sche Zwerchverbinde an-

.

3
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gegeben, sondern auch eine umkehrbar eindeutige Bezichung
zwischen Boole’schen Zwerchverbinden und orthomodularen
Verbinden aufgezeigt.

Definition 8.1: Eine Algebra (M, m, U1, o, 1, ') vom Typ
{2,2,0,0,1) heilt genau dann orthomodularer Verband, wenn
(M, M, 1) ein Verband ist und folgende Axiome gelten:

o=1’, (0)
x=x01, (1)
ala =1, (2)
amb=(ad Ld, (3
a=amb=>a(@mb =254 - (4)

G. Rose [64] zeigte, daB (4) durch die Bedingung

Zu keinem Element x gibt es ein Komplement x == 2/,
das mit dem Orthokomplement x” von x beziiglich (4
der Verbandsordnung echt vergleichbar ist.

dquivalent ersetzt werden kann.
Die erste Verbindung zwischen Boole’schen Zwerchverbinden
und orthomodularen Verbinden liefert nun

Satz 8.2: Sei (M, A,V,0, 1, ") ein Boole’scher Zwerchverband
mit zugehoriger Ordnung < (vgl. (8) von § 3). Dann ist (M, <)
ein Verband mit

amb:=(a\V &)\ b (s)
als Infimum von &, 4 und
aldb:=(@Nb)Vé 6)

als Supremum von &, &. Die so definierte Algebra (M, m1, 1, o,
1, ") ist ein orthomodularer Verband. —

Beweis:
Mit Satz 7.4 folgt, daB (M, M, L) ein Verband ist. Dabei gilt
a=aAbFHa=arlb
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Wegen der Idempotenz von A,V ist der Verband sogar ortho-
komplementir.

Es bleibt noch der Nachweis von (4”).
Aus e Mz = ound ¢ L3 x = 1 folgt mit (5) und (6)
(@Va)Ax=o,
(aANz2)V x=1.
Mit der Zwerch-Assoziativitidt gilt weiter
(@aV2H)Vx=(aV2)VEVx)=(CVa)Vi=1
und entsprechend
(@ x)N\x=o.

Mit Satz 7.5 folgt nun aus der Eindeutigkeit des Komplemen-
tes in Boole’schen Zwerchverbinden

x=2a A x sowie x = a' V x.

Ist nun x < &', so ist mit ¢’ = &' \V x auch &’ = =.
Ist nun x> 4’, so ist mit 4’ = &’ A x auch &’ = x.

Damit ist der Bewels erbracht. —

Umgekehrt setze man in orthomodularen Verbinden in Analo-
gie zu (5) und (6) — vgl. auch E. Richter [64] und J. Kotas

(67] -
arb:=(a1b)rmsé, )
avb:=(amd)uLé. (8)
Dann gilt

Satz 8.3: Die so definierte Algebra (M, A, v, o, 1, ) ist ein
Boole’scher Zwerchverband, —

Bewelis:

Die Operationen A, v sind idempotent.
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Zwerch-Assoziativgesetz:
(@ahbyA(@Ac)=
((cus)mu @ moud)m@Eud)me=
((ewdyméyuc)me=(ahd)he
da ((ewd)mb)ucd <bduid.
Entsprechend zeigt man die duale Aussage.
Ordnungsaxiom:
ah(brha)y=(aw (' mayua)m(bAia)="bAa.
Entsprechend zeigt man die duale Aussage.
Absorptionsaxiom:
aA(bvay= (a1 (' Layma))((bma)ua) =a
Entsprechend zeigt man die duale Aussage.
Die Axiome (0) bis (3) von § 7 prift man leicht nach.
Nun ist (7) von § 7 zu zeigen beziehungsweise statt dessen
a=uah((@aAd)vb).
ah{((ahd)yb) =
(e ((@méyud)yms))m((aub) mé)Lis) =
(ar(@mé)) Mm@ é) =a -

Auch bei der durch (7) und (8) bestimmten Transformation
ubertrigt sich die Ordnungsrelation der alten Struktur auf die
neue Struktur, denn

Satz 8.4: Mit den Voraussetzungen von Satz 8.3 gilt
a=ambRa=alrb -
Beweis:

Man sieht, daB in (4) sogar die Aquivalenz gilt. Damit erhilt
man aber
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a =aMbRb=>bLaBEb=0mad
d=@nmbud Ba=@ud)mib B a=ahb -

Nun bleibt noch zu zeigen

Satz 8.5: Zu jedem orthomodularen Verband gibt es einen
Boole’schen Zwerchverband, aus dem man den orthomodularen
Verband durch (5) und (6) herleiten kann. Und umgekehrt gibt
es zu jedem Boole’schen Zwerchverband einen orthomodularen
Verband, aus dem man den Boole’schen Zwerchverband durch
(7) und (8) herleiten kann. Die Transformationen (5), (6) einer-
seits und (7), (8) andererseits sind zueinander invers. —

Beweis:
a) Ist (M, M, W, o, 1,”) ein orthomodularer Verband, so gibt
es dazu nach Satz 8.3 einen Boole’schen Zwerchverband (M, A,
v, 0, 1, ') und zu diesem gibt es nach Satz 8.2 einen ortho-
modularen Verband (M, [], -], 0, 1, 7).
Alle drei Algebren stimmen bezliglich Trigermenge, Ordnungs-
relation und der Operationen o, 1, ’ {iberein. Demnach miissen
auch ™M, Lt mit [~], -] iibereinstimmen.

b) Sei nun (M, A, V, 0,1, ") ein Boole’scher Zwerchverband.
Zu diesem konstruiert man wieder nach Satz 8.2 einen ortho-
modularen Verband (#, M, U, 0, 1, ’). Und zu diesem kon-

struiert man nach Satz 8.3 einen Boole’schen Zwerchverband
(M, A, v,0,1,7).

Alle drei Algebren stimmen bezlglich Trigermenge, Ord-
nungsrelation und der Operationen o, 1, " tiberein. AuBlerdem
gilt

ahb= (a1t mb=(((aANOVI)VE)Ns=
((@N &V EYNG

wegen (10) von § 3 und (8) und (7) von § 3.
Mit (9) von § 3 und (11) von § 7 folgt weiter
((@NHVEINE=aN?,

das heif3t aber
aihb=al/b.
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Da in beiden Boole’schen Zwerchverbinden die Operation’
dieselbe ist, folgt mit (3) von § 7 auch

avb=aVo.

c) Damit ist sogar eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen Boole’schen Zwerchverbinden und orthomodularen
Verbinden gefunden. —

§ 9. Relative Komplemente

Sei (M, A\, V) ein geordneter Zwerchverband und auBerdem
a <x <4 Dann soll y genau dann rechtsseitiges relatives
Komplement von x beztiglich des Intervalles | &, & | heiBBen, wenn

xAy=a und xV y =54

Entsprechend heifle ¥ genau dann linksseitiges relatives Komple-
ment von x bezliglich | @, & |, wenn

yANx=a und yVx =54

Wegen (9) und (10) von § 3 ist jedes rechtsseitige relative
Komplement von x beziiglich |a, 8| ebenfalls ein Element des
Intervalles |a, &|. Fiir linksseitige relative Komplemente muB das
nicht gelten. Die weiteren Untersuchungen seien auf Boole’sche
Zwerchverbidnde beschrinkt.

Satz 9.1: Sei (M, A\, V,0,1,") ein Boole’scher Zwerchverband.
Seia <bund I: ={x:a<x < b & M} Farx & [ sei

x:=aV (x' A\ D).

Dann ist (/, A, V, a, 4, 7) ebenfalls ein Boole’scher Zwerch-
verband. —

Beweis:

Sei (M, ™1, L, 0, 1,")der zu (M, A\,V,0, 1,") gehérige ortho-
modulare Verband. Dann ist (/, M, W, @, 4, ) ein ortho-
modularer Verband. Es gilt furx & 7

al(x'mMé)=(@ux)Méb==x
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Sei (£, N, ¥, a, b,7) der zu (£, M, Wi, a, b, ~) gehorige Boole’-
sche Zwerchverband (nur hier in diesem Beweis wird A, ¥ in
diesem Sinne benutzt). Nun gilt firx, y € 7

Arx¥y=@FMny)uUuy=Em@uy)mduy =
@Fr@uy))uy>@ny)uy =2xVy.
bV y=(xm)uy=(mdm(yus) ey ms=
Ru)uy nhzEnynu ne =
ryueu (¥ mb)=xyyuy=xVYj
Ebenso zeigt man
xAy<xAy und xA7<xAF

Da die Orthokomplementbildung x» — x eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung von 7 auf 7 ist, folgt

xAy=xAy und x»Vy=2xVy
und so die Behauptung des Satzes. —

Wegen Satz 7.5 existiert folglich in (M, A, V, 0,1, ") zu jedem
x & [ beziiglich 7 genau ein rechtsseitiges relatives Komplement,
dies stimmt mit x iiberein und ist auch ein linksseitiges relatives
Komplement von x & 7 bezliglich 7. Die nichtrechtsseitigen
relativen Komplemente — und es kann solche geben ~ sind da-
gegen extrem ausgeartet:

Satz 9.2: Es mégen die Voraussetzungen von Satz 9.1 gelten.
Dann ist ein linksseitiges relatives Komplement ¥ von x & 7
beziiglich 7 genau dann auch ein rechtsseitiges relatives Komple-
ment von x & 7 beziiglich 7, wenn y & 7 gilt. —

Beweis:

Ist y rechtsseitig, so wurde oben schon gezeigt, daB dann
y & /1. Sei nun ¥y & 7 und y set linksseitig. Dann muf3 nach
dem Beweis zu Satz 9.1 ¥ das Komplement von x in (7, A, V,
a, b,7) sein, wegen Satz 7.5, ist also auch rechtsseitig. —

DaB es durchaus mehrere linksseitige relative Komplemente
von x & [/ beziiglich 7 geben kann, stellt man schon in den ein-
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fachsten Boole'schen Zwerchverbidnden fest. SchlieBt man die
ausgearteten linksseitigen relativen Komplemente vom Komple-
mentbegriff aus — indem man etwa fordert, daB relative Komple-
mente in dem bezogenen Intervall liegen miissen — so stellt das
rechtsseitige relative Komplement, dessen Lxistenz, Eindeutig-
keit und Beidseitigkeit oben gezeigt wurde, das relative Komple-
ment schlechthin dar.

Die linksseitigen relativen Komplemente bieten jedoch eine
schone Moglichkeit, die Boole’schen Zwerchverbinde noch wei-
ter zu klassifizieren.

Fall A: Keine zusitzlichen Bedingungen.

Fall B: Es gibt kein Intervall 7 und kein x & 7 derart, dal3 x
zwel (verschiedene) miteinander vergleichbare links-
seitige relative Komplemente beziiglich 7 hat. (Echt un-
vergleichbare linksseitige relative Komplemente.)

Fall C: Es gibt kein Intervall 7 und kein x & 7 derart, dal3 x
zwei verschiedene linksseitige relative Komplemente
beziiglich 7 hat.

(Eindeutig bestimmtelinksseitige relative Komplemente.)

Sei (M, m, M, o, 1, ") der zum Boole’schen Zwerchverband
(M, \,V, 0, 1,") gehorige orthomodulare Verband und x & /.
Es gilt genau dann fireiny &€ M

yAx=a und yV x =0,
wenn fiir dasselbe y
yma' =6mzx und yuxr =aax
gilt. Umgekehrt gilt genau dann fireiny &€ M
ymx=a und yux =24,
wenn fir dasselbe y
yNANx2 =6A2 und yVa' =aV

gilt. Von den linksseitigen relativen Komplementen der Schief-
struktur kann man also auf die relativen Komplemente der zu-
gehdrigen kommutativen Struktur schliefen und umgekehrt:
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In (M, M, L, o, 1, ") sind die relativen Komplemente genau
dann eindeutig bestimmt bezichungsweise genau dann echt unver-
gleichbar, wenn die linksseitigen relativen Komplemente in
(M, N\, V, o, 1,") cindeutig bestimmt bezichungsweise echt un-
vergleichbar sind. Demgemil gilt

Satz 9.3: Sei (M, A, V, 0,1, ") ein Boole'scher Zwerchverband
mit zugehoérigem orthomodularen Verband (4, m, u, o, 1, ).
Dann ist (M, M, L1, 0, 1, ") genau dann modular, wenn gilt

y<z
yANx=zANx | = y=_c (1)
yVa=2Vx

(M, M, 1y, o, 1,”) ist genau dann distributiv — also sogar ein
Boole’scher Verband, der dann mit (M, A, V, o, 1, ") identisch
ist — wenn gilt

yANx=2zAx

. PR
y\/x:z\/x = Yy =2z \2)

Man kann (1) und (2) als spezielle Kiirzungsregeln ansehen,
die mit (5) von § 2 in enger Verbindung stehen.

§ 10. Vertauschbarkeit von Elementen
Definition 10.1: In orthokomplementiren Verbinden setze man
aCb: ¥ a=(améb)u(arm ). - (1)

Diese Relation C erhilt ihre wirkliche Bedeutung erst in ortho-
modularen Verbinden, denn dort gilt 2Cé genau dann, wenn der
von a, b, a’, " erzeugte Teilverband ein Boole’scher Verband ist.

Insbesondere gilt in orthomodularen Verbidnden - und das ist
ein Charakteristikum von ihnen (vgl. M. Nakamura {57]) -
aCb 35 6Ca. (2)

Satz 10.2: In orthomodularen Verbinden gilt (vgl. C. Piron
[64)):

aCb2 (a by b <a - (3)
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Beweis:

»<': Es gilt offenbar
(aud)mé<a B (@ub)mb=amsb

Mit & = ((a 10 8") M1 &) L1 (@' 1 &) erhiilt man aus der rechten
Seite dieser Aquivalenz

b= (ambd) L (a M o).

Also gilt 6 Ca und wegen (2) auch a C.
,» >"“1 Aus der Bemerkung nach Definition 10.1 folgt

aCb=(aub)mb=amb=>@ud)mé<La -

Man kann die Relation € in den Boole’schen Zwerchverband
(M, A\, V, 0, 1,"), der zu dem jeweils betrachteten orthomodu-
laren Verband gehért, tibernehmen. Wegen (3) gilt dort (vgl.
E. Richter [64])

aCb = apb<a, (4)
wegen (13) von § 3 gilt weiter
aCé ® aNb=am ()
wegen der Symmetrie (2) der Relation C gilt sogar
aCb 2 aNb=0bAa. (6)

Ersetzt man auf der rechten Seite der Aquivalenzen (4) bis (6) die
Zeichen A, <, M durch V, >, w4, so erhilt man wieder giiltige

Aquivalenzen, nimlich die zu (4) bis (6) gewissermaBen dualen
Aquivalenzen, da auch

aChb 2 aC¥' @)

gilt.

Die Relation € — in orthomodularen Verbinden zur Kenn-
zeichnung Boole’scher Teilverbinde benutzt — kennzeichnet in
Boole'schen Zwerchverbinden die Vertauschbarkeit der Argu-
mente bezlglich der Operationen A, V. Eben diese Eigenart legt
es nahe, die Relation C in Boole’schen Zwerchverbinden — un-
abhingig von den orthomodularen Verbinden — durch (6) zu
definieren. So kann man den Begriff der Vertauschbarkeit sogar
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fiir geordnete Zwerchverbinde einfithren, mu8 dabei jedoch eine
A-Vertauschbarkeit und cine \/-Vertauschbarkeit unterscheiden;
in Boole’schen Zwerchverbinden fallen beide Begriffe zusammen.

AbschlieBend seien die Voraussetzungen von Satz 9.1 gegeben.
Dann kann man fiir x, y € /sowohl eine Vertauschbarkeit C, be-
zogen auf (/, A\, V, a, 6, =) als auch eine Vertauschbarkeit C,,
bezogen auf (M, A, V, o, 1, ") betrachten — siecht aber mit (s)
oder (6) sofort, daB fiir x, y € 7

xCry 7 xCuy
gilt.

§ 11. Quantenlogik und Boole’sche Zwerchverbinde

Bei geeigneter Interpretation des orthomodularen Verbandes
(M, M, 4, 0,1, ) und seiner Trigermenge M kann man die
Operation Amit ¢ A b: = (a L1 86") M 4 als Projektion von @ in &
interpretieren.

C.Piron [64] zeigte, daB die Logik der Quantenmechanik
itber den Begriff des Hilbertraumes durch orthomodulare Ver-
binde dargestellt werden kann, indem

den Aussagen die vollstindigen Teilrdume
dem logischen ,,und”  der mengentheoretische Durch-
schnitt
der Negation die Orthokomplementbildung
entsprechen.

Dieser Darstellung kann man nun cine Interpretation durch
Boole’sche Zwerchverbinde gegentiberstellen, wobei

den Aussagen die vollstindigen Teilrdume

dem logischen ,,und die Projektion eines Teilraumes
in den anderen

der Negation die Orthokomplementbildung

—wicder auf den Hilbertraum bezogen — entsprechen.
Bei dieser Interpretation verliert man zwar die Kommutativi-
titvon 1, L. Aber man erhilt durch A, V eine bessere Anpassung
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an den physikalischen Begriff der Vertauschbarkeit von Aussagen,
denn

aNb=bNa = aCb 2 aNb=armb,
aVb=5ba = aChb ¥ aV b=auL1b.

Die Operationen A, V kann man in gewissem Sinn als ,,zeit-
abhingiges und'’ beziehungsweise als ,,zeitabhingiges oder an-
sehen: bei @ A & wird zunichst der Wert von a verarbeitet — wobei
der Wert von 4 eventuell gestort wird — dann wird der Wert von 6
verarbeitet — wobei der Wert von a eventuell gestort wird, was fir
die Auswertung von a A & aber ohne Einfluf3 ist sondern nur bei
nochmaliger Benutzung von 2 Bedeutung hat — anschliefend
wird der Wert von @ A 4 angegeben. Hierbei hat die Reihenfolge
der Argumente im inkommensurablen Fall wesentliche Bedeu-
tung. Nur im kommensurablen Fall ist eine gleichzeitige und
gegenseitig stérungsfreie Verarbeitung der Argumente denkbar.
Dabei bedeutet cine Stérung in einem Argument nicht, daf} sich
die zugehérige Aussage indert, sondern dal sich der Wahrheits-
wert dieser Aussage dndert. Das entspricht etwa dem Prinzip der
»beschrinkten Verfugbarkeit bei P. Mittelstaedt |68} (vgl.
dort S. 182/3). Eine verwandte zeitliche Interpretation von A
findet man im Abschnitt B der Arbeit von E. Richter [64].
Bemerkenswert ist hierzu auch die Arbeit von G. H. v. Wright
[65].

Entsprechend kann man eV é zeitlich interpreticren. Dabei
geben (4) von § 10 und die zugehédrige duale Aquivalenz ein
Anzeichen daflir, da3 statt des Boole’schen Zwerchverbandes

(M, N\, V, o, 1,")die Algebra (M, A\, ¥, 0, 1, ") mit
x¥y:=yVx (1)

(vgl. § 4) einer zeitlichen Interpretation besser angepalit ist, oder
aber bei @V 4 zunichst der Wert von ¢ und dann der Wert
von a verarbeitet wird.

Die Quantenlogik mul3 als Spezialfall die klassische Aussagen-
logik enthalten. Da jeder kommutative (Boole'sche) Zwerch-
verband ein (Boole’scher) Verband ist und umgekehrt jeder
(Boole’sche) Verband als kommutativer (Boole’scher) Zwerch-
verband interpretiert werden kann, ist diese Forderung fiir das
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vorgeschlagene Modell erfillt. Es unterscheidet sich von dem
Modell von C. Piron [64] nur auf ,,inkommensurablen Berei-
chen*‘. Betrachtet man das Modell der orthomodularen Verbiinde
als zutreffend, so kann man unter den Axiomen der Boole’schen
Zwerchverbinde hdchstens gegen das Subjunktionsaxiom

xhNa<b = x2<b\Va

Einspruch erheben, denn alle anderen Axiome gelten auch in
orthomodularen Verbinden, wenn man fiir die Zwerchverbands-
operationen A, \/ formal die Verbandsoperationen M, L1 ein-
setzt.

Es stellt sich daher die Frage, ob man die Abschwichung der
Kommutativitit zu

a(b-a)=10b"a (NO)
sowie die Abschwichung der Assoziativitit zu
(a-b)y-c=(a-b)-(b-0) (ZWA)

fiir das quantenlogische ,,und‘ und fur das quantenlogische
yoder von der Physik her rechtfertigen und dann das Sub-
junktionsaxiom retten kann — wobei eventuell Transformationen
vom Typ (1) durchzufithren sind. Man gewinnt damit ndmlich
nicht nur diese Subjunktionseigenschaft, sondern auch die Exi-
stenz und Eindeutigkeit der nicht-ausgearteten relativen Komple-
mente als Parallele zu den Eigenschaften Boole’scher Verbinde.
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