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Einleitung und Zusammenfassung 

Ein symplektischer Raum ist eine «-dimensionale (n G N) 
reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit M", in der ein antisym- 

metrisches, 2-fach kovariantes Tensorfeld k{j- definiert ist. k{j 

wird häufig auch Metrik genannt. 

Die Theorie dieser Räume fand in den letzten Jahren ein leb- 

haftes Interesse (siehe z. B. [ 1]—[6]), das zum Teil mit der Ent- 

1 Beim Fachbereich Mathematik der Technischen Universität München 
eingereichte Habilitationsschrift 

München Ak. Sb. 1977 



H Klaus Buchner 

Wicklung des Cartanschen Differentialformenkalküls gekoppelt 

ist. Über die Affinzusammenhänge in diesen Räumen ist bisher 

jedoch nur wenig bekannt. Zu erwähnen sind lediglich einige Er- 

gebnisse von G. Vranceanu [1], die in einer Reihe von Fällen die 

Existenz eines Affinzusammenhangs garantieren. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß zu jedem Tensor- 

feld k{j mit vorgegebener kovarianter Ableitung kt] 11 ein Affin- 

zusammenhang existiert. Er ist allerdings nicht eindeutig be- 

stimmt : Zu einem gegebenen Zusammenhang r\i kann noch ein 

beliebiger Tensor T'kl addiert werden, der die Gleichung ksi T
s
tl 

— ksk TSß = o erfüllt. Diese Unbestimmtheit ermöglicht es, For- 
derungen an die Gestalt des Krümmungstensors zu stellen. 

Außerdem werden notwendige und hinreichende Bedingungen 

für die Existenz eines torsionsfreien Affinzusammenhangs ange- 

geben. 

In § 1 wird der Fall betrachtet, daß der Zusammenhang ri
u 

torsionsfrei und mit der Metrik verträglich ist (d. h. Fl
kl = T'lk; 

kijU = o). Es zeigt sich, daß die innere Geometrie der Mannig- 

faltigkeit M“ dann im wesentlichen durch einen einzigen Vek- 

tor beschrieben wird. Die Metrik läßt sich in diesem Fall 

in der Form1 l[{ -j darstellen, während in die Formel für den Af- 

finzusammenhang auch die 2. Ableitung von /, und eine belie- 

bige, voll symmetrische Matrix Aikl eingehen. Der Krümmungs- 

tensor besitzt nur eine Kontraktion, und diese kann zusammen 

mit auf der gesamten Mannigfaltigkeit beliebig vorgegeben 

werden. 

Man beachte den Unterschied dieser Ergebnisse in symplek- 

tischen Räumen zu den Verhältnissen in Riemannschen Räumen. 

In den Riemannschen Räumen sind die Christoffelsymbole eben- 

falls symmetrisch und mit der Metrik verträglich und es existie- 

ren zu jeder Metrik g{j = gß die Christoffelsymbole eindeutig. In 

symplektischen Räumen gibt es dagegen einen Affinzusammen- 

hang mit den genannten Eigenschaften nur, falls sich die Metrik 

in der Form ktj = 1[{JJ schreiben läßt. Ist diese Bedingung er- 

1 Runde Klammern bezeichnen den symmetrischen Teil, eckige den anti- 
symmetrischen. Ein Komma vor einem Index bedeutet partielle Differentia- 

tion. Für kovariante Ableitungen wird ein senkrechter Strich verwendet. 
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füllt, existiert eine n(n + 1) (n + 2)-parametrige Schar von 
Zusammenhängen. 

In § 2 wird die allgemeine Lösung der halbmetrischen Glei- 

chung 

kij.i r*ii ksj rjt kis = ktJ p(U) = rs
kl (o.t) 

kurz diskutiert, wobei 0/ (E T(M") ein beliebiges Vektorfeld ist. 

Es wird ein Lösbarkeitskriterium angegeben und gezeigt, daß ri
kl 

und 0/ durch k- und eine beliebige, voll symmetrische Matrix 

Aikl festgelegt werden. Eine Ausnahme bilden die 2-dimensio- 

nalen symplektischen Räume, in denen (0.1) immer lösbar und 

0l beliebig ist. 

Der allgemeine Fall 

h, i - ra ksj — IJI K = Qm (0.2) 

wobei Qtji — — Q]ü ein beliebiges Tensorfeld ist, wird in § 3 

behandelt. Hier kann kijt Qijt und rs
(kl), oder k-, Qijl und eine 

Kontraktion des Krümmungstensors frei gewählt werden. Einige 

dieser Ergebnisse lassen sich auf die Spinordarstellungen der 

Lorentzgruppe übertragen. 

Die Integrierbarkeit der Gleichung (0.2) wird in § 4 unter- 

sucht. Dabei sind die 2-dimensionalen symplektischen Räume mit 

halbmetrischem Zusammenhang bemerkenswert, für die sich 

eine einfache notwendige und hinreichende Bedingung ergibt. 

Anschließend wird gezeigt, daß zwar zu jedem Riemannschen, 

aber nicht zu jedem Riemann-Cartanschen1 Raum eine symplek- 

tische Struktur2 existiert. Dagegen läßt sich in jedem Riemann- 

Cartan-Raum die Riemannsche Metrik und die symplektische 

Struktur vorgeben, wenn die Torsion des Raumes geeignet ge- 

wählt wird. 

Bei den bisher erwähnten Untersuchungen wurde vorausge- 

setzt, daß der Rang der Metrik ktj maximal ist, was zur Folge 

hat, daß die Dimension n gerade ist. In § 5 werden alle Affinzu- 

sammenhänge mit singulärer Metrik angegeben. Ferner wird 

1 Ein Riemann-Cartanscher Raum ist eine differenzierbare Mannigfaltig- 
keit mit einer Riemannschen Metrik und einem mit dieser Metrik verträg- 
lichen Zusammenhang, der nicht notwendig torsionsfrei ist [7]. 

2 Eine symplektische Struktur ist eine nicht entartete alternierende 2-Form 
a mit d A a = o [2], [4], [5]. 
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gezeigt, daß eine singuläre Metrik reduzibel-singulär ist, falls ein 

Zusammenhang existiert, der die Gleichung (o. 1) erfüllt. 

Als Anwendungen werden im § 6 zwei Beiträge zur Einstein- 

schen Einheitlichen Feldtheorie bzw. zur Einstein-Schrödinger- 

Geometrie gegeben: Die Ergebnisse des § i ermöglichen es, alle 

antisymmetrischen Metriken anzugeben, die Lösungen der Ein- 

stein-Strausschen Feldgleichungen sind. Außerdem werden die 

torsionsfreien Lösungen diskutiert. Eine Fortsetzung dieser Un- 

tersuchungen läßt weitere interessante Ergebnisse erwarten. 

Im zweiten Teil des § 6 wird gezeigt, daß bei den Spinordar- 

stellungen der Lorentzgruppe das Argument des metrischen Spi- 

nors beliebig wählbar ist. Das gilt auch für Spinorfelder auf diffe- 

renzierbaren Mannigfaltigkeiten, so daß die Existenz einer Abel- 

schen Yang-Mills-Gruppe folgt. 

Voraussetzungen und Bezeichnungen 

Sei M” eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 

n G TV. Auf ihr sei ein antisymmetrisches Tensorfeld k- gegeben. 

Mit Ausnahme von § 5 und § 6 wird Rang {kA = n für alle 

Punkte^ G M" vorausgesetzt. Dann existiert das inverse Tensor- 

feld kij 

ksi k
sj = kis k

Js = öj. 

Für die Metrik k- wird die bei Spinoren übliche Konvention [8] 

verwendet, wonach Indizes durch Kontraktion mit dem 1. Index 

von ksi gesenkt und durch Kontraktion mit dem 2. Index von k's 

gehoben werden, z. B. 

At = kslA
s; Ak =kk* As. 

Soweit nicht ausdrücklich etwas anderes vorausgesetzt wird, 

sind M“ und k{] aus C3. Man beachte jedoch, daß für die Lösung 

von (0.1) und (0.2) die Differenzierbarkeit von ktJ ausreicht. 

§ 1. Metrische symmetrische Zusammenhänge 

In diesem Paragraphen werden differenzierbare Mannigfaltig- 

keiten M” untersucht, auf denen der Zusammenhang rs
kl mit der 

Metrik verträglich ist: 11 =0. Dann ist die kovariante Ab- 
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leitung mit dem Heben und Senken der Indizes vertauschbar und 

es entstehen zahlreiche Vereinfachungen im Kalkül. Die Bedin- 

gung kij\l = 0 bedeutet keine Einschränkung, da zu jedem Affin- 

zusammenhang eine Schar von metrischen Affinzusammenhän- 

gen existiert (siehe Gleichung (3.4) und Satz 3.2). Wird jedoch 

wie in der Riemannschen Geometrie zusätzlich Torsionsfreiheit 

gefordert : 

kij 1 / = kÿ,1 ' rh ksj r}i kis = °; -T« = rs
ljk, (1.1) 

so ergeben sich Bedingungen für und Fs
kl\ (1.1) läßt sich in 

kjj und rs
kl vollständig lösen : 

Satz 1.1 

Die vollständige Lösung von (i.l) lautet : 

r\i =#i(if.i.l + AM), (1.2) 

wobei k{j die Gleichung 

k*=hi-h.i (1-3) 

erfüllt; l{ ist ein beliebiges C2- Vektorfeld und Aikl ein beliebiges 

voll symmetrisches Matrizenfeld. 

Beweis 

1. Vertauscht man in (1.1) i, k und l zyklisch und addiert die 

so entstehenden Gleichungen, ergibt sich 

&n, i + kn, k + Aw, i — °- 

Hieraus folgt (1.3).1 

2. Eine spezielle Lösung von (1.1) ist 

1
 kl — Ä l

t, k, h 

wie man leicht nachrechnet. Es muß also nur noch die allgemeine 

Lösung r\i der homogenen Gleichung 

F a ksj +Fji kis =0 (1.4) 

gefunden werden. 

3. Statt (1.4) betrachten wir die einfachere Gleichung 

1 Für kontrahierbare Mannigfaltigkeiten M folgt (1.3) auch unmittelbar 
aus dem Lemma von Poincaré. Ein etwas allgemeiner Beweis wurde von 

Vranceanu ([1] S. 142) gegeben. Vgl. Abschn. 4.2 dieser Arbeit. 

1977 
2 München Ak. Sb. 
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M\ k-sj — Mj ksi = o. (1.5) 

Der Koeffizient von M\ in der durch das Indexpaar i,j gekenn- 

zeichneten Zeile dieses Gleichungssystems ist 

à'i ksj Öj ksi. 

Wegen der Antisymmetrie in i und j ist der Rang seiner Koeffi- 

zientenmatrix höchstens n(n— 1)/2. Zur Untersuchung der li- 

nearen Unabhängigkeit betrachtet man: 

W =0. 
>.j 

•>j 

Hier muß a{J- = — av gesetzt werden; daher vereinfacht sich 

diese Beziehung zu: 

2 «rjk,, =0. 

J 

Weil der Rang von k- maximal ist, folgt a,y = o und damit die 

Unabhängigkeit der n(n — 1) / 2 Gleichungen von (1.5). 

4. Das System hat also n(n + 1) / 2 unabhängige Lösungen. 

Es läßt sich leicht nachrechnen, daß sie sich in der Form M\ = 

Pit k
ls darstellen lassen, wobei Pit eine beliebige symmetrische 

Matrix ist. Die allgemeine Lösung von (1.4) ergibt sich somit als 

r*u = AiU k‘s\ Ailt = A (mj. 

w. z. z. w. 

In Satz l.i wurde nur /,• G U2 verlangt. Man beachte jedoch, 

daß im Abschnitt „Voraussetzungen und Bezeichnungen“ 

G U3 gefordert wurde (siehe § 4). 
Wegen der vollständigen Symmetrie der Matrix ^ikl ver- 

schwindet ihr Beitrag zu 

rU> = (lnŸ l
det

 kIm\),k. 
Damit erhält man das 

Korollar 

Sei V’ ein differenzierbarer Vektor und B,k"1 ein differen- 

zierbarer Tensor, der vollständig antisymmetrisch ist. Dann sind 

die kovarianten Divergenzen VSfr und B‘k'"s.r unabhängig von 

A imn- 
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Das Verhalten von Aikl bei Koordinatentransformationen ist 

recht kompliziert. Nach Voraussetzung ist ein C2-Vektorfeld ; 

es genügt also der Transformationsformel = T\. /•. Nimmt 

man an, daß T‘r eine holonome Transformation beschreibt, d. h. 

daß T\>j' = T'r i. gilt, so ergibt sich aus (1.2) und dem be- 
kannten Transformationsgesetz für Affintzusammenhänge: 

AVKV = n n T‘r Am— Tk, T^. V, Tk
Vt 

k , l 
V ck,i 

- T’r h,i~ Tk
k^r (1.6) 

Bei holonomen Transformationen bleibt also die Symmetrie von 

Aai erhalten. Damit ist gezeigt, daß (1.2) unabhängig vom ge- 
wählten Koordinatensystem gilt. (Zum Vergleich: In der Rie- 

mannschen Geometrie bleibt die Symmetrie der Christoffelsym- 

bole bei holonomen Transformationen ebenfalls erhalten; es exi- 

stieren jedoch Koordinatentransformationen, die die Symmetrie 

zerstören.) 

Als nächstes berechnen wir den Krümmungstensor R‘klm 

R‘ kim — ï"km,i I"ki, 1 r\i rs
km - r- r\ 

Dafür ist es zweckmäßig, ein Koordinatensystem zu wählen, be- 

züglich dessen alle F‘kl in einem vorgegebenen Punkt p ver- 

schwinden. Dann gilt in p\ 

R'klm = R‘km,l ï“tl, m ~ k“ (Attm / A al m)- i1 ■?) 

Hieraus sieht man sofort, daß Riilm symmetrisch in i und k ist. 

Diese Symmetrie ist äquivalent zur Integrabilitätsbedingung von 

(1.1). Aus (1.7) erhält man außerdem 

Rssim =0. 

Die beiden anderen Kontraktionen des Krümmungstensors er- 

geben sich zu 

Ru : = Rskh — Rs kl, s = Rik 

'• = kri R kab & = ( ^ ikb, a + Aika< t) k
ab = 2 Rik. 

Damit haben wir das wichtige Ergebnis erhalten, daß alle Kon- 

traktionen des Krümmungstensors zueinander proportional sind. 

Wegen der Symmetrie von Rik verschwindet auch der Krüm- 

mungsskalar: 

R : = kij RtJ = o. 
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Die Beziehung 

R'klm + R'mkl + R'lmk ~ ° 

braucht nicht eigens bewiesen zu werden; sie gilt für beliebige 

symmetrische Affinzusammenhänge ([9], S. 55). Dasselbe trifft 

für die Bianchi-Identitäten zu. In Riemannschen Räumen kon- 

struiert man aus der Kontraktion dieser Identitäten den Einstein- 

tensor, dessen kovariante Divergenz verschwindet. Ein analoges 

Verfahren ist bei symplektischen Räumen nicht möglich, da es 

nur auf den Nulltensor führt. 

Wir fassen zusammen : 

Sei r\[ G C~. Dann besitzt der Krümmungstensor folgende 

Eigenschaften : 

Der Beweis von (1.10) ergibt sich durch wiederholte Anwen- 

dung von (1.8) und (1.9) oder durch direktes Ausrechnen mit 

Hilfe von (1.7). 

Bei vorgegebenem k{j kann nach Satz 1.1 noch die Matrix 

Almn beliebig gewählt werden. Dabei stellt sich die Frage, ob es 

möglich ist, zusätzlich zu k- auch die Kontraktion Rkl des 

Krümmungstensors vorzugeben und Amnp so zu bestimmen, daß 

(1.1) erfüllt ist. 

Sei Mn G Cm. Ferner seien /,• und Rjk beliebig vorgegebene 

Funktionen der Koordinaten, die in einer Umgebung U eines 

Punktes p analytisch sind. Dann existieren in einer U?ngebung 

V von p (VC M”) analytische Funktionen A,mn = A(lmn) mit 

der Eigenschaft, daß der zum Zusammenhang 

Satz 1.2 

(1.8) 

(1-9) 
(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

(1-13) 

(i-i4) 

Satz 1.3 
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r‘kl — k“ (/,_ K ; + Atii) 

gehörige Ricci-Tensor gleich Rjk ist. 

Beweis 

Es ist das System partieller Differentialgleichungen für Almn 

zu lösen, das sich durch Gleichsetzen von 

Ru = n.i- + n, n-n r\t 

mit den vorgegebenen Funktionen Rkl ergibt. Aus (1.2) folgt: 

Ru = ■— kts Atkls + k,s ,t ll k s 

— ,s (/A k> j + Am) + kta(lt h l + Atbl) 
■ksl (/„*. +AsJ-k‘“ Atil) 

■kSbKa,f C1-1 5) 

Nun wählt man statt x1 die Variable1 

y :=x1 — x2 — . . . — x". 

Dann ist der Koeffizient von Aabc d in der durch das Indexpaar 

k,l gekennzeichneten Gleichung des Systems (1.15) 

— b<\ bc
t Z ka)d. 
d = 1 

Da Rang (k’-’) = n ist, folgt 

Z kad 4= o 
d= 1 

für mindestens ein a. Somit sind die n(n + 1) / 2 verschiedenen 

Gleichungen (1.15) für Aaic d linear unabhängig. Aabc hat we- 

gen seiner Symmetrie n{n + 1) (n + 2)/6 Komponenten. Er- 

gänzt man das System (1.15) noch durch beliebige weitere Glei- 

chungen, so daß die entstehende Koeffizientenmatrix von Aabcd 

den maximalen Rang hat und die Symmetrie von Aabc nicht ge- 

stört wird, dann ist der sogenannte Satz von Kowalewski [10] 

anwendbar und Satz 1.3 bewiesen. 

w. z. z. w. 

Durch die Vorgabe des C2-Vektorfeldes /, und des Ricci-Ten- 

sors Rik wird also der auf M" bestehende Zusammenhang nicht 

1 Die Einführung der Variablen y läßt sich umgehen, wenn man Rang 

(%) = « beachtet; vgl. den Beweis von Satz 3.4. 
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eindeutig bestimmt. So können auf der Hyperfläche x1 = konst 

noch beliebige Funktionen cpabc = <p(aic), die in U analytisch sind, 

als Anfangswerte von ks(i rs
kl) vorgegeben werden. Außerdem 

ermöglichen die im Beweis erwähnten («3 — «)/ 6 Differential- 

gleichungen, deren Bestehen noch zusätzlich gefordert werden 

kann, eine weitere Willkür in der Bestimmung der Affinzusam- 

menhänge ri
kl. 

Zum Abschluß dieses Paragraphen sei bemerkt, daß sich stets 

ein Koordinatensystem finden läßt, in dem die kanonische 

Gestalt annimmt, d. h. alle ksind = o, außer = kM = 

■ ■ ■ = „ =i = — k21 = . . . = — kn „_!• Der Beweis die- 
ser Eigenschaft wird mit Hilfe von (l.i) geführt ([l], S. 143). 

In einem solchen Koordinatensystem gilt /,• k b = o. Daraus 

folgt 

Satz 1.4 

Auf einer dijferenzierbaren Mannigfaltigkeit M" G C~ exi- 

stiert ein Affinzusammenhang, der (1.1) erfüllt, der einen nicht 

verschwindenden Krümmungstensor zur Folge hat und n — 1 

linear unabhängige parallele Vektorfelder gestattetß 

Beweis 

Nach Formel (1.2) gilt in einem Koordinatensystem mit likl 

= o 

P‘ — U‘i A 
1 kl — 

K Sltkl- 

Wählt man etwa Am so, daß nur Aln = Aln(x2) ungleich 

Null ist, so sind die einzigen nicht-verschwindenden Kompo- 

nenten von RMm : 

^1112 = 

Also gibt es n — 1 linear unabhängige Vektorfelder Vs, die die 

Gleichung 

vsRislm=o (1.16) 

erfüllen. Diese Felder können konstant, d. h. unabhängig von x\ 

gewählt werden. Ebenso gilt 

1 Bei diesem Satz handelt es sich offensichtlich um eine lokale Aussage. 
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V\p = o und Vs Rlslm\p = o. 

Hieraus folgt die Behauptung [9], [11]. 

w. z. z. w. 

Für beliebige, affin zusammenhängende Räume der Dimen- 

sion n kann es höchstens n — 1 linear unabhängige parallele 

Vektorfelder geben, ohne daß R'Um identisch verschwindet (vgl. 

(1.16)). Diese Maximalzahl wird in unserem Fall tatsächlich er- 

reicht. 

§ 2. Halbmetrische symmetrische Zusammenhänge 

Halbmetrische (oder rekurrente) Zusammenhänge wurden zu- 

erst von H. Weyl [12] in Verallgemeinerung der Riemannschen 

Räume eingeführt. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daß die 

kovariante Ableitung der Metrik kip proportional zu kip ist: 

k,j 1 / = kij 

Hierfür ist eine einfache geometrische Deutung möglich (vgl. 

[13], [14] für Räume mit symmetrischer Metrik): Seien zwei Vek- 

toren v‘ und w' entlang einer beliebigen (U-Kurve parallelver- 

schoben. Ist der Zusammenhang halbmetrisch, so ist das Diffe- 

rential der Invariante I \—vlkikw
k proportional zu /. Umge- 

kehrt folgt aus dieser Proportionalität bei beliebigen (U-Kurven, 

daß der Zusammenhang halbmetrisch ist. 

Halbmetrische symplektische Räume spielen auch in den An- 

wendungen eine Rolle. Dies gilt besonders für die Spinordarstel- 

lungen der Lorentzgruppe, auf die sich viele Eigenschaften sym- 

plektischer Räume übertragen lassen (siehe § 3). In der physika- 

lischen Interpretation beschreibt der Vektor O, gewöhnlich das 

elektromagnetische Feld. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf symmetrische Zu- 

sammenhänge beschränken, da der allgemeine Fall leicht durch 

Spezialisierung der Ergebnisse des § 3 behandelt werden kann: 

*v.i-Hi K-n K = k,j n.v = n- (2-1) 
Bevor wir die allgemeine Lösung dieser Gleichung angeben, be- 

weisen wir 
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Hilfssatz 2.1 

Klaus Buchner 

Es gilt : 

(n — 2)0,= krs , k
rs
 + 2 klr> , kn. (2.2) 

Beweis 

Durch Überschieben von (2.1) mit k11
 entsteht: 

K., + n = - 

Ebenso durch Überschieben mit k'
J
: 

kij, / kij 2 rs
sl =n 0,\ 

(2.2) ist eine Linearkombination dieser Gleichungen. 

w. z. z. w. 

Satz 2.2 

Für die Lösbarkeit von (2.1 ) nach Fl
kl ist die Bedingung 

k,k, 1 + &n,i + kUti = ktk 0, + kK 0k + ktl 0, (2.3) 

notwendig und hinreichend. Die allgemeine Lösung lautet : 

F‘kl = y k‘\kth, + kt, k) - -i- («5) 0, + b\ 0k) 

+ #iAltl. (2.4) 

Aitl ist eine beliebige voll symmetrische Matrix. Für n~> 2 

wird 0, durch (2.2) bestimmt ; für n = 2 ist 0, ein frei wähl- 

bares Vektorfeld. 

Beweis 

1. Vertauscht man in (2.1) die Indizes if und l zyklisch und 

addiert die so entstehenden Gleichungen, erhält man (2.3). So- 

mit ist diese Gleichung notwendig. 

2. Eine spezielle Lösung von (2.1) ist: 

r\i = y k1' (4,,, + ktu ,)-y («51 0, + <51 0k), 

wie man unter Verwendung von (2.3) leicht bestätigt. Da der 

homogene Teil von (2.1) identisch mit dem von (1.1) ist, lassen 

sich die Überlegungen zum Beweis von Satz 1.1 übertragen. Da- 

mit ist gezeigt, daß (2.3) hinreichend ist und (2.4) die allgemeine 

Lösung darstellt. 
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3. (2.2) entsteht aus (2.3) durch Überschieben mit k'k. Ist 

n — 2, so ist die letztere Gleichung identisch erfüllt. Es läßt sich 

also keine Bedingung für &l ableiten. 

w. z. z. w. 

Im zweidimensionalen Fall ist nach Satz 2.2 sowohl k{j als 

auch 0l ohne Einschränkung wählbar. Die Gleichung (2.4) führt 

daher auf das folgende 

Korollar 

In einem zweidimensionalen symplektischen Raum, i?i dem 

(2.1 ) gilt, sind die Geodätischen unabhängig vo7i 0t. 

Zum Beweis erinnert man sich lediglich, daß die allgemeinste 

Transformation eines symmetrischen Affinzusammenhangs, die 

die Geodätischen ungeändert läßt, von der Form 

r\, - + à\wt + ô) wk 
ist. 

Man beachte, daß nicht-holonome Koordinatentransformatio- 

nen existieren, unter denen (2.3) nicht form-invariant ist. Nach 

dem Satz von Ehresmann und Libermann [1] existiert für alle 

Metriken kt], die (2.1) genügen, ein Koordinatensystem, in dem 

k,j,l = kij (2-5) 

gilt. Damit ist (2.3) identisch erfüllt; zu beachten bleibt nur die 

Integrabilitätsbedingung von (2.5) 

0, = 0 

Ist k°j = — k°j ein beliebiger konstanter Tensor vom Rang n, 

so lautet die Lösung von (2.5) 

h=K-eV\ ^ = Xl‘j- 

Aus (2.4) erhält man 

r\i = k1' Atkl. (2.6) 

Daraus folgt, daß die kovariante Ableitung von k{j- gleich der 

gewöhnlichen ist. 

Die Gleichung (2.6) ist ein Spezialfall von (1.2). 

Daher gilt 
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Satz 2.3 

Erfüllt ein Affinzusammenhang die Gleichung (2.1), so gel- 

ten für ihn die Sätze 1.2, 1.3 und 1.4. 

§ 3. Der allgemeine Fall 

In den beiden vorausgehenden Paragraphen wurden symme- 

trische Affinzusammenhänge vorausgesetzt, die mit der Metrik 

k,y verträglich bzw. halbmetrisch sind. Läßt man diese Beschrän- 

kungen fallen, erhält man die Gleichung 

ky, i rsu ksj r*ji — Qiji> (3- 0 

in der Qi}l ein beliebiges, in i und j antisymmetrisches Tensor- 

feld ist. Im folgenden sei Qjjl aus der Klasse C2\ für die Sätze 

3.1 bis 3.3 sind jedoch keine Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 

nötig. 

Offensichtlich können in (3.1) die Metrik und der Affinzusam- 

menhang beliebig vorgegeben werden. In § 4 wird die Frage dis- 

kutiert, welchen Einschränkungen die Felder rs
u und Q{jl un- 

terliegen, wenn (3.1) nach k,auflösbar sein soll. Zunächst unter- 

suchen wir jedoch die weitere Möglichkeit, T‘kl als Funktion von 

k{j, k{jj und Qijt anzugeben. 

Satz 3.1 

In (3.1 ) sind kik, Qikl\xnà Tl
(kl, beliebig wählbar. Der Torsions- 

tensor S\i : = T{kl] ergibt sich zii 

Skl = V (ßkl, ! kSk, l kls, 1 Qkts + Qskl + Qlsk) 

— k" ( rlks) ktl + r(h) kti)- (3 • 2) 

Beweis 

In (3.1) seien die Gleichungen durch das Index-Tripel i,j,l 

gekennzeichnet, wobei i und j immer antisymmetrisch auftreten. 

Das System (3.1) hat also n2(n — 1)/2 Gleichungen. Der Koeffi- 

zient von ra
ic in der i,j,l-ten Gkeichung ist 2ka[iôj]ô

c
/. Da ki; 

den maximalen Rang n hat, sind also die Gleichungen (3.1) 

linear unabhängig. 
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Daher existieren n^in + 1)/2 unabhängige Lösungen. Daß 

diese sich in der Form (3.2) schreiben lassen, bestätigt man leicht 

durch Einsetzen in (3.1). 

W. z. z. W. 

Satz 3.2 

Die Lösungen der Gleichung (3.1 ) lassen sich in der Form 

r‘u = \^{ktU-QM) + A;
kl (3.3) 

dar stellen, wobei Aikl eine beliebige in den ersten beiden Indizes 
symmetrische Matrix ist. 

Beweis 

r‘kl = -J kH (ktit, — Qtkl) 

ist eine spezielle Lösung von (3.1). Ferner ist A‘kl =Akl eine 

Lösung des homogenen Gleichungssystems (vgl. Beweis zu Satz 

1.1). Diese Matrix hat n2(n + 1)/2 unabhängige Komponenten. 

Dies ist aber nach Satz 3.1 die Zahl der unabhängigen Lösungen 

von (3.1). 

Formel (3.3) hat gegenüber (3.2) den Vorteil, daß sie auch für 

die Spinordarstellungen der Lorentzgruppe (Weyl-Spinoren) gilt. 

Hier läßt sich eine zu (3.1) analoge Gleichung anschreiben, bei 

der lediglich zu beachten ist, daß sich die Indizes i,j und J nicht 

auf die Koordinaten der Mannigfaltigkeit, sondern auf den 

Spinorraum beziehen. Da in (3.3) die verschiedenen Arten von 

Indizes nicht vermischt werden, ist diese Formel auf Spinorräume 

anwendbar.1 

Korollar 

Durch die Vorgabe von k;j- und Q{jl werden weder die Parallel- 
verschiebîmg noch die Geodätischen eindeutig bestimmt. Bei der 
Transformation Qtjt —* Q-l + O, ändert sich der Affinzu- 
sammenhang derart, daß parallele Richtungen in parallele Rich- 
tungen übergehen. 

1 Ein Spezialfall der Formel (3.3) wurde in [8], Gleichung 1.8.109, für Spi- 
norräume bewiesen. 
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Zum Beweis beachtet man lediglich, daß der für die Geodäti- 

schen maßgebliche symmetrische Teil von r*tl nach Satz 3.1 frei 

wählbar ist; Ffn beeinflußt auch die Parallelverschiebung. 

Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Satz 3.2, wenn man 

berücksichtigt, daß die allgemeinste Transformation von r\h 

die den Parallelismus erhält, von der Form 

F'u -*■ r‘ki + b'k ai- 

ist [9], [15]- 
Die zweite Aussage des Korollars läßt sich auch ohne Verwen- 

dung von Satz 3.2 beweisen: 

Erfüllt der Zusammenhang r‘kl die Gleichung (3.1), so ist 

A'ki ’• = r"ki + — Qm (34) 

mit der Metrik verträglich. Daraus folgt wieder 

A\i —=■ A'u + v 

w. z. z. w. 

Bemerkungen : 

1. Bei halbmetrischen Räumen besagt dieses Korollar, daß die 

Parallelverschiebung entlang einer gegebenen Kurve unabhän- 

gig vom Proportionalitätsvektor 0l ist. 

2. Aus den Sätzen 3.1 und 3.2 lassen sich keine speziellen 

Eigenschaften des Krümmungstensors folgern, da der Affinzu- 

sammenhang in keiner Weise mit der Metrik ktj verbunden ist. 

Es gelten also nur die Beziehungen für den Krümmungstensor, 

die sich ganz allgemein in affin zusammenhängenden Räumen 

ableiten lassen (siehe z. B. [9]). 

Satz 3.3 

Für die Existenz eines symmetrischen Affinzusammenhanges 

A‘kl, der (3.1) erfüllt, ist die Bedingung 

“[it.i] — Q[iki] 

notwendig und hinreichend. Ist sie erfüllt, so ergibt sich die all- 

gemeine symmetrische Lösung von (3.1 ) zu 

A'ki ~ k1' (kti i + ktl k Qltl Qtik) + A‘kl, 

wobei Aikl eine voll symmetrische Matrix ist. 
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Satz 

2.2. Hier kann wieder die Frage gestellt werden, welche Kon- 
traktionen des Krümmungstensors gleichzeitig mit k{J und Qkim 

vorgegeben werden können: 

Satz 3.4 

Sei M" G Cm. Ferner seien die Komponenten von k-, Qijl und 
einem der folgenden Tensoren 

^(Im) ' ' ^ (Im) s 

(Rlrsm + Rmrst) 

R(lm)rs & 

T(lm) 

(Jrnm + Tmnl) k" 
T hrs 

beliebige vorgegebene Funktionen der Koordinaten, die in einer 
Umgebung U eines Punktes p(fj C M") analytisch sind. T‘klm 

ist der aus TW gebildete Krümmungstensor. Dann existieren in 
einer Umgebung V von p (V d M") analytische Funktionen F‘kl, 
die (3.1) erfüllen. Der mit diesen Ff gebildete Krümmungs- 
tensor besitzt als Komponenten die oben vorgegebenen Funktionen. 

Beweis 

Der Beweis wird wie in Satz 1.3 mit Hilfe des „Satzes von 

Kowalewski“ geführt. Als ausgezeichnete Variable kann jede 

beliebige Koordinate xz dienen, da alle Kontraktionen des Krüm- 

mungstensors, die in diesem Satz aufgelistet sind, Terme der 

Bauart Askl t k
st enthalten. Wegen Rang (kst) = n kommt also 

die Ableitung nach AT
1 mindestens einmal vor. Somit bleibt nur 

noch zu zeigen, daß die - gegebenenfalls erweiterten - Glei- 

chungssysteme jeweils nach Aaic , auflösbar sind. 

L R(lm) und (Rlnm + Rmrsl) k” 

Nach Formel (3.3) enthält Rlm die Ableitungen von Aabc in 

der Kombination 
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während Rlrsm krs den Term 

(Alrm, s ~~ -d 1rs, m) 

besitzt. Wegen der Symmetrie Aabc = Abac handelt es sich hier- 

bei also um äquivalente Probleme. Der Koeffizient von Aabc 2 ist 

— b(\ k°>‘ 61 + ö(b k‘>° öc
m. 

Überschieben mit kml ergibt 

— kz(i ka)c + kc(b ka)z = o; 

d. h. der in / und m antisymmetrische Teil des Gleichungs- 

systems ist linear abhängig. Für den symmetrischen Teil setzen 

wir an 

21 «/OT \b(\ka)c bz
m — b(\ ka)z b;n] = o 

/, m 

und zeigen, daß für a!m = a.ml folgt: a!m = o. 

a) a = b = z und kcz =j= o => oCz = o 

b) Sei a — z, kbz 4= o 

bx) kzc = o => cCc = o 

b2) k
zc #= o :Sei b = c => a"r = o 

c) a = b, kaz =|= o, v.ac = o 

d) Sei a so bestimmt, daß kaz = o (falls es ein solches a gibt) 

Sei kbz =j= o => o.az = o. 

Damit ist die lineare Unabhängigkeit gezeigt. 

2. R., , krs 

( Imjrs 

Rimrsk
rs enthält als Koeffizienten von Aalr .\ 

2 b(a
l b

bJ kz‘. 

Beschränkt man sich daher auf den symmetrischen Teil 

R(i„,)rs krs> so sind die Gleichungen für Aabc z linear unabhängig. 

3. T (Im) 

In Tlm ist der Koeffizient von Aabc 

— ka{c öb/ bz
m + kaz b(b bcJ. 

Man betrachtet wieder 

Z \k°l‘ bb) bz
m - kaz b(\ b^\ = o; (3-5) 
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a) a = b = 2, kzc =)= o =» cd* = o 

bx) a = z, b = c, kzb =(= o => = o 

b2) a = z, kzi =0, kzc =}= o =>■ v.6~ — o. 

Damit liefert nur noch der zweite Summand in der Klammer von 

(3.5) einen Beitrag. Wegen der Symmetrie dieses Terms in b und c 

läßt sich nur 0L(lm> = o zeigen. Es liefert also nur der symmetri- 

sche Teil von Tlm unabhängige Gleichungen für Aabc z. Außer 

Tnm 1 ist jedoch noch T[zm] frei wählbar. 

4. (T, + T ,) hrs
 und T„ . krs 

\ Irsm I mrslt (lm)rs 

Der einzige Term von Tlrsm kr! mit Ableitungen von Aahc ist 

  4 brs 

^l(rm),s K ■ 

Der entsprechende Ausdruck in Tlmrsk
rs unterscheidet sich hier- 

von nur um einen Zahlenfaktor. 

Die Unabhängigkeit der Koeffizienten ist offensichtlich. 

w. z. z. w. 

In Satz 3.4 treten die Tensoren R\im und T\lm nicht auf, denn 

für R\lm erhält man aus (3.3) oder aus (4.1) 

(ff sm, l QSsl, m) 

und für T\lm ergibt eine kurze Rechnung (siehe [9], S. 9) 

Ts
 — 9 T

S
 — f)s

  f)s 

so daß bei der Wahl von Ts
slm die Bianchi-Identitäten als Inte- 

grationsbedingungen für Q’kl : = F 'kn berücksichtigt werden 

müssen. 

Vergleich mit der Riemannschen und der Riemann-Cartanschen 

Geometrie 

Setzt man in (3.1) <2,>v = o, so wird man an die metrische 

Grundgleichung der Riemann-Cartanschen Geometrie erinnert. 

Diese unterscheidet sich von (3.1) nur dadurch, daß die Metrik 

symmetrisch ist. So ist es nicht verwunderlich, daß es hier ein 

Analogon zu unserem Satz 3.1 gibt: In der Riemann-Cartan- 

Geometrie kann der an Asymmetrische Teil S\b des Affinzusam- 

menhanges beliebig vorgegeben werden.1 

1 Bei Schrödinger [16] enthalten die Formeln 9.8 und 9.10 Druckfehler. Die 
allgemeine Formel für Q,j/ =f= o findet man in [8], I.7.32 und in [7]. 
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r*u = {/,} -1 gkt s
l
d - /' gu s‘sk + sh (3.6) 

Hier ist {*)} das Christoffelsymbol. Die Unterschiede zwischen 

beiden Geometrien werden deutlicher, wenn man sich auf sym- 

metrische Zusammenhänge bschränkt. Während zu jeder Rie- 

mannschen Metrik genau ein symmetrischer Zusammenhang exi- 

stiert, der mit der Metrik verträglich ist, muß in symplektischen 

Räumen die Bedingung 

k[ij, i] = 0 

erfüllt sein (siehe Satz 3.3 oder den Beweis zu Satz 1.1). Außer- 

dem wird der Zusammenhang durch die Metrik nicht eindeutig 

bestimmt; vielmehr kann eine voll symmetrische Matrix A'je ad- 

diert werden. Der Grund hierfür liegt darin, daß der in ho- 

mogene Teil von Gleichung (1.1) und i in j antisymmetrisch ist. 

Um ein analoges Beispiel in der Riemann-Cartanschen Geome- 

trie zu konstruieren, hat man r(‘tl) = o zu fordern:1 

gij,i—Sagsj ~ Sjigis = o; g,j = gj; (3.7) 

Hieraus ergibt sich für die Metrik g,•• die Bedingung 

g«j.i) = °- 

Außerdem wird S'kl durch (3.7) nicht eindeutig bestimmt; ist 

S‘kl eine Lösung dieser Gleichung, dann auch 

S'ki + g“ stkt, 

wenn Btkl ein voll antisymmetrischer Tensor ist. 

§ 4. Integrierbarkeit 

IV. 1 Integrierbarkeit der Gleichung (3.1) 

In diesem Abschnitt werden einige Integrabilitätskriterien für 

die Gleichung (3.1) gegeben. Dabei wird stets Rang (kty) = 11 

vorausgesetzt. Den zweidimensionalen Räumen wird wegen ihrer 

Bedeutung für die Anwendungen besondere Aufmerksamkeit ge- 

schenkt. 

1 (3-7) hängt natürlich vom gewählten Koordinatensystem ab. Eine Verall- 
gemeinerung dieser Gleichung wurde in [17] studiert. 
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Einige der folgenden Ergebnisse lassen sich im Differential- 

formenkalkül eleganter beweisen. Um eine einheitliche Darstel- 

lung zu bewahren, wird jedoch weiterhin die Tensorschreibweise 
benützt. 

Für die folgenden Überlegungen benötigt man 

Satz 4.1 

Die Integrabilitätsbedingung kij t = kij m l ist äquivalent mit 

R-iklm Rtilm 
= Qikm \ 1 Qitl\m + 2 Qiks• (4- 0 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch einfaches Ausrech- 

nen mit Hilfe von Gleichung (3.1). 

Als nächstes beweisen wir eine notwendige und hinreichende 

Bedingung für die Integrierbarkeit von (3.1) in Räumen mit re- 

kurrenter Krümmung. Das sind symplektische Räume, in denen 

ein Vektorfeld ap existiert, so daß 

R' klm\p = R'klm (4-2) 

gilt. Die geometrischen Konsequenzen dieser Gleichung wurden 

in einer Reihe von Arbeiten diskutiert [18], bei denen allerdings 

zum Teil die Existenz eines symmetrischen metrischen Tensors 

vorausgesetzt wird. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung 

eines Integrabilitätskriteriums von Moör [19] bei Zugrundele- 

gung metrischer Zusammenhänge. 

Satz 4.2 

In einem symplektischen Raum mit rekurrenter Krümmung und 

mit einem halbmetrischen Zusammenhang ist die Lösbarkeit von1 

R-iklm R-kilm = kik (0„, i   0, m) (4.3) 

nach klk notwendig und hinreichend für die Integrierbarkeit der 

Gleichung (3.1 ). 

Beweis 

Für halbmetrische Zusammenhänge geht (4.1) in (4.3) über. 

Daher ist (4.3) notwendig. Damit (4.3) hinreichend ist, darf die- 

1 ist der Proportionalitätsvektor, der durch kij\i = k;j 0/ definiert ist; 
vgl. (2.1). 

■ 977 3 München Ak. Sb. 
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jenige Gleichung, die aus (4.3) durch kovariante Differentiation 

entsteht, keine neue Bedingung für kik enthalten ([9], S. 78). 

Überschiebt man (4.3) mit k'k und differenziert anschließend 

kovariant, so folgt mit Hilfe von (4.3) 

( &m. / — <P/. J1 p = ( 0*. / — <P/, J 

Damit ist gezeigt, daß durch kovariante Differentiation von 

(4.3) auf beiden Seiten lediglich der Faktor ap + ®p erzeugt 

wird. 

w. z. z. w. 

Das System (4.3) besitzt mehr Gleichungen als Unbekannte, 

wenn die Dimension n > 2 ist. In diesem Fall existiert also eine 

Lösung nur, falls die Gleichungen linear abhängig sind. Für 

n = 2 läßt sich der obige Satz noch verallgemeinern: 

Satz 4.3 

In einem zweidimensionalen symplektischen Raum mit halb- 
metrischem Zusammenhang ist die Bedingung 

-Ü?2,i -üji, 2 = ^1,2 ^>2,1 (4-4) 

notwendig und hinreichend für die Integrierbarkeit der Glei- 
chtmg (3-i). /é12 kann in genau einem beliebigen Punkt von M" 
vorgegeben werden. 

Beweis 

Für n = 2 reduziert sich die linke Seite von (4.1) bzw. (4.3) 

auf 

-^1212 -^2112 = ^12 (•f'Iu ^si, 2) (4-5) 

Da k12 = — /&2i die einzige nicht-verschwindende Komponente 

von kip ist, folgt aus (4.3) die Behauptung. 

w. z. z. w. 

Um bei der Behandlung der Integrabilität unübersichtliche 

Formeln zu vermeiden, wird im folgenden verlangt, daß Qijt un- 

abhängig von kpq ist. 

Satz 4.4 

Sei ein zweidimensionaler symplektischer Raum gegeben, in 
dem Qipl unabhängig von kpq ist und in dem 
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rs
si, 2 -^2,1 ^ ° oder r*sl 2 FU, 1 = ° 

gilt. Dann ist für die Integrierbarkeit von (3.1 ) notwendig und 
hinreichend, daß die Gleichungen 

(^*2,1 2) = Ö212,1 Ô211,2 

Ö212 + Ö211 ^2 (4-6) 

und 

^12(^2,1 ,4 r’s\,2.k) = 0212, 1,4 0211,2,4 (0212 ^jl), 4 

+ (0211 l'sùn 0124 (-^2,1 ^1,2) 

-^4 (0212,1 0211,2 0212 A'i + 0211 -^2) (4-7) 

simultan nach k12 auflösbar sind. 

Beweis 

(4.6) läßt sich aus (4.1) und (4.5) ableiten, wenn man beachtet, 

daß wegen der Antisymmetrie von Qijl gilt: Qia — O. (4.7) ent- 

steht aus (4-6) durch Differentiation unter Verwendung von (3.1) 

und (4.6). Daß (4.6) und (4.7) auch hinreichend sind, folgt aus 

dem im Beweis zu Satz 4.2 bereits zitierten Satz von Eisenhart 

und Veblen ([9], S. 78). 

w. z. z. w. 

Alle Sätze dieses Abschnitts lassen sich auf Darstellungen der 

Lorentzgruppe mit Spin -- anwenden, wie man aus dem Argu- 

ment im Anschluß an Satz 3.2 leicht ersehen kann. Allerdings ist 

zu beachten, daß in den Sätzen 4.3 und 4.4 diejenigen Indizes, 

die sich auf die Koordinaten der Mannigfaltigkeit beziehen, die 

Werte 1, . . ., n durchlaufen müssen, Z. B. entsteht aus (4,4): 

rA., — r \ , = 0 , — 0, . 
Al, m Am, l m, / l,m 

(A = 1, 2 ist ein Spinorindex, während sich /, m = 1, . . ., n 
auf M" beziehen.) Diese Gleichung ist seit langem als notwendige 

Bedingung für die Integrierbarkeit des metrischen Spinors be- 

kannt (siehe z. B. [8], I. 8. 107). 

IV. 2 Symplektischc Strukturen 

Bei der Diskussion von Untermannigfaltigkeiten tritt häufig 

die folgende Frage auf: Existiert zu einem gegebenen Riemann- 
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sehen bzw. Riemann-Cartanschen Raum eine symplektische 

Struktur? Für Riemannsche Räume läßt sich diese Frage leicht 

beantworten (vgl. hierzu auch [1], S. 142). Definitionsgemäß ist 

eine symplektische Struktur eine geschlossene 2-Form 

a : = ktj cp' A cp’ —2 k-ij cp' cp’ 

mit det =j= o, wobei {cp'} die zur betrachteten Basis {e{} duale 

Basis ist.1 Für die äußere Ableitung erhält man aus den Cartan- 

schen Strukturformeln : 

d A a = kÿj cp' A cp’ A cp1 + k{j(cpl A (ü'i -f- r‘) A cp’ 

  kij <p‘ A (cp1 A ca} + X1) 

= kfj,/?'A^A(f'+ ksj rs
ml cp‘ A cpm A cp’ 

-4C;?>'A<p'Af (4.8) 

In den Riemannschen Räumen ist der Zusammenhang sym- 

metrisch; daher liefern die Terme mit ri
kl keinen Beitrag. Fer- 

ner ist a geschlossen. Somit reduziert sich (4.8) auf die Gleichung 

fyij.i] = °> 

die die Lösungen 

— li G °2 

besitzt. In diese Konstruktion der symplektischen Struktur gehen 

die Christoffelsymbole nicht ein. Folglich gibt es zu jedem Rie- 

mannschen Raum gerader Dimension eine Schar symplektischer 

Strukturen mit n beliebigen C2-Funktionen. 

Schwieriger ist die Frage nach der Existenz von symplekti- 

schen Strukturen in Riemannschen Räumen zu beantworten, 

wenn man noch zusätzlich 

kij\i =° 

fordert (vgl. § 1). Die Integrabilitätsbedingung lautet hier (siehe 

(TO): 

Ki R’klm — k,h Rilm = O, (4.9) 

wobei R‘k[m der aus den Christoffelsymbolen gebildete Krüm- 

mungstensor ist. In einem Riemannschen Raum existiert also 

1 Es gelte: [e,-, ej] — O. 
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eine präsymplektische Struktur [5] (d. h. eine 2-Form mit — 
= o, k{j = — kjl E C2) höchstens dann, wenn (4.9) eine Lösung 

kt, =— ^ besitzt. Für die Existenz einer symplektischen Struk- 

tur ist notwendig, daß diese Lösung det k- =4= o erfüllt. 

Im Gegensatz zum Riemannschen Raum gestattet nicht jeder 

Riemann-Cartan-Raum eine symplektische Struktur. Da hier die 

Metrik lediglich die Christoffelsymbole bestimmt, nicht aber die 

Torsion des Raumes (vgl. (3.6)), stellt sich die Frage, ob man eine 

Riemannsche Metrik und eine symplektische Struktur gleich- 

zeitig vorgeben kann. Der folgende Satz erweitert diese Frage- 

stellung auf fast-symplektische Strukturen a, die durch d Aa = b 
- mit alternierender 3-Form b - und det =}= o gekennzeichnet 

sind (siehe (4.8)). 

Satz 4.5 

In einem Riemann-Cartan-Raum mit gerader Dimension kön- 
nen 

1. die Riemannsche Metrik = gj{ E C1, 

2. eine differenzierbare fast-symplektische Struktur a und 

3. die A bleitung d A a 

vorgegeben werden. Hierdurch wird der Zusammenhang (3.6) 
des Raumes nicht eindeutig bestimmt ; es gilt : 

S'ki — ~ ^ ' (f[tk,n Q[tki] d“ Btff, (4-10) 

wobei a = k- cp' A cp’ und cp' eine Kobasis zur gewählten Koordi- 
natenbasis ist. Außerdem ist 

d A a = Qikl cp' A <pk A cp1, 

Bikl eine Matrix mit B[ikl] = o und Bikl = — Bilk. 

Beweis 

Um aus Gleichung (4.8) eine Beziehung zwischen k{j und F*kl 

abzuleiten, müssen die Koeffizienten von cp' A cp’ A cp1 antisym- 

metrisiert werden: 

kij.l ff A ff A ff + — {ksj Sff -ff ksm Sjy + ksJ S’ff 

~ 7 {kjs Sff + kms S)j + kb S’jff ] cp’ A cp1
 A cpm 

— Q[ijll ff A ff A ff 
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Hieraus folgt (4.10). Der Zusammenhang F‘kl des Riemann- 

Cartanschen Raumes wird aus dieser Gleichung mit (3.6) gebil- 

det. 

w. z. z. w. 

Korollar 

Ein kontrahierbarer Riemann-Cartan-Raum gestattet eine 

symplektische Struktur genau dann, wenn die Gleichung 

d A (kit S‘kl cp' A cpk
 A cp1) = o 

eine Lösung kti = — kit besitzt. 

Der Beweis ergibt sich aus (4.10) mit Hilfe des Poincaréschen 

Lemmas, da hier Q[iU] = o ist. 

Aus dem Korollar folgt, daß 2- und 4-dimensionale kontrahier- 

bare Riemann-Cartan-Räume stets symplektische Strukturen ge- 

statten. Das lineare System 

kgi S*M] = 0 

besitzt nämlich ~rn(n — 1) (n — 2) Gleichungen für —n(n — 1) 

Unbekannte. 

§ 5. Singuläre Räume 

In den bisherigen Überlegungen wurde stets vorausgesetzt, daß 

der Rang der Matrix ikf maximal ist. In diesem Abschnitt wird 

die vollständige Lösung der Gleichung (3.1) angegeben, wobei 

jedoch Rang [kf = r <n ist. Für die Indizes werden folgende 

Bereiche zugelassen: 

1 < <z, b, , A < r, 

r + 1 < A, B, . . ., H, < n, 

1 < i,j, , z < n. 

Die neu einzuführenden Vektor- und Tensorfelder werden in De- 

finition 5.1 erklärt. 

Definition 5.1 

a seien n — r linear imabhängige Vektoren, für die 

kÿ ü(A) = 0 gilt- 
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a(’a) seien r Vektoren, die zusammen mit a<A) (r + i < A 
< n) eine Basis des Tangentialraums bilden, 

bfjji bezeichnet die zu a^ duale Basis. 

Die Tensorfelder clk und d\ werden definiert durch : 

^ 4 a(a) = a(a)< 

b(A)k — °> 

d'k '• = à'k d‘ 4 
= £ a(A) b(A)k- 

A ~ r + 1 

Mit diesen Bezeichnungen gilt 

Satz 5.1 

Hat kjj in einem Punkt p den Rang r < n, so ist eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit von 
(3.1) nach Pkl: 

d’d‘k(kstJ-Qstl) = 0. (5.1) 

Die allgemeine Lösung läßt sich darstellen als 

Pkl = -j (Qsll - kstfi c'fiö‘k + d‘k) + B\h (5.2) 

wobei die Matrix B‘kl der Bedingung 

Bßksk=B\lksi (5.3) 

genügt. 

Beweis 

Mit dem Projektionsoperator 

f\, = c“ksk = fk-d\ (5.4) 

läßt sich (3.1) in der Form 

{di +/■ ) {dk
y +ff) (4,, - Th ksk - ru 4 - Qai) = O 

schreiben. Die ersten beiden Klammern liefern Produkte der Ope- 

ratoren d]
z und ff die auf verschiedene Unterräume projizieren. 

Daher kann diese Gleichung in die folgenden Gleichungen auf- 

gespalten werden, von denen jede für sich erfüllt sein muß: 

1. Die Gleichungen 

di dk
y (4,, - n, 4 - 4/ 4 - Qm) = o. 

Wegen à{ 4 = 0 verschwindet der in Ff homogene Teil dieser 

Gleichungen, so daß man (5.1) als notwendige Bedingung erhält. 
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2. Die Gleichungen 

f'x dy (fik, l r’il ksk Fil kis Qikl) = ° 

Der homogene Teil dieses Systems besteht nur aus 

-f'x dk
yK rkl. 

Daraus folgt, daß r(n — r) n Gleichungen linear unabhängig 

sind und daß der homogene Teil dieser Gleichungen maximalen 

Rang besitzt. 

3. Die Gleichungen 

fxfy(ktU- r\,kS[ rski kh QM) 

fr
s projiziert auf einen r-dimensionalen Unterraum, in dem k- 

maximalen Rang besitzt. Nach dem Beweis zu Satz 1.1 kann 

man also folgern, daß der homogene Teil dieses Systems linear 

unabhängig ist, wenn man die Antisymmetrie in .r und y beach- 

tet. Es handelt sich also um n • r • (r— 1) / 2 Gleichungen. 

Da aus 2. und 3. keine weiteren Bedingungen für die Lösbar- 

keit des Gleichungssystems folgen, ist (5.1) auch hinreichend. 

Mit Hilfe von (5.4) und (5.1) läßt sich zeigen, daß (3.1) durch 

(5.2) identisch erfüllt wird. Es bleibt also zu beweisen, daß dies 

alle Lösungen sind: 

Da die unter 1. aufgeführten Terme nur triviale Gleichungen 

liefern, erhält man aus 2. und 3. für die «3 Kompenenten von 

T‘kl n3 — r(n — r)n — r(r — 1) n\2 linear unabhängige Lö- 

sungen. Betrachtet man andererseits die Gleichung (5.3), so fol- 

gen aus 

fxfy(Bfksk-B’klksi) =0 

r(r— 1) 72/2 Bedingungen, während 

f'x dk
y {Bs

it k!k - B\t k„) = —fx d
k

y B’kl ksi = o 

r(n — r)n Gleichungen beinhaltet. Also hat B'kl die geforderte 

Zahl unabhängiger Komponenten. 

w. z. z. w. 

Die Bedingung (5.1) enthält den Term kst der kein Tensor 

ist. Trotzdem ist sie invariant gegen Koordinatentransformatio- 

nen. Man braucht nur zu beachten, daß bei einer Transformation 
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kik->k,k. = r, Tk, kik 

die nicht-tensoriellen Terme von (5.1) 

dUi r, + r, ntl.)kst 

sind, die wegen d‘k< kst = o verschwinden. 

In Riemannschen Räumen heißt eine singuläre Metrik redu- 
zibel-singulär, wenn es ein Koordinatensystem gibt, so daß sie 

im betrachteten Gebiet des Raumes die Gestalt 

Sij 

Sab 0 

o o 
; \gab \ 4= o; a, b = 1, ... r 

besitzt. Die Metrik heißt absolut reduzibel, wenn ein Koordina- 

tensystem angegeben werden kann, in dem sie die obige Gestalt 

annimmt und außerdem gai A = o gilt. Wir wollen diese Begriffe 

(siehe z. B. [20]) für die symplektischen Räume übernehmen. 

Satz 5.2 

Auf der dijferenzierbaren Mannigfaltigkeit Mn habe die Me- 
trik k- den ko7istanten Rang r <. n. Ist k- reduzibel-singulär, so 
7nuß gelten 

{.Qist T" d'stkif) (fl(A) a(B) a(B) a(A) ) ~ 0 (5-5) 

Ist diese Bedingung identisch in den afj erfüllt, so ist sie auch 
hinreichend dafür, daß die Metrik k{j reduzibel -singulär ist. 

Beweis 

Eine singuläre Metrik ist genau dann reduzibel-singulär, wenn 

es n Vektoren a('k) (k — 1, ... n) gibt, die eine holonome Koordi- 

natentransformation x' —vermitteln, d. h. wenn 

i _ 8xi 
ü(k> dyk 

gilt. Es genügt, die Integrabilitätsbedingungen für die n — r 
Vektoren a(f nachzuweisen, die durch die Bedingung 

^tk a(A) — 0 

definiert wurden. Hieraus folgt: 

ktk a(A),i — ktk, l a(A)- 
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Die übrigen Komponenten von für die ktia(A)j — o gilt, 

dürfen willkürlich gleich Null gesetzt werden, da sie nur eine 

Transformation der a(Aj in dem von ihnen aufgespannten Teil- 

raum erzeugen. Auch die Vektoren a(‘, sind nicht eindeutig be- 

stimmt: Sie müssen lediglich linear unabhängig von den Vekto- 

ren a(A) sein. Dies läßt sich in einer Umgebung des betrachteten 

Punktes stets erreichen, wenn die Ableitungen von aF beliebig 

vorgegeben werden, also auch wenn 

Ui>, l a(A) — a(A)Ja(a) 

gefordert wird. Damit reduzieren sich die Integrabilitätsbedin- 

gungen 

a(A), i a(j) = a
(j), i a(A) aL'f 

° = ^tk (,a(A),la(B) — a(B),la(A)) 

= (ßtkl + Ftl ksk V r\i ktI) (ß(A) a(B) a(B) a(A))- 

Mit Hilfe von Definition 5.1 folgt hieraus (5.5). 

w. z, z. w. 

Es sei nun ein symmetrischer Affinzusammenhang gegeben, 

der mit der Metrik k- verträglich ist. Dann ist nach Satz 5.2 k- 

reduzibel-singulär. Wir nehmen an, daß kiA = o für A = r -)- 1, 

. . ., n gilt. Aus 

KA,I = 0 = rs
al ksA + rs

At kas 

folgt dann FAl = o, da Rang (kl) — r gilt. Damit erhält man 

aber auch 

kab, A ~ r*aA ksb + FbA ~ °) 

d. h. ktj ist absolut reduzibel. 

Korollar1) 

Sei k- eine Metrik von konstantem Rang r < n. Dann gilt : 

1. Ist ein symmetrischer Zusammenhang mit der Metrik verträg- 

lich, so ist dieser absolut reduzibel. 

1 G.Vranceanu hat gezeigt ([1], S. 143), daß eine Metrik absolut reduzibel ist, 
wenn ihre äußere Ableitung verschwändet. Sein Beweis ist ebenfalls nur für 
symmetrische Zusammenhänge gültig. (Vgl. auch Abschnitt IV.2 dieser 
Arbeit.) 
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2. Exitsiert zu k{ - ein halbmetrischer symmetrischer Zusammen- 

hang, so ist k{j reduzibel-singulär. 

Man beachte, daß Satz 5.2 und dieses Korollar ebenso für sym- 

metrische Metriken gelten, also z. B. auch für Riemannsche Räu- 

me.1 Trotzdem ergibt sich ein wesentlicher Unterschied: W. O. 
Vogel [20] hat gezeigt, daß es in einem singulären Riemann- 

schen Raum dann und nur dann einen symmetrischen metrischen 

Zusammenhang gibt, wenn die Metrik absolut reduzibel ist. In 

symplektischen Räumen existiert dagegen nach Satz 3.3 zu einer 

absolut reduziblen Metrik nicht immer ein symmetrischer Affin- 

zusammenhang. 

VI. 1 Lösungen der Einstein-Strausschen Feldgleichungen 

Im Jahre 1945 beschrieb A. Einstein [21] eine Geometrie, in 

der weder der metrische Tensor, noch der Affinzusammenhang 

symmetrisch ist. Im Vergleich zur Riemannschen Geometrie sind 

dadurch zusätzliche Freiheitsgrade vorhanden, die eine geome- 

trische Beschreibung des elektromagnetischen Feldes ermögli- 

chen sollten. 

Es sei eine «-dimensionale (n G AT) differenzierbare C4-Man- 

nigfaltigkeit M" gegeben. Auf ihr sei ein Tensorfeld g{j- G G3 de- 

finiert, das als der metrische Tensor der Einstein-Schrödinger- 

Geometrie bezeichnet werde. Einstein und Strauß fordern die fol- 

genden Feldgleichungen: 

Dabei wird der Affinzusammenhang ri
kl durch (6.1a) i. a. ein- 

deutig bestimmt.2 

1 Ist jedoch k;j weder symmetrisch noch antisymmetrisch, kommen zu (5.5) 
noch weitere Bedingungen hinzu, denn außer kf, = o muß noch a^4) k 

= o gefordert werden. 
2 Die Eindeutigkeit folgt aus den beiden Bedingungen det {gij) ' det (g(,j;) 

4= o und det (g,-j) =j= 2 det (g(ijj). Siehe [22] und [23]. 

§ 6. Anwendungen 

(6.1 a) 

(6.1b) 

(6.1c) 

(6-1 d) 
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Die physikalische Interpretation dieser Gleichung ist noch un- 

klar [22], [24].1 * * Ihr Studium ist aber vom geometrischen Stand- 

punkt aus interessant, denn (6.1a) stellt eine Verallgemeinerung 

der Riemann-Cartanschen Räume dar. 

Bisher wurden zahlreiche exakte Lösungen der Gleichungen 

(6.1) gefunden. Die meisten davon sind jedoch entweder sphärisch 

symmetrisch [26]—[3 5], wellenförmig [36]—[47] oder eben sym- 

metrisch [48]—[51]. Ausnahmen hiervon findet man lediglich in 

[52] und [17]. Die Ergebnisse der Paragraphen 1, 4 und 5 gestat- 

ten aber, noch weitere Lösungen anzugeben, die keine Sym- 

metrieeigenschaften besitzen. 

Satz 6.1 

Die Lösungen der Feldgleichungen (6.1 ) mit einem antisym- 

metrischen Tensor gfj vom Rang n sind : 

C6.2) 

wobei l{ ein beliebiges C4- Vektorfeld ist. Der Torsionstensor 

Sikl : = gti S‘tl ist voll antisymmetrisch ; für n < 4 gilt : 

Sm — o. 

Beweis 

Der in i und j antisymmetrische Teil von (6.1 a) ist 

Sij, i rim gsj — 
rtu) gn = o. 

Diese Gleichung ist äquivalent mit (1.1). Daher kann Satz 1.1 

angewendet werden, der (6.2) als notwendige Bedingung liefert. 

Umgekehrt existieren nach diesem Satz zur Metrik (6.2) stets 

symmetrische Affinzusammenhänge, die (6.1 a) genügen. Satz 1.3 

garantiert, daß (6.1c) mit diesen Affinzusammenhängen erfüll- 

bar ist. Die Gültigkeit von (6.id) folgt schließlich aus Satz 1.2. 

Aus dem Beweis von Satz 1.3 geht hervor, daß T 'kl) durch 

(6.1c) nicht eindeutig bestimmt wird. Im vorliegenden Fall kann 

außerdem noch ein Torsionstensor S'kl auftreten, denn der in i 

und j symmetrische Teil von (6.1a) fordert lediglich Sjtl -j- Stj 

1 Außer diesen beiden Arbeiten gibt es viele Vorschläge für eine physika- 
lische Interpretation, die jedoch alle, soweit sie dem Verfasser bekannt sind, 
Fehler enthalten. Eine allgemeine mathematische Diskussion wird in [25] mit 
Hilfe des Noetherschen Theorems durchgeführt. 
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= o. Da S/ß definitionsgemäß antisymmetrisch in j und l ist, 

folgt hieraus, daß der Torsionstensor vollständig antisymmetrisch 

ist. Für n = 2 existiert kein voll antisymmetrischer Tensor drit- 

ter Stufe. Im vierdimensionalen Raum beweist man Stj/ = o mit 

Hilfe von (6.1 b): Wählt, an z. B. das Koordinatensystem so, daß 

im betrachteten Punkt nur g12 = —g21 und g3i = —gi3 von 

Null verschieden sind, so folgt daraus unmittelbar die Behaup- 

tung. 

w. z. z. w. 

Im folgenden werden noch kurz die torsionsfreien Lösungen 

diskutiert : 

Satz 6.2 

Fü S\i = o läßt sich der antisymmetrische Teil der Metrik 
in der Form 

S[ij] h,j lj.i 

dar stellen, wobei l{ ein C^-Vektorfeld ist. 

Beweis 

Der in i und j antisymmetrische Teil von (6.1 a) ist: 

f (il) S[sj] T'(jl) &[is] O’ 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.1, denn wegen des 

Korollars zu Satz 5.2 ist g^-j absolut reduzibel, falls Rang 

{gm) < n güt- 

w. z. z. w. 

Für =0 besagt der symmetrische Teil von (6.1a), daß 
T‘kl ein metrischer Zusammenhang bezüglich g(ij) ist. Daher sind 

diese r‘a die Christoffelsymbole, falls der Rang (g(i/j) maximal 

ist. Gilt außerdem Rang (gfy-j) = n, so läßt sich Gleichung (4.9) 

zur Bestimmung von l{ verwenden. 

VI. 2 Spinordarstellungen der Lorentz-Gruppe 

Gegeben sei ein 4-dimensionaler Riemannscher Raum R, des- 
sen metrischer Tensor^ die Signatur + + -j besitzt. In jedem 
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Punkt von R wählt man ein orthonormiertes 4-Bein h'a, d. h. es 

soll gelten: 

^a. ^ß Sij Gc ^a/3 • &a.ß' (6-3) 

wobei öaß das Kroneckersymbol und ± i ist. Alle ortho- 

normierten 4-Beine eines Punktes x ÇE: E können durch eine Lo- 

rentztransformation ineinander übergeführt werden (d. h. die 

Lorentzgruppe ist der Fasertyp des Orthonormalrahmenbündels 

[2] von R). Im folgenden werden die Darstellungen der eigent- 

lichen Lorentztransformationen mit Spin studiert. 

Die metrischen Spintensoren definiert man zunächst bezüglich 

des Orthonormalrahmens hl
a als die Paulimatrizen a^AB. Dabei 

laufen die Indizes a, ß, . . . wie oben von 1 bis 4, während die Spi- 

norindizes A, B, ... die Werte 1 oder 2 annehmen. Ein Punkt 

über einem Index bedeutet, daß dieser sich nach der komplex- 

konjugierten Darstellung transformiert. 

Man vereinbart, daß Spinorindizes mit dem sog. metrischen 

Spinor yAB = — yAB bzw. dessen konjugiert komplexen yAB 

gesenkt und mit den inversen Spinoren yAD bzw. yAB gehoben 

werden. Dann lassen sich alle algebraischen Eigenschaften aus 

der folgenden Gleichung ableiten ([8], S. 295): 

aßBC = &v.ß ^aßnv ^ A a BC- (6-4) 

In (6.4) ist öB das Kroneckersymbol und eaß/lv der Levi-Civita- 

sche Pseudotensor. Ferner benötigt man die metrischen Spin- 

tensoren 

a‘ÀB
 : = A* a%ÀB. 

Die Forderung yAB\i — o würde die Anwendungsmöglichkeiten 

zu stark einschränken [8]. Daher begnügt man sich mit 

YAB\I — 
1
YAB ^I> (6-5

a
) 

<*UB\l—0> (
6

'5
b

) 

mit einem reellen Vektor 5^ und einem Affinzusammenhang r‘u, 

der ohne Einschränkung als metrisch, angenommen werden kann. 

Zur Diskussion unseres Spinorraums sind also außer gtj und1 

1 Hier wird /V erwähnt, da alle Aussaagen dieses Abschnitts VI.2 auch für 

die Riemann-Cartan-Geometrie gelten. 
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Ff nur noch yAB, aiAB und 0t nötig, denn die Gleichungen (6.5) 
können eindeutig nach dem Affinzusammenhang FBl aufgelöst 

werden [8]. 

Im folgenden werden die Komponenten von g{p yAB und aiAB 

aus C2 und die Komponenten von F‘kl und 0l aus Cx vorausge- 
setzt. 

Es soll nun untersucht werden, welche Freiheiten in der Wahl 

des metrischen Spinors bestehen, wenn gij} F'th aiAB und 

gegeben sind. Dazu erinnern wir uns an die Gleichung 

aAB aréD = 2 yAC yDB (6.6) 

die aus (6.4) abgeleitet werden kann. Durch a’AB ist also der 

Betrag von yAB festgelegt. Unser Ziel ist es zu zeigen, daß 

Arg (yAB) frei wählbar ist. 

Hilfssatz 6.3 

Sei FA
Bl ein Affinzusammenhang, der (6.Sa) erfüllt. Der hier- 

aus gebildete Krümmungs-Spintensor 

GAm = - r\.t + rA rc
Bk - rA

Ck r% (6.7) 

ist unabhängig von yAB. 

Beweis 

Nach Satz 3.2 folgt aus (6.5 a): 

^Bk = yCA (7 CB, k + 1 y cB ®k) + yAC -dcst 

= : (ln Y\y\i),k K + &it- (6-8) 

Wählt man ACBk proportional zu y12, so erkennt man, daß 0Bk 

von yCA unabhängig ist. Es sei nun HA
Bik derjenige Krümmungs- 

Spintensor, der entsteht, wenn in (6.7) 0‘Bk statt FBk eingesetzt 

wird. Eine kurze Rechnung ergibt HA
Bik = GA

Bik. 

Selbstverständlich gilt dieser Hilfssatz auch für 2-dimensionale 

symplektische Räume mit halbmetrischem Zusammenhang. 

Satz 6.4 

Bei gegebenem gtj, Ff, oiAB und <1>1 ist Arg(yAB) beliebig 
wählbar. 
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Beweis 

Klaus Buchner 

Es ist zu zeigen, daß (6.4) und (6.5) das Verhältnis Re y12/Imy12 

nicht festlegen. - Wird Gleichung (6.4) explizit geschrieben, so 

sieht man, daß die quadratischen Terme in cn-d-E den Faktor 

7FB VGC enthalten. Daher kann (6.4) nur den Betrag von yAB 

bestimmen. Aus (6.8) folgt, daß Arg(y12) nur in den Imaginärteil 

von rE
k eingeht, jedoch nicht in Im^-T^— Kl)- Multipliziert 

man andererseits (6.5 b) mit arEA, so erhält man unter Beachtung 

von (6.4) und (6.6) 

r A 
Bl ( °rÈB, l Ki asEß) r h, à 

A . 
B > 

rf ist das konjugiert Komplexe von Vj). Hieraus läßt sich nur 

r% + rE^ bestimmen; Im {TBI) wird also durch diese Glei- 

chung nicht festgelegt. 

Es sei nun Rl
kim der aus den Fl

kl gebildete Krümmungstensor 

und GA
Blm das konjugiert Komplexe von GA

Blm. Die Integrabili- 

tätsbedingung von (6.5 a) läßt sich aus der von (6.5 b) 

R klm arÄB “1“ GC
Al„, OkCB "h GC

Blm okAC = o 

durch Multiplikation mit <FAD ableiten [8], Aus Hilfssatz 6.3 

folgt aber, daß letztere nicht von yAB abhängt. 

w. z. z. w. 

Satz 6.4 gibt für jeden Riemannschen und für jeden Riemann- 

Cartanschen Raum mit der Signatur + + d eine Abelsche 

Yang-Mills-Gruppe (d. h. ein Faserbündel über R mit einer 

Abelschen Gruppe als Fasertyp [3]) an. Für Spinoren in höher- 

dimensionalen Räumen [53], [54] lassen sich ähnliche Überlegun- 

gen anstellen. 
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