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Ein symplektischer Raum ist eine #n-dimensionale (2 & N)
reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit 44", in der ein antisym-
metrisches, 2-fach kovariantes Tensorfeld 4; definiert ist. £;

wird hiufig auch Metrik genannt.

Die Theorie dieser Riaume fand in den letzten Jahren ein leb-
haftes Interesse (siehe z. B. [1]-[6]), das zum Teil mit der Ent-
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14 Klaus Buchner

wicklung des Cartanschen Differentialformenkalkiils gekoppelt
ist. Uber die Affinzusammenhiinge in diesen Riumen ist bisher
jedoch nur wenig bekannt. Zu erwihnen sind lediglich einige Er-
gebnisse von G. Vranceanu [1], die in einer Reihe von Fillen die
Existenz eines Affinzusammenhangs garantieren.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, da3 zu jedem Tensor-
feld £, mit vorgegebener kovarianter Ableitung 4, ein Affin-
zusammenhang existiert. Er ist allerdings nicht eindeutig be-
stimmt: Zu einem gegebenen Zusammenhang I™}, kann noch ein
beliebiger Tensor 77, addiert werden, der die Gleichung £, ; 7%,
— &, T%; = o erfillt. Diese Unbestimmtheit erméglicht es, For-
derungen an die Gestalt des Krimmungstensors zu stellen.
Auflerdem werden notwendige und hinreichende Bedingungen
fur die Existenz eines torsionsfreien Affinzusammenhangs ange-
geben.

In § 1 wird der Fall betrachtet, da3 der Zusammenhang 17,
torsionsfrei und mit der Metrik vertriglich ist (d. h. Iy, = I";
%, = o). Es zeigt sich, dal die innere Geometrie der Mannig-
faltigkeit 47" dann im wesentlichen durch einen einzigen Vek-
tor /; beschrieben wird. Die Metrik £; liBt sich in diesem Fall
in der Form®! /,; ;; darstellen, wihrend in die Formel fiir den Af-
finzusammenhang auch die 2. Ableitung von /. und eine belie-
bige, voll symmetrische Matrix A, cingehen. Der Kriimmungs-
tensor besitzt nur eine Kontraktion, und diese kann zusammen
mit /; auf der gesamten Mannigfaltigkeit beliebig vorgegeben
werden.

Man beachte den Unterschied dieser Ergebnisse in symplek-
tischen Ridumen zu den Verhiltnissen in Riemannschen Riumen.
In den Riemannschen Riumen sind die Christoffelsymbole eben-
falls symmetrisch und mit der Metrik vertrdglich und es existie-
ren zu jeder Metrik g,; = g, die Christoffelsymbole eindeutig. In
symplektischen Rdumen gibt es dagegen cinen Affinzusammen-
hang mit den genannten Eigenschaften nur, falls sich die Metrik
in der Form &;; = /; ,; schreiben lift. Ist diese Bedingung er-

! Runde Klammern bezeichnen den symmetrischen Teil, eckige den anti-
symmetrischen. Ein Komma vor einem Index bedeutet partielle Differentia-
tion. Fiir kovariante Ableitungen wird ein senkrechter Strich verwendet.
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fillt, existiert eine + #(xz + 1) (# + 2)-parametrige Schar von
) 6 p g

Zusammenhingen.

In § 2 wird die allgemeine Loésung der halbmetrischen Glei-

chung

é,'j,l_‘ p 'é;j_ Fj’l by = ky; D, F?/ez) =17 (0.1)
kurz diskutiert, wobei @, & 7(M”) ein beliebiges Vektorfeld ist.
Es wird ein Lésbarkeitskriterium angegeben und gezeigt, daf} I},
und @, durch £; und eine beliebige, voll symmetrische Matrix
A,y festgelegt werden. Eine Ausnahme bilden die 2-dimensio-
nalen symplektischen Riume, in denen (0.1) immer 18sbar und
®, beliebig ist.

Der allgemeine Fall

kyg— I /":j_ W ki = Qun, (0.2)
wobei @, = — @, ein beliebiges Tensorfeld ist, wird in § 3
behandelt. Hier kann £, Q,; und I, oder £; Q,, und eine
Kontraktion des Kriimmungstensors frei gewdhlt werden. Einige
dieser Ergebnisse lassen sich auf die Spinordarstellungen der
Lorentzgruppe (bertragen.

Die Integrierbarkeit der Gleichung (0.2) wird in § 4 unter-
sucht. Dabei sind die 2-dimensionalen symplektischen Rdume mit
halbmetrischem Zusammenhang bemerkenswert, fliir die sich
eine cinfache notwendige und hinreichende Bedingung ergibt.
AnschlieBend wird gezeigt, dal} zwar zu jedem Riemannschen,
aber nicht zu jedem Riemann-Cartanschen! Raum eine symplek-
tische Struktur? existiert. Dagegen 140t sich in jedem Riemann-
Cartan-Raum die Riemannsche Metrik und die symplektische
Struktur vorgeben, wenn die Torsion des Raumes geeignet ge-
wihlt wird.

Bei den bisher erwihnten Untersuchungen wurde vorausge-
setzt, daB der Rang der Metrik 4; maximal ist, was zur Folge
hat, dafl die Dimension # gerade ist. In § 5 werden alle Affinzu-
sammenhinge mit singulirer Metrik angegeben. Ferner wird

! Ein Riemann-Cartanscher Raum ist eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit mit einer Riemannschen Metrik und einem mit dieser Metrik vertrig-
lichen Zusammenhang, der nicht notwendig torsionsfrei ist [7].

? Eine symplektische Struktur ist eine nicht entartete alternierende 2-Form

amitd Az = o[z2], [4], [5].
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gezeigt, daf} eine singuldre Metrik reduzibel-singulir ist, falls ein
Zusammenhang existiert, der die Gleichung (o.1) erfullt.

Als Anwendungen werden im § 6 zwei Beitrige zur Einstein-
schen Einheitlichen Feldtheorie bzw. zur Einstein-Schrédinger-
Geometrie gegeben: Die Ergebnisse des § 1 ermdglichen es, alle
antisymmetrischen Metriken anzugeben, die Lésungen der Ein-
stein-Strausschen Feldgleichungen sind. AuBerdem werden die
torsionsfreien Loésungen diskutiert. Eine Fortsetzung dieser Un-
tersuchungen 143t weitere interessante Iirgebnisse erwarten.

Im zweiten Teil des § 6 wird gezeigt, dal3 bei den Spinordar-
stellungen der Lorentzgruppe das Argument des metrischen Spi-
nors beliebig wihlbar ist. Das gilt auch fir Spinorfelder auf diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten, so daBl die Existenz einer Abel-
schen Yang-Mills-Gruppe folgt.

Voraussetzungen und Bezeichnungen

Sei A" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension

n < N. Auf ihr sei ein antisymmetrisches Tensorfeld £, gegeben.
Mit Ausnahme von § 5 und § 6 wird Rang (4,) = » fiur alle
Punkte p & M” vorausgesetzt. Dann existiert das inverse Tensor-
feld 27

By b =k, k= O
Fuar die Metrik 4; wird die bei Spinoren iibliche Konvention [§]
verwendet, wonach Indizes durch Kontraktion mit dem 1. Index
von #4,; gesenkt und durch Kontraktion mit dem 2. Index von £*
gehoben werden, z. B.

A, =k, A7 A* =k A,
Soweit nicht ausdriicklich etwas anderes vorausgesetzt wird,
sind M" und £; aus C® Man beachte jedoch, dal} fur die Losung
von (0.1) und (0.2) die Differenzierbarkeit von £,; ausreicht.

§ 1. Metrische symmetrische Zusammenhinge

In diesem Paragraphen werden differenzierbare Mannigfaltig-
keiten /" untersucht, auf denen der Zusammenhang I, mit der
Metrik vertrdglich ist: 4;, = 0. Dann ist die kovariante Ab-
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leitung mit dem Heben und Senken der Indizes vertauschbar und
es entstehen zahlreiche Vereinfachungen im Kalkal. Die Bedin-
gung %, = 0 bedeutet keine Einschrinkung, da zu jedem Affin-
zusammenhang eine Schar von metrischen Affinzusammenhin-
gen existiert (siche Gleichung (3.4) und Satz 3.2). Wird jedoch
wie in der Riemannschen Geometrie zusitzlich Torsionsfreiheit
gefordert:

ki = kg, — 1Y ’é:j_ T ki =05 Iy, =1y, (1)
so ergeben sich Bedingungen fir 4, und I7,; (1.1) 14Bt sich in
k;und I, vollstindig 16sen:

7|

Satz 1.1
Die vollstindige Losung von (1.1) lautet .
iy =8 + Aw), (1.2)
wobel ky die Gleichung
by =l ;b (1.3)

erfiillt; I, ist ein belicbiges C®-Vektorfeld und A, ein beliebiges
voll symmetrisches Matrizenfeld.

Beweis
1. Vertauscht man in (1.1) Z, £ und / zyklisch und addiert die
so entstehenden Gleichungen, ergibt sich
ot & kyp + by =0
Hieraus folgt (1.3).!
2. Eine spezielle Losung von (1.1) ist
F/ﬁ/ = 4" /t, b D

wie man leicht nachrechnet. Es muf} also nur noch die allgemeine
Losung I, der homogenen Gleichung

[y by +Tj by =0 (1.4)
gefunden werden.

3. Statt (1.4) betrachten wir die einfachere Gleichung

! Fir kontrahierbare Mannigfaltigkeiten 47 folgt (1.3) auch unmittelbar
aus dem Lemma von Poincaré. Ein etwas allgemeiner Beweis wurde von
Vranceanu (1] S. 142) gegeben. Vgl. Abschn. 4.2 dieser Arbeit.

2 Munchen Ak. Sb. 1977
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M k;— M; £,; =o. (1.5)

Der Koeffizient von A/} in der durch das Indexpaar 7,7 gekenn-
zeichneten Zeile dieses Gleichungssystems ist

07 ky— 0 k.
Wegen der Antisymmetrie in Z und 7 ist der Rang seiner Koeffi-

zientenmatrix héchstens 7 (2 — 1) /2. Zur Untersuchung der [i-
nearen Unabhingigkeit betrachtet man:

X oy (8] ky— 8ik,) = 0.

"1’>j/
Hier muBl «; =-—a; gesetzt werden; daher vereinfacht sich
diese Beziehung zu:

2y k; = O.

J
Weil der Rang von £; maximal ist, folgt «;; = 0 und damit die
Unabhingigkeit der 2(# — 1) /2 Gleichungen von (1.3).

4. Das System hat also #(»z 4 1)/2 unabhingige Ldsungen.
Es [4Bt sich leicht nachrechnen, daB} sie sich in der Form M} =
P, £ darstellen lassen, wobei 2, eine beliebige symmetrische
Matrix ist. Die allgemeine Lésung von (1.4) ergibt sich somit als

T 5. —
iy = Ay £75 Ay = Ay
W.2.Z. W,

In Satz 1.1 wurde nur /; & C? verlangt. Man beachte jedoch,
dall im Abschnitt ,,Voraussetzungen und Bezeichnungen
k; € (3 gefordert wurde (siche § 4).

Wegen der vollstindigen Symmetrie der Matrix A, ver-
schwindet ihr Beitrag zu

Iy, = @nV |det &,,)),

Damit erhilt man das

Korollar

Sei V* ein differenzierbarer Vektor und B! ¢in differen-
zierbarer Tensor, der vollstindig antisymmetrisch ist. Dann sind
die kovarianten Divergenzen V*|, und B* * unabhéngig von
A

5 5
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Das Verhalten von A,,, bei Koordinatentransformationen ist
recht kompliziert. Nach Voraussetzung ist /; ein C*-Vektorfeld;
es geniigt also der Transformationsformel /, = 7% /. Nimmt
man an, daB 77 eine holonome Transformation beschreibt, d. h.
daB 7% , = T} . gilt, so ergibt sich aus (1.2) und dem be-
kannten Transformationsgesetz fur Affintzusammenhinge:

. i y4 / 3 7 v 4
Ai'k'l' - Tz" Ty 7—‘l' Aikl Tk' U S lt', % Tx" T}e’, 'y Zk, 7
! k 3
— T T g TE 05 4. (1.6)

Bei holonomen Transformationen bleibt also die Symmetrie von
A erhalten. Damit ist gezeigt, daB3 (1.2) unabhingig vom ge-
withlten Koordinatensystem gilt. (Zum Vergleich: In der Rie-
mannschen Geometrie bleibt die Symmetrie der Christoffelsym-
bole bei holonomen Transformationen ebenfalls erhalten; es exi-
sticren jedoch Koordinatentransformationen, die die Symmetrie
zerstoren.)
Als nichstes berechnen wir den Kriimmungstensor &,

3 — 7 1 i 5 i s
R Fm — Em, 1T E,om + F.rl bm T F:m FI8
Dafir ist es zweckmiBig, ein Koordinatensystem zu wiihlen, be-

ziiglich dessen alle I, in einem vorgegebenen Punkt p ver-
schwinden. Dann gilt in p:

Ritn = D 1= T g = £ (A1 — A 141, m)- (1.7)
Hieraus sieht man sofort, dal R,,,, symmetrisch in 7 und £ ist.
Diese Symmetrie ist dquivalent zur Integrabilitdtsbedingung von
(1.1). Aus (1.7) erhilt man auBerdem

5 —
R, =o.

Die beiden anderen Kontraktionen des Krimmungstensors er-
geben sich zu

Ry:=Ry=—~FA,, =R,

‘gt'b = kri R’K’ab k“b = <— At‘,{‘b,a + ‘Aika, b) /eab =—2 Rik'
Damit haben wir das wichtige Ergebnis erhalten, da8 alle Kon-
traktionen des Krimmungstensors zueinander proportional sind.

Wegen der Symmetrie von R verschwindet auch der Kriim-
mungsskalar:

R:=k R; =o0.
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Die Beziehung
R + Rimu + Ry =0

braucht nicht eigens bewiesen zu werden; sie gilt fur beliebige
symmetrische Affinzusammenhinge ([9], S. 55). Dasselbe trifft
fur die Bianchi-Identititen zu. In Riemannschen Riumen kon-
struiert man aus der Kontraktion dieser Identititen den Einstein-
tensor, dessen kovariante Divergenz verschwindet. Ein analoges
Verfahren ist bei symplektischen Ridumen nicht méglich, da es
nur auf den Nulltensor fihrt.

Wir fassen zusammen:

Satz 1.2

Sei I, & C% Dann besitzt der Kriimmungstensor folgende
Eigenschaften :

Rt = Ryps (1.8)
R +&pu+ Ry =0 (1.9)
Ritw — Rppis = Rﬂ,{-{n e R it (1.10)
Riumu g R12p1|n. + R4y =0 (1.11)
R, =o (1.12)
Ry =FR, =R, (1.13)
Sa =Re, =3 R, (1.14)

Der Beweis von (1.10) ergibt sich durch wiederholte Anwen-
dung von (1.8) und (1.9) oder durch direktes Ausrechnen mit
Hilfe von (1.7).

Bei vorgegebenem £;; kann nach Satz 1.1 noch die Matrix
A, beliebig gewihlt werden. Dabeli stellt sich die Frage, ob es
moglich ist, zusdtzlich zu £; auch die Kontraktion R, des
Kriimmungstensors vorzugeben und 4,,,, so zu bestimmen, daf
(1.1) erfullt ist.

Satz 1.3

Sei M" E C”. Ferner seien I, und R, beliebig wvorgegebene
Funktionen der Koordinaten, die in ciner Umgebung U eines
Punktes p analytisch sind. Dann existieren in einer Umgebung
Vwon p (VC M") analytische Funktionen A,,, = Ay, mit
der Eigenschaft, dap der zum Zusammenhang
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= H s+ Aw)
gehorige Ricci-Tensor gleich R ist.

Beweis

Es ist das System partieller Differentialgleichungen fur 4,
zu 16sen, das sich durch Gleichsetzen von

Ry = F;;,l— e T r,r,—r,r,
mit den vorgegebenen Funktionen &, ergibt. Aus (1.2) folgt:
Ry = — k" Ay s + £ lbs
— & on A +F s+ Aw)
'é:b (Z kya _'_ A:ka) lfl (ZI, k7 + Atkl)
B (1.15)

Nun wihlt man statt 21 die Variablel
yor=al—a?— . —2"

Dann ist der Koeffizient von 4, ,in der durch das Indexpaar
4,7 gekennzeichneten Gleichung des Systems (1.15)

__é(b (S‘ )’1 ,éa)d

d=1
Da Rang (£%) = # ist, folgt

D Y40

d=1
fir mindestens ein . Somit sind die #(» 4+ 1)/2 verschiedenen
Gleichungen (1.135) fir A, , linear unabhingig. 4,,, hat we-
gen seiner Symmetrie n(z + 1) (n + 2)/6 Komponenten. Er-
gidnzt man das System (1.15) noch durch beliebige weitere Glei-
chungen, so daf3 die entstehende Koeffizientenmatrix von 4, 4
den maximalen Rang hat und die Symmetrie von A, nicht ge-
stort wird, dann ist der sogenannte Satz von Kowalewski [10]
anwendbar und Satz 1.3 bewiesen.

W.Z,Z.w,

Durch die Vorgabe des 2-Vektorfeldes /; und des Ricci-Ten-
sors R, wird also der auf 4/” bestehende Zusammenhang nicht

! Die Einfithrung der Variablen y lifit sich umgehen, wenn man Rang
(#;) = 7 beachtet; vgl. den Beweis von Satz 3.4.
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eindeutig bestimmt. So kénnen auf der Hyperfliche ' = konst
noch beliebige Funktionen ¢,;, = @,,), die in U analytisch sind,
als Anfangswerte von £&,,I"}, vorgegeben werden. Auflerdem
erméglichen die im Beweis erwihnten (2% — »)/6 Differential-
gleichungen, deren Bestehen noch zusiitzlich gefordert werden
kann, eine weitere Willkir in der Bestimmung der Affinzusam-
menhinge I,

Zum AbschluB3 dieses Paragraphen sei bemerkt, daB sich stets
ein Koordinatensystem finden 14Bt, in dem 4,; die kanonische
Gestalt annimmt, d. h. alle £; sind = o, auler £, = 43 =
N —=R% =1=—Fy =... =—£Fk, . Der Beweis die-
ser Eigenschaft wird mit Hilfe von (1.1) gefthrt ({1], S. 143).
In einem solchen Koordinatensystem gilt /, ,, = o. Daraus
folgt

n—1n

Satz 1.4

Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M" & C? exi-
stiert ein Affinzusammenhang, der (1.1) erfiillt, dev einen nicht
verschwindenden Kriimmungstensor zur Folge hat und n— 1
linear unabhdingige parallele Vektorfelder gestattet

Beweis
Nach Formel (1.2) gilt in einem Koordinatensystem mit /; ,,
=0
21 : kﬁAmz-
Wihlt man etwa A, so, daB nur A4, = A4;;(#® ungleich

Null ist, so sind die einzigen nicht-verschwindenden Kompo-
nenten von R, :

R1112 = R1121-

Also gibt es 7 — 1 linear unabhingige Vektorfelder I, die die
Gleichung

V'R, =0 (1.16)
erfillen. Diese Felder kénnen konstant, d. h. unabhingig von x”,
gewihlt werden. Ebenso gilt

islm

1 Bei diesem Satz handelt es sich offensichtlich um eine lokale Aussage.
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Vi,=ound V' R, ., = 0.
Hieraus folgt die Behauptung [9], [11].

W.Z.Z. W.

Fur beliebige, affin zusammenhingende Ridume der Dimen-
sion # kann es hochstens 7 -— 1 linear unabhingige parallele
Vektorfelder geben, ohne dal &’,,, identisch verschwindet (vgl.
(1.16)). Diese Maximalzahl wird in unserem Fall tatsichlich er-
reicht.

§ 2. Halbmetrische symmetrische Zusammenhinge

Halbmetrische (oder rekurrente) Zusammenhinge wurden zu-
erst von H. Weyl [12] in Verallgemeinerung der Riemannschen
Rdume eingefithrt. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daf3 die
kovariante Ableitung der Metrik £; proportional zu 4, ist:

Ry = ky P

Hierfiir ist eine einfache geometrische Deutung mdéglich (vgl.
[13], [14] far Raume mit symmetrischer Metrik): Seien zwei Vek-
toren o' und 7' entlang einer beliebigen C!-Kurve parallelver-
schoben. Ist der Zusammenhang halbmetrisch, so ist das Diffe-
rential der Invariante 7 := /£, w* proportional zu /. Umge-
kehrt folgt aus dieser Proportionalitit bei beliebigen C*-Kurven,
daB der Zusammenhang halbmetrisch ist.

Halbmetrische symplektische Ridume spielen auch in den An-
wendungen eine Rolle. Dies gilt besonders flir die Spinordarstel-
lungen der Lorentzgruppe, auf die sich viele Eigenschaften sym-
plektischer Rdume tbertragen lassen (siehe § 3). In der physika-
lischen Interpretation beschreibt der Vektor @, gewéhnlich das
elektromagnetische Feld.

Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf symmetrische Zu-
sammenhinge beschrinken, da der allgemeine Fall leicht durch
Spezialisierung der Ergebnisse des § 3 behandelt werden kann:

/eij.l_ I ky — Fj‘l by = ’éij D, F?ﬂ) = I, (2.1)

Bevor wir die allgemeine Losung dieser Gleichung angeben, be-
weisen wir
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Hilfssatz 2.1
Es gilt.

(n—2) D, =k,  k° + 2k, &~ (2.2)

rs,
Beweis
Durch Uberschieben von (2.1) mit 47 entsteht:
b R+ I, =— D,
Ebenso durch Uberschieben mit £7:
b B —2T1" =n @

(2.2) ist eine Linearkombination dieser Gleichungen.

if, 7

W. Z. 2. W.
Satz 2.2
Fiir die Lisbarkeit von (2.1) nach I' ist die Bedingung
kgt kgt Ry = Ay P+ Ry Pyt by D, (2.3)
notwendig und hinveichend. Die allgemeine Lisung lautet
= éh(ku 1+ ’éll k)'_'—(ét D, + 51 ?,)
+ £ Ay (2.4)

A, ist eine beliebige voll symmetrische Matrix. Fiir n> 2
wird @, durch (2.2) bestimmt; fiir n = 2 st Dy ein frei wiki-
bares Vektorfeld.

Beweis

1. Vertauscht man in (2.1) die Indizes 7,7 und /7 zyklisch und
addiert die so entstehenden Gleichungen, erhilt man (2.3). So-
mit ist diese Gleichung notwendig.

2. Eine spezielle Losung von (2.1) ist:
W=7 k" (Rug, 1+ by ) — (52 D, + 8, Dy,

wie man unter Verwendung von (2.3) leicht bestitigt. Da der
homogene Teil von (2.1) identisch mit dem von (1.1) ist, lassen
sich die Uberlegungen zum Beweis von Satz 1.1 {ibertragen. Da-
mit ist gezeigt, daf3 (2.3) hinreichend ist und (2.4) die allgemeine
Loésung darstellt.
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3. (2.2) entsteht aus (2.3) durch Uberschieben mit A%, Ist
n = 2, so ist die letztere Gleichung identisch erfiillt. Es 148t sich
also keine Bedingung fiir @, ableiten.

W.Z2.Z. W,

Im zweidimensionalen Fall ist nach Satz 2.2 sowohl £; als
auch @, ohne Einschrinkung wihlbar. Die Gleichung (2.4) fihrt
daher auf das folgende

Korollar

In cinem zweidimensionalen symplektischen Rawm, in dem
(2.1) gilt, sind die Geoddtischen unabhingig von @,.

Zum Beweis erinnert man sich lediglich, da3 die allgemeinste
Transformation eines symmetrischen Affinzusammenhangs, die
die Geoditischen ungeindert 1406t, von der Form

Fi/"’ F21+62W1+651P¢
ist.

Man beachte, dal3 nicht-holonome Koordinatentransformatio-
nen existieren, unter denen (2.3) nicht form-invariant ist. Nach
dem Satz von Ehresmann und Libermann [1] existiert fur alle
Metriken 4y, die (2.1) geniigen, ein Koordinatensystem, in dem

k1= ky; D (2.5)
gilt. Damit ist (2.3) identisch erfullt; zu beachten bleibt nur die
Integrabilitdtsbedingung von (2.5)

?,,=9o,,

Ist %7, = — &;; ein beliebiger konstanter Tensor vom Rang 7,
so lautet die Losung von (2.5)
v, —
by =k et D, =Y,
Aus (2.4) erhilt man
Ty =8 A4, (2.6)

L,m

Daraus folgt, daB die kovariante Ableitung von #; gleich der
gewdhnlichen ist.

Die Gleichung (2.6) ist ein Spezialfall von (1.2).

Dabher gilt
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Satz 2.3

Erfiillt ein Affinzusammenhang die Gleichung (2.1), so gel-
ten fiir ihn die Sdtze 1.2, 1.3 und 1.4.

§ 3. Der aligemeine Fall

In den beiden vorausgehenden Paragraphen wurden symme-
trische Affinzusammenhinge vorausgesetzt, die mit der Metrik
k;; vertridglich bzw. halbmetrisch sind. L3t man diese Beschrin-
kungen fallen, erhilt man die Gleichung

ky,— 17y k— F}z by = Qi (3.1)

in der Q,;, ein beliebiges, in 7 und ; antisymmetrisches Tensor-
feld ist. Im folgenden sei Q,;, aus der Klasse C?; fiir die Sitze
3.1 bis 3.3 sind jedoch keine Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
notig.

Offensichtlich kénnen in (3.1) die Metrik und der Affinzusam-
menhang beliebig vorgegeben werden. In § 4 wird die Frage dis-
kutiert, welchen Einschrinkungen die Felder I'j, und Q,; un-
terliegen, wenn (3.1) nach £;; auflésbar sein soll. Zunichst unter-

suchen wir jedoch die weitere Méglichkeit, 1™, als Funktion von

i7, 7

ks k;; und @, anzugeben.
Satz 3.1
In (31) sind é,:k, Quuund I, beliebig wihlbar. Der Torsions-
tensor Sy, 1= I}y, ergibt sich zu
b= B (g — b — e — Qe+ Qs + Q)
— A (F(tk:) Ky + F(l/:) £yp). (3.2)
Beweis

In (3.1) seien die Gleichungen durch das Index-Tripel 7,/
gekennzeichnet, wobei 7 und 7 immer antisymmetrisch auftreten.
Das System (3.1) hat also #2(# — 1) /2 Gleichungen. Der Koeffi-
zient von I, in der 7,7,/-ten Gkeichung ist 24,,6},6;. Da 4,
den maximalen Rang # hat, sind also die Gleichungen (3.1)
linear unabhingig.
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Daher existieren #%(»# + 1)[/2 unabhingige Losungen. Dal3
diese sich in der Form (3.2) schreiben lassen, bestdtigt man leicht
durch Einsetzen in (3.1).

W.Z2.Z. W,

Satz 3.2
Die Lisungen der Gleichung (3.1) lassen sich in dev Form

= % B (b, s — Qua) + Ay (3-3)

darstellen, wobei A, eine beliebige in den ersten beiden Indizes
symmetrische Matrix ist.

Beweis

3 1 i

H T # (i1 — Qua)
ist eine spezielle Lésung von (3.1). Ferner ist 4, = A, eine
Losung des homogenen Gleichungssystems (vgl. Beweis zu Satz
1.1). Diese Matrix hat #%(» + 1)/2 unabhingige Komponenten.

Dies ist aber nach Satz 3.1 die Zahl der unabhingigen Ldsungen
von (3.1).

W.Z.Z.W.

Formel (3.3) hat gegeniiber (3.2) den Vorteil, dal} sie auch fur
die Spinordarstellungen der Lorentzgruppe (Weyl-Spinoren) gilt.
Hier 140t sich eine zu (3.1) analoge Gleichung anschreiben, bei
der lediglich zu beachten ist, daf} sich die Indizes 7,7 und s nicht
auf die Koordinaten der Mannigfaltigkeit, sondern auf den
Spinorraum beziehen. Da in (3.3) die verschiedenen Arten von
Indizes nicht vermischt werden, ist diese Formel auf Spinorrdume
anwendbar.?

Korollar

Durch die Vorgabe von ky und Q,;, werden weder die Parallel-
verschiebung noch die Geoddtischen eindeutig bestimmt. Bei der
Transformation Qu — Qy + k; @, dndert sich der Affinzu-
sammenhang dervart, dap parallele Richtungen in parallele Rich-
tungen tibergehen.

! Ein Spezialfall der Formel (3.3) wurde in [8], Gleichung I1.8.109, fiir Spi-
norriume bewiesen.
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Zum Beweis beachtet man lediglich, daB der fir die Geoditi-
schen maBgebliche symmetrische Teil von Iy, nach Satz 3.1 frei
wiihlbar ist; I',, beeinfluBt auch die Parallelverschiebung.

Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Satz 3.2, wenn man
beriicksichtigt, daf die allgemeinste Transformation von I,
die den Parallelismus erhilt, von der Form

Iy — Iy + &, a,
ist [9], [15].

Die zweite Aussage des Korollars 148t sich auch ohne Verwen-
dung von Satz 3.2 beweisen:

Erfiillt der Zusammenhang I, die Gleichung (3.1), so ist

Ay =Ty + % B Quy (3-4)
mit der Metrik vertriglich. Daraus folgt wieder

Ay — Ay + % &, D,.
W. Z.Z. W,

Bemerkungen:

1. Bei halbmetrischen Riumen besagt dieses Korollar, daf} die
Parallelverschiebung entlang einer gegebenen Kurve unabhin-
gig vom Proportionalitdtsvektor @, ist.

2. Aus den Sidtzen 3.1 und 3.2 lassen sich keine speziellen
Eigenschaften des Kriimmungstensors folgern, da der Affinzu-
sammenhang in keiner Weise mit der Metrik £;; verbunden ist.
Es gelten also nur die Beziechungen fir den Krimmungstensor,
die sich ganz allgemein in affin zusammenhingenden Riumen
ableiten lassen (siche z. B. [9]).

Satz 3.3

Fiir die Existenz eines symmetrischen Affinzusammenhanges

A%, der (3.1) erfiillt, ist die Bedingung

'é[ik. = Q[ibl]
notwendig und hinreichend. Ist sie erfiillt, so crgibt sich die all-
gemeine symmetrische Losung von (3.1) zu

2 1 i 7

Ay = 3 £ (fyg, 1+ Fourn— Qs — Qo) + Ay

wobei Ay eine voll symmetrische Matrix ist.
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Satz
2.2. Hier kann wieder die Frage gestellt werden, welche Kon-
traktionen des Krimmungstensors gleichzeitig mit £,; und Q,,,
vorgegeben werden konnen:

Satz 3.4

Sei M" & C®. Ferner seien die Komponenten von ky, Qyy und
einem der folgenden Tensoren

Ritmy := (1),
(er:m + Rmr.rl) k”

(Tlr:m + Tmr:l) ’é”
T( kr:

Im)rs

belicbige vorgegebene Funktionen der Koordinaten, die in einer
Umgebung U eines Punktes p(U C M") analytisch sind. Ty,
ist der aus I’ (2',) gebildete Kriimmungstensor. Dann existieren in
einer Umgebung V von p (V. C M") analytische Funktionen I,
die (3.1) erfiillen. Der mit diesen 17, gebildete Kriimmungs-
tensor besitzt als Komponenten die oben vorgegebenen Funktionen.

Beweis

Der Beweis wird wie in Satz 1.3 mit Hilfe des ,,Satzes von
Kowalewski* geftihrt. Als ausgezeichnete Variable kann jede
beliebige Koordinate x* dienen, da alle Kontraktionen des Krim-
mungstensors, die in diesem Satz aufgelistet sind, Terme der
Bauart 4, , #* enthalten. Wegen Rang (#”) = » kommt also
die Ableitung nach x* mindestens einmal vor. Somit bleibt nur
noch zu zeigen, daB die — gegebenenfalls erweiterten — Glei-
chungssysteme jeweils nach A auflésbar sind.

abe, =

L R(/m) und (er:m + Rmr:/) K

Nach Formel (3.3) enthilt &,, die Ableitungen von A4, in
der Kombination

(A ris,m Arlm, :) ’é"’
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wihrend &,,,, £ den Term
- (Alrm, s 'Alr:, m) 'é"

besitzt. Wegen der Symmetrie 4, = A,,. handelt es sich hier-
bei also um #quivalente Probleme. Der Koeffizient von A, , ist

— 818 ke 6 4 8% A 5L,
Uberschieben mit 4™ ergibt
_'éz(é ,é”)‘ + ,é‘(b 'ézz)z = o;

d. h. der in 7/ und s antisymmetrische Teil des Gleichungs-
systems ist linear abhingig. Fir den symmetrischen Teil setzen

wir an
X [ 85k 6L — 0 k0 6L ] =0
I,m

und zeigen, daB fiir «’* = o™ folgt: & = o.
a) a =0 =zund £ Fo0=0a" =0

b) Sei @ =2 A*=+o0
by £ =o=a" =0
b,) £ == o Seid =c=a* =0

c) a=26 k=0, a” =0

d) Sei a so bestimmt, daB £#*° = o (falls es ein solches « gibt)
Sei A% == 0 => a% = 0.

Damit ist die lineare Unabhingigkeit gezeigt.

2.R k™

(Im)rs
R, 7” enthilt als Koeffizienten von A, .:
28058 k.
Beschrinkt man sich daher auf den symmetrischen Teil
Ry, #7, so sind die Gleichungen fir 4, , linear unabhingig.

3. T(Im)
In 77, ist der Koeffizient von 4
— Aol OV 8z - k8 6.
Man betrachtet wieder
3 ol [0 8 0], — £ 85 87) = o; (39

abe, z *
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a) a =6 =z FFo=e* =0

ba =2 &6 =¢ tFo0=>d" =0

bpa =2z +%=o0, " +o0=a" =o.
Damit liefert nur noch der zweite Summand in der Klammer von
(3.5) einen Beitrag. Wegen der Symmetrie dieses Terms in 4 und ¢
JiBt sich nur « = o zeigen. Es liefert also nur der symmetri-
sche Teil von 7}, unabhingige Gleichungen fur A4 Auller

7}, ist jedoch noch 7, frei wihlbar.

abe, z°

+T

4. ( h mrsl k~

Irsm 1

) k™ und T(lm)r:

Der einzige Term von 7, Z° mit Ableitungen von A4, ist
- Al(rm),.r £
Der entsprechende Ausdruck in 77, £ unterscheidet sich hier-

von nur um einen Zahlenfaktor.
Die Unabhingigkeit der Koeffizienten ist offensichtlich.

W.Z.Z. W,

In Satz 3.4 treten die Tensoren A’ und 77, nicht auf, denn

slm slm

fir R, erhdlt man aus (3.3) oder aus (4.1)

slm

Ry = “;“ (ODom gL m)
und fir 77, ergibt eine kurze Rechnung (siehe [9], S. 9)
Tuw =271y, =0, — 0O
so daB bei der Wahl von 77, die Bianchi-Identititen als Inte-
grationsbedingungen fir 0@}, := I'/}, beriicksichtigt werden
mussen.

5 5
sm, [ sl,m)>

Vergleich mit der Riemannschen und der Riemann-Cartanschen
Geometrie

Setzt man in (3.1) Q;; =0, so wird man an die metrische
Grundgleichung der Riemann-Cartanschen Geometrie erinnert.
Diese unterscheidet sich von (3.1) nur dadurch, da3 die Metrik
symmetrisch ist. So ist es nicht verwunderlich, daB3 es hier ein
Analogon zu unserem Satz 3.1 gibt: In der Riemann-Cartan-
Geometrie kann der anfisymmetrische Teil S%, des Affinzusam-
menhanges beliebig vorgegeben werden.!

! Bei Schrédinger [16] enthalten die Formeln 9.8 und g.10 Druckfehler. Die
allgemeine Formel fiir Qyj; =F o findet man in [8], 1.7.32 und in [7].
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Py =i} —&" &u Si—8&" gu Six + Su (3.6)
Hier ist {,}} das Christoffelsymbol. Die Unterschiede zwischen
beiden Geometrien werden deutlicher, wenn man sich auf sym-
metrische Zusammenhinge bschrinkt. Wihrend zu jeder Rie-
mannschen Metrik genau ein symmetrischer Zusammenhang exi-
stiert, der mit der Metrik vertrdglich ist, muB in symplektischen
Rdumen die Bedingung
'é[tl"
erfiillt sein (siche Satz 3.3 oder den Beweis zu Satz 1.1). AuBer-
dem wird der Zusammenhang durch die Metrik nicht eindeutig
bestimmt; vielmehr kann eine voll symmetrische Matrix 47, ad-
diert werden. Der Grund hierfiir liegt darin, dal3 der in I, ho-
mogene Teil von Gleichung (1.1) und 7 in j antisymmetrisch ist.
Um ein analoges Beispiel in der Riemann-Cartanschen Geome-
trie zu konstruieren, hat man F(fw = 0 zu fordern:!

7 =20

&1 — S &5 — Sj‘l gis = 0, g — & (3.7)
Hieraus ergibt sich fiir die Metrik g,; die Bedingung
&ijy = O

AuBerdem wird S}, durch (3.7) nicht eindeutig bestimmt; ist
S?, eine Losung dieser Gleichung, dann auch

521 + gﬂ By,

wenn B, ein voll antisymmetrischer Tensor ist.

§ 4. Integrierbarkeit

IV. 1 Integrierbarkeit der Gleichung (3.1)

In diesem Abschnitt werden einige Integrabilititskriterien fiir
die Gleichung (3.1) gegeben. Dabei wird stets Rang (£;) = »
vorausgesetzt. Den zweidimensionalen Riumen wird wegen ihrer
Bedeutung fur die Anwendungen besondere Aufmerksamkeit ge-
schenkt.

1 (3.7) hingt natiirlich vom gewiihlten Koordinatensystem ab. Eine Verall-
gemeinerung dieser Gleichung wurde in [17] studiert.
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Einige der folgenden Ergebnisse lassen sich im Differential-
formenkalkil eleganter beweisen. Um eine einheitliche Darstel-
lung zu bewahren, wird jedoch weiterhin die Tensorschreibweise
bentitzt.

Fir die folgenden Uberlegungen benétigt man

Satz 4.1

Die Integrabilititsbedingung k by g 85t dquivalent mit

7,0, m = i, m,

Rty — it = Qipom11 — in w25 O, (4-1)

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch einfaches Ausrech-
nen mit Hilfe von Gleichung (3.1).

Als nidchstes beweisen wir eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Integrierbarkeit von (3.1) in Rdumen mit re-
kurrenter Kriimmung. Das sind symplektische Riume, in denen
ein Vektorfeld a, existiert, so dal3

Rotmip = Kaim 3, (4.2)
gilt. Die geometrischen Konsequenzen dieser Gleichung wurden
in einer Reihe von Arbeiten diskutiert [18], bei denen allerdings
zum Teil die Existenz eines symmetrischen metrischen Tensors
vorausgesetzt wird. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung
eines Integrabilitdtskriteriums von Modr [19] bei Zugrundele-
gung metrischer Zusammenhinge.

Satz 4.2

In einem symplektischen Rawm mit vekurrenter Kriimmung und
mit einem halbmetrischen Zusammenhang ist die Lisbarkeit vont

‘Riblm - R,éi/m e 'éik (Q)m, FA le, m) <4'3)
nach ky notwendig und hinreichend fiir die Integrierbarkeit der
Gleichung (3.1).

Beweis

Fir halbmetrische Zusammenhinge geht (4.1) in (4.3) tber.
Daher ist (4.3) notwendig. Damit (4.3) hinreichend ist, darf die-

1@, ist der Proportionalititsvektor, der durch 4,
P i1
vgl. (2.1).

3 Miinchen Ak. Sb. 1977

; = Ay @ definiert ist;
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jenige Gleichung, die aus (4.3) durch kovariante Differentiation
entsteht, keine neue Bedingung fiir £, enthalten ([9], S. 78).

Uberschiebt man (4.3) mit 4% und differenziert anschlieBend
kovariant, so folgt mit Hilfe von (4.3)

(@m, 17 ¥ m) |2 = (Qm, A ¢1, m) ZZP.
Damit ist gezeigt, dall durch kovariante Differentiation von
(4.3) auf beiden Seiten lediglich der Faktor @, +- @, erzeugt
wird.

W, 2.2, W.

Das System (4.3) besitzt mehr Gleichungen als Unbekannte,
wenn die Dimension # > 2 ist. In diesem Fall existiert also eine
Losung nur, falls die Gleichungen linear abhingig sind. Fir
»n = 2 146t sich der obige Satz noch verallgemeinern:

Satz 4.3

In einem cweidimensionalen symplektischen Rawm mit halb-
metrischem Zusammenhang ist die Bedinguig

F§2,1— P§1,2 — ¢1,2_' ‘-752,1 (4.4)
notwendig und hinrveichend [ir die Integrievbarkeit der Glei-
chung (3.1). kyy kann in genaw einem belichigen Punkt von M"
vorgegeben werden.

Beweis
Fir 7 = 2 reduziert sich die linke Seite von (4.1) bzw. (4.3)
auf

Rygpa — Rapyg = —Fkp (I50— Ih,0) (4-3)
Da 4, = — £y, die einzige nicht-verschwindende Komponente
von %, ist, folgt aus (4.3) die Behauptung.

W.Z. 2. W,

Um bei der Behandlung der Integrabilitit uniibersichtliche
Formeln zu vermeiden, wird im folgenden verlangt, daf} Q,; un-
abhingig von £, ist.

Satz 4.4

Sei ein zweidimensionaler symplektischer Rawum gegeben, in
dem Q; unabhingig von ky, ist und in dem
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Ihe—Ta140 oder I'y,— I'pi=o0
gilt. Dann ist fiir die Integrierbarkeit von (3.1) notwendig und
hinreichend, daff die Gleichungen
by (I — Iy, 2) = Do1z,1 — Qona, 2 —
— Qe Ly + Qo I (4.6)
und
k(Lo 10— Ta00) = Qoro1e— Qanna e — (Cara L), 2
+ (Qoas L) — Qaze (Tign— L) —
— I}, (Qa12,0 — Qonr, 2 — Qoo Iy 4 Qony I'S) 4.7)

simultan nach kyy auflosbar sind.

Bewels

(4.6) 148t sich aus (4.1) und (4.5) ableiten, wenn man beachtet,
daB wegen der Antisymmetrie von Q. gilt: O, = 0. (4.7) ent-
steht aus (4.6) durch Differentiation unter Verwendung von (3.1)
und (4.6). DaB (4.6) und (4.7) auch hinreichend sind, folgt aus
dem im Beweis zu Satz 4.2 bereits zitierten Satz von Eisenhart
und Veblen ([9], S. 78).

W.2Z2.Z, W,
Alle Sitze dieses Abschnitts lassen sich auf Darstellungen der

. . 1 5
Lorentzgruppe mit Spin = anwenden, wie man aus dem Argu-

ment im Anschlufl an Satz 3.2 leicht ersehen kann. Allerdings ist
zu beachten, daf3 in den Sitzen 4.3 und 4.4 diejenigen Indizes,
die sich auf die Koordinaten der Mannigfaltigkeit bezichen, die

Werte 1, . . ., # durchlaufen miissen. Z. B. entsteht aus (4.4):
A4 A _
] Al,m = FAm,I - ¢n:,1— @/. mr
(4 =1, 2 ist ein Spinorindex, wihrend sich Z, m =1, ..., n

auf M” beziehen.) Diese Gleichung ist seit langem als notwendige
Bedingung fiir die Integrierbarkeit des metrischen Spinors be-
kannt (siehe z. B. [8], 1. 8. 107).

IV. 2 Symplektische Strukturen

Bei der Diskussion von Untermannigfaltigkeiten tritt hiufig
die folgende Frage auf: Existiert zu einem gegebenen Riemann-

-

3



36 Klaus Buchner

schen bzw. Riemann-Cartanschen Raum eine symplektische
Struktur ? Far Riemannsche Riume 140t sich diese Frage leicht
beantworten (vgl. hierzu auch [1], S. 142). Definitionsgemil ist
eine symplektische Struktur eine geschlossene 2-Form

ai=rkyo'ng =z2k;¢’¢

mit det £; = 0, wobei {¢'} die zur betrachteten Basis {¢;} duale
Basis ist.! Fir die duBere Ableitung erhilt man aus den Cartan-
schen Strukturformeln:

dna =ty , @A NG + (e A o) +T)A ¢’
— k¢ A (@A 0] + 7))
=k WA NG+ Ay D0 A g7 A g
— by Iy n o' n g” (4.8)
In den Riemannschen Riumen ist der Zusammenhang sym-

metrisch; daher liefern die Terme mit I'}, keinen Beitrag. Fer-
ner ist @ geschlossen. Somit reduziert sich (4.8) auf die Gleichung

krj, i = O,
die die Lésungen

by =1,—1. [EC?

It

besitzt. In diese Konstruktion der symplektischen Struktur gehen
die Christoffelsymbole nicht ein. Folglich gibt es zu jedem Rie-
mannschen Raum gerader Dimension eine Schar symplektischer
Strukturen mit » beliebigen C*-Funktionen.

Schwieriger ist die Frage nach der Existenz von symplekti-
schen Strukturen in Riemannschen Riumen zu beantworten,
wenn man noch zusétzlich

A5 =0
fordert (vgl. § 1). Die Integrabilititsbedingung lautet hier (siche
(4.1)):

ki R ppm — kop Ry =0, (4-9)
wobei R, der aus den Christoffelsymbolen gebildete Kriim-
mungstensor ist. In einem Riemannschen Raum existiert also

1 Es gelte: [¢;, ¢;] = O.
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eine prisymplektische Struktur [5] (d. h. eine 2-Form mit 4, =
=0, k; = — k;; € C?) hochstens dann, wenn (4.9) eine Losung
ki; = — k,; besitzt. Fiir die Existenz einer symplektischen Struk-
tur ist notwendig, dal} diese Losung det £; == o erfllt.

Im Gegensatz zum Riemannschen Raum gestattet nicht jeder
Riemann-Cartan-Raum eine symplektische Struktur. Da hier die
Metrik lediglich die Christoffelsymbole bestimmt, nicht aber die
Torsion des Raumes (vgl. (3.6)), stellt sich die Frage, ob man eine
Riemannsche Metrik und eine symplektische Struktur gleich-
zeitig vorgeben kann. Der folgende Satz erweitert diese Frage-
stellung auf fast-symplektische Strukturen ¢, die durch dae =6
- mit alternierender 3-Form 4 — und det £; ¢ o gekennzeichnet
sind (siehe (4.8)).

Satz 4.5

In einem Riemann-Cartan-Rawm mit gerader Dimension kdn-
nen

1. die Riemannsche Metrik g; = g;; © CV,
2, eine differenzierbare fast-symplektische Struktur a und
3. die Ableitung d A a

vorgegeben werden. Hievdurch wivd der Zusammenhang (3.6)
des Raumes nicht etndentig bestimmt; es gilt:
1

521 - £ (A1, 5 sz] + By, (4.10)

wobei a = ky ¢’ A ¢ und ¢ eine Kobasis zur gewihlten Koordi-
natenbasis ist. Auferdem ist

dna = Qud' A ¢,
By eine Matrix mit By, = o und By, = — By,.
Beweis

Um aus Gleichung (4.8) eine Beziehung zwischen £; und I,
abzuleiten, missen die Koeffizienten von ¢'A ¢/ A ¢’ antisym-
metrisiert werden:

'éx:;'.l' (piA (;0] A @1 + [%(k:j anl + 'é:m S-{r/ + A’.rl S_;m)
1 X 13 ] m

- _3— (/ej.r Sjﬂl + ’ém: Iy + 'él.r Sjm) ] (p] A (]’1/\ @

= Q[z'jl] ‘Pi/\ ‘Pj/\ ‘Pl
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Hieraus folgt (4.10). Der Zusammenhang I%, des Riemann-
Cartanschen Raumes wird aus dieser Gleichung mit (3.6) gebil-
det.

W.Z. 2. W,

Korollar

Ein kontrahierbarer Riemann-Cartan-Rawm gestattet eine
symplektische Struktur genaw dann, wenn die Gleichung

dA (b Su®' ngagl) =o
eitne Losung k,; = — k, besitzt.

Der Beweis ergibt sich aus (4.10) mit Hilfe des Poincaréschen
Lemmas, da hier Q;,,, = o ist.

Aus dem Korollar folgt, dafl 2- und 4-dimensionale kontrahier-
bare Riemann-Cartan-Riume stets symplektische Strukturen ge-
statten. Das lineare System

‘o
By 5&1] =0

besitzt ndmlich —é—n (n — 1) (# — 2) Gleichungen fir %n(n —1)
Unbekannte.

5. Singulidre Riume
g

In den bisherigen Uberlegungen wurde stets vorausgesetzt, dal
der Rang der Matrix (4;) maximal ist. In diesem Abschnitt wird
die vollstindige Lésung der Gleichung (3.1) angegeben, wobei
jedoch Rang (%;) = » <# ist. Fiir die Indizes werden folgende
Bereiche zugelassen:

1 <a,b,..... , <7,
7’+1 <A,B,. ,H,<7Zy
1 <Z',]', ...... y @S

Die neu einzufiihrenden Vektor- und Tensorfelder werden in De-
finition 5.1 erklirt.
Definition 5.1

a/y) seien nw—r linear unabhingige Vektoren, fiir dic
kyagy = o gilt.
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ai) seien r Vektoren, die zusammen mit aly r +1 <A

< n) eine Basis des Tangentialraums bilden.

by bezeichnet die zu a; duale Basis.

Die Tensorfelder ¢* und d werden definiert durch :

. " .
hypan =ag,
”
4 * b(A)k - O,
n
dy:=0,— "k, = Z “(:1) 5(A)/.-~
A=r+1
Mit diesen Bezeichnungen gilt

Satz 5.1

Hat ky in einem Punkt p den Rang v <n, so ist eine not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Liosbarkeit von

(3.1) nach I'y:

di dy (ky 1 — Q) = 0.
Die allgemeine Lisung 10t sich darstellen als

b= (Qu— k) € (8 + dY) + Bl

wobei die Matrix B, der Bedingung

By by = By ky
geniigt.
Beweis

Mit dem Projektionsoperator

fim by = b —d

148t sich (3.1) in der Form

(5:1)

(5-2)

(5.3)

(5.4)

@, + 12 (dj +ff) (g g— Tyl — 'y by — Q) = 0
schreiben. Die ersten beiden Klammern liefern Produkte der Ope-
ratoren &7 und 7, die auf verschiedene Unterriume projizieren.
Daher kann diese Gleichung in die folgenden Gleichungen auf-

gespalten werden, von denen jede fir sich erfillt sein muB3:

1. Die Gleichungen
d, d j (g — L1k — Iy by — Quy) = 0.

Wegen d?, 4, = o verschwindet der in I}, homogene Teil dieser
Gleichungen, so da3 man (5.1) als notwendige Bedingung erhiilt.
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2. Die Gleichungen
f; d_f' (kﬂc.l - F:l k.rk - F;l 'ét': - Qz’l‘l) =0
Der homogene Teil dieses Systems besteht nur aus
— L diky, T

v Vs
Daraus folgt, dall »(nw — )2 Gleichungen linear unabhingig
sind und dal} der homogene Teil dieser Gleichungen maximalen

Rang besitzt.
3. Die Gleichungen
fif j (i1 — Ll — L'y, — Quy) =0

/5 projiziert auf einen 7-dimensionalen Unterraum, in dem £
maximalen Rang besitzt. Nach dem Beweis zu Satz 1.1 kann
man also folgern, dall der homogene Teil dieses Systems linear
unabhingig ist, wenn man die Antisymmetrie in x und y beach-
tet. Es handelt sich also um # - » - (# — 1)/2 Gleichungen.

Da aus 2. und 3. keine weiteren Bedingungen fiir die Losbar-
keit des Gleichungssystems folgen, ist (5.1) auch hinreichend.
Mit Hilfe von (5.4) und (5.1) 148t sich zeigen, daB (3.1) durch
(5.2) identisch erfullt wird. Es bleibt also zu beweisen, daf3 dies
alle Lésungen sind:

Da die unter 1. aufgefihrten Terme nur triviale Gleichungen
liefern, erhilt man aus 2. und 3. fur die #»3 Kompenenten von
I, #®—7r(—#)n—r(—1)n/2 linear unabhingige L&-
sungen. Betrachtet man andererseits die Gleichung (5.3), so fol-
gen aus

f; fﬁ (B'yky— By k) =0
»(r — 1) n|2 Bedingungen, wihrend
f.:: df' (B:t'l ’é.rk - BI&I 'é:i) = —f; df' :H k::' =0
7(# — #) n Gleichungen beinhaltet. Also hat B’,, die geforderte
Zahl unabhingiger Komponenten.
W.Z.Z, W.

Die Bedingung (5.1) enthélt den Term £,, ,, der kein Tensor
ist. Trotzdem ist sie invariant gegen Koordinatentransformatio-
nen. Man braucht nur zu beachten, daB bei einer Transformation
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by by =TL Th by
die nicht-tensoriellen Terme von (5.1)
didf (Th, Th+ T T4 ) b,
sind, die wegen 44 7% k,, = o verschwinden.

In Riemannschen Riumen heifit eine singulidre Metrik redu-
zibel-singuldr, wenn es ein Koordinatensystem gibt, so dal sie
im betrachteten Gebiet des Raumes die Gestalt

gz}':)lgabollx; lgabl:%:O; b =1,...7

0 0|
besitzt. Die Metrik heil3t absolut reduzibel, wenn ein Koordina-
tensystem angegeben werden kann, in dem sie die obige Gestalt
annimmt und auBlerdem g,, , = o gilt. Wir wollen diese Begriffe
(siche z. B. [20]) fur die symplektischen Rdume tibernehmen.
Satz 5.2

Auf der differenzievbaren Mannigfaltigkeit M" habe die Me-
trik by den konstanten Rang v < n. Ist k;; reduzibel-singulir, so
muf gelten

Qi + 1T k) (ahy a”f;) — ap) ‘Z(.fu) =0 (5-3)

Ist diese Bedingung identisch in den al, erfiillt, so ist sie auch
hinreichend dafiiv, daff die Metrik kb reduzibel -singuldr ist.

Beweis

Eine singulire Metrik ist genau dann reduzibel-singuldr, wenn

es # Vektoren a/}, (£ = 1, ... #) gibt, die eine holonome Koordi-
natentransformation x* — ' vermitteln, d. h. wenn
. cx;
ag = —
(%) 7,

gilt. Es genlgt, die Integrabilititsbedingungen fur die 7z —r»
Vektoren a, ;) nachzuweisen, die durch die Bedingung

ktk a(;) =0
definiert wurden. Hieraus folgt:

¢ _— 7
&y Aay,1 = — /3:&,1 Qra)-
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Die iibrigen Komponenten von aj, , fir die £,a,4, , = o gilt,
dirfen willkiirlich gleich Null gesetzt werden, da sie nur eine
Transformation der g}, in dem von ihnen aufgespannten Teil-
raum erzeugen. Auch die Vektoren &, sind nicht eindeutig be-
stimmt: Sie miissen lediglich linear unabhingig von den Vekto-
ren @}, sein. Dies 148t sich in einer Umgebung des betrachteten
Punktes stets erreichen, wenn die Ableitungen von /), beliebig
vorgegeben werden, also auch wenn

0l 1 Q) = A4),180
gefordert wird. Damit reduzieren sich die Integrabilititsbedin-
gungen

a1 ag) = ag), s auf

0 = ky (k)15 — sy, 1904)

=—Qu+ Tyly + Iy k) (a4 “(é) —ap “(é))'
Mit Hilfe von Definition 5.1 folgt hieraus (5.5).

W. 2, 2. W.

Es sei nun ein symmetrischer Affinzusammenhang gegeben,
der mit der Metrik #£,; vertrdglich ist. Dann ist nach Satz 5.2 %4;
reduzibel-singuldr. Wir nehmen an, daly 2., =ofur 4 = » + 1,

.., 1 gilt. Aus
kaA,l =0 = F-:zl'é.r/l + FIAIéa:
folgt dann I'§, = o, da Rang (%4;) = » gilt. Damit erhilt man
aber auch
kpa=T0sks+ gk, =0,

d. h. %,; ist absolut reduzibel.

Korollar?)
Sei ky; eine Metrik von konstantem Rang r << n. Dann gilt:

1. Ist ein symmetrischer Zusammenhang mit der Metrik vertrdg-
lich, so ist dieser absolut reduzibel.

1 . Vranceanu hat gezeigt ([1], S. 143), daB eine Metrik absolut reduzibelist,
wenn ihre duBere Ableitung verschwindet. Sein Beweis ist ebenfalls nur fiir
symmetrische Zusammenhinge giiltig. (Vgl. auch Abschnitt IV.2 dieser
Arbeit.)
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2. Exitsiert zu ky ein halbmetrischer symmetrischer Zusammen-
hang, so ist k;; reduzibel-singulir.

Man beachte, daBl Satz 5.2 und dieses Korollar ebenso fiir sym-
metrische Metriken gelten, also z. B. auch fir Riemannsche Riu-
me.! Trotzdem ergibt sich ein wesentlicher Unterschied: W. O.
Vogel [20] hat gezeigt, daB} es in einem singuldren Riemann-
schen Raum dann und nur dann einen symmetrischen metrischen
Zusammenhang gibt, wenn die Metrik absolut reduzibel ist. In
symplektischen Rdumen existiert dagegen nach Satz 3.3 zu einer
absolut reduziblen Metrik nicht immer ein symmetrischer Affin-
zusammenhang.

§ 6. Anwendungen
VI. 1 Lésungen der Einstein-Strausschen Feldgleichungen

Im Jahre 1945 beschriecb A. Einstein [21] eine Geometrie, in
der weder der metrische Tensor, noch der Affinzusammenhang
symmetrisch ist. Im Vergleich zur Riemannschen Geometrie sind
dadurch zusitzliche Freiheitsgrade vorhanden, die eine geome-
trische Beschreibung des elektromagnetischen Feldes ermogli-
chen sollten.

Es sei eine #z-dimensionale (# & N) differenzierbare C*-Man-
nigfaltigkeit 47" gegeben. Auf ihr sei ein Tensorfeld g, © C? de-
finiert, das als der metrische Tensor der Einstein-Schrédinger-
Geometrie bezeichnet werde. Einstein und Strauf3 fordern die fol-
genden Feldgleichungen:

Tops— Ug Lo— L5l =0 (6.12)
F[f‘;] =0 (6.1b)

R,y =o (6.1¢)

Ry =0 (6.1d)

Dabei wird der Affinzusammenhang I, durch (6.1a) i. a. ein-
deutig bestimmt.?

! Ist jedoch 4;; weder symmetrisch noch antisymmetrisch, kommen zu (5.5
noch weitere Bedingungen hinzu, denn auBer 4;; acy; =o mub nocha g, 2
== o gefordert werden.

* Die Eindeutigkeit folgt aus den beiden Bedingungen det (g;;) - det (gris))
== o und det (gij) == 2 det (g(i)). Siehe [22] und [23].
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Die physikalische Interpretation dieser Gleichung ist noch un-
klar [22], [24].* Ihr Studium ist aber vom geometrischen Stand-
punkt aus interessant, denn (6.1a) stellt eine Verallgemeinerung
der Riemann-Cartanschen Riume dar.

Bisher wurden zahlreiche exakte Lésungen der Gleichungen
(6.1) gefunden. Die meisten davon sind jedoch entweder sphirisch
symmetrisch [26]-[35], wellenférmig [36]-[47] oder eben sym-
metrisch [48]-[51]. Ausnahmen hiervon findet man lediglich in
[52] und [17]. Die Ergebnisse der Paragraphen 1, 4 und 5 gestat-
ten aber, noch weitere Lésungen anzugeben, die keine Sym-
metrieeigenschaften besitzen.

Satz 6.1

Die Lisungen der Feldgleichungen (6.1) mit einem antisym-
metrischen Tensor g, vom Rang n sind.

gt./. B Zi,j_ Zj,i’ (62)
wobei I, ein beliebiges CA-Vektorfeld ist. Der Torsionstensor
Sy =g Siy ist woll antisymmetrisch,; fiir n < 4 gilt:
S'kl = O.

H
Beweis
Der in 7 und ; antisymmetrische Teil von (6.1a) ist

i1 F(f‘z} g — I'(Z') gis — O-

Diese Gleichung ist dquivalent mit (1.1). Daher kann Satz 1.1
angewendet werden, der (6.2) als notwendige Bedingung liefert.
Umgekehrt existieren nach diesem Satz zur Metrik (6.2) stets
symmetrische Affinzusammenhinge, die (6.1a) geniigen. Satz 1.3
garantiert, daf} (6.1c) mit diesen Affinzusammenhingen erfiill-
bar ist. Die Gultigkeit von (6.1d) folgt schlieBlich aus Satz 1.2.

Aus dem Beweis von Satz 1.3 geht hervor, daf3 F(}',,) durch
(6.1 ¢) nicht eindeutig bestimmt wird. Im vorliegenden Fall kann
auBerdem noch ein Torsionstensor S}, auftreten, denn der in ¢
und j symmetrische Teil von (6.1a) fordert lediglich S;; + S

J

1 AuBer diesen beiden Arbeiten gibt es viele Vorschlige fiir eine physika-
lische Interpretation, die jedoch alle, soweit sie dem Verfasser bekannt sind,
Fehler enthalten. Eine allgemeine mathematische Diskussion wird in [25] mit
Hilfe des Noetherschen Theorems durchgefiihrt.
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= 0. Da S, definitionsgemidl antisymmetrisch in j und 7 ist,
folgt hieraus, daB3 der Torsionstensor vollstindig antisymmetrisch
ist. Far 2 = 2 existiert kein voll antisymmetrischer Tensor drit-
ter Stufe. Im vierdimensionalen Raum beweist man S;; = 0 mit
Hilfe von (6.1 b): Wihlt, an z. B. das Koordinatensystem so, daf3
im betrachteten Punkt nur g, = — gp; und g5y = — g,53 von
Null verschieden sind, so folgt daraus unmittelbar die Behaup-
tung.

W.Z. 2. W,
Im folgenden werden noch kurz die torsionsfreien Lésungen
diskutiert:
Satz 6.2
Fii Si, = o ldft sich der antisymmetrische Teil der Metrik
in dev Form
&y = Zi,j — [j.,.
darstellen, wobei [; etn C-Vektorfeld ist.
Bewels
Der in 7 und j antisymmetrische Teil von (6.1a) ist:
&rip.i— Leiny 8y — L'y iy = ©-

Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.1, denn wegen des
Korollars zu Satz 5.2 ist g, absolut reduzibel, falls Rang

(gl',:]:;) < 72 gllt
W.Z.Z, W,

Fir S}, = o besagt der symmetrische Teil von (6.1a), daB
I, ein metrischer Zusammenhang beziiglich g, ist. Daher sind
diese I, die Christoffelsymbole, falls der Rang (&) maximal
ist. Gilt auBerdem Rang (g,;) = #, so 1dBt sich Gleichung (4.9)
zur Bestimmung von /; verwenden,

VL. 2 Spinordarstellungen der Lorentz-Gruppe

Gegeben sei ein 4—dimensionaler Riemannscher Raum R, des-
sen metrischer Tensor gi; die Signatur + + +4— besitzt. In jedem
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Punkt von R wihlt man ein orthonormiertes 4-Bein %4}, d. h. es
soll gelten:

/Z; /Z;; &ij T €y (Saﬂ =1 aps (63)
wobei 4,5 das Kroneckersymbol und ¢, = 4 1 ist. Alle ortho-
normierten 4-Beine eines Punktes x & £ konnen durch eine Lo-
rentztransformation ineinander tbergefihrt werden (d. h. die
Lorentzgruppe ist der Fasertyp des Orthonormalrahmenbtindels
[2] von R). Im folgenden werden die Darstellungen der eigent-

. . el 1 .
lichen Lorentztransformationen mit Spin — studiert.

Die metrischen Spintensoren definiert man zunichst beziiglich
des Orthonormalrahmens 4. als die Paulimatrizen o, ;. Dabei
laufen die Indizes «, f3, . . . wie oben von 1 bis 4, wihrend die Spi-
norindizes 4, B, ... die Werte 1 oder 2 annehmen. Ein Punkt
iiber einem Index bedeutet, daf3 dieser sich nach der komplex-
konjugierten Darstellung transformiert.

Man vereinbart, dal Spinorindizes mit dem sog. metrischen
Spinor y,5; = — y45 bzw. dessen konjugiert komplexen ;3
gesenkt und mit den inversen Spinoren y?# bzw. y*# gehoben
werden. Dann lassen sich alle algebraischen Eigenschaften aus
der folgenden Gleichung ableiten ([8], S. 293):

B4 . A : Ba v,

Gy Ogpc = _gaﬁ (SC :{: o Eaﬁuv o F 5c- (64>
In (6.4) ist 0% das Kroneckersymbol und e,,,, der Levi-Civita-
sche Pseudotensor. Ferner bendtigt man die metrischen Spin-
tensoren

O,x'f'IB T /Z; O_cuiB'
Die Forderung y_,5,, = o wiirde die Anwendungsmdglichkeiten
zu stark einschrinken [8]. Daher begniigt man sich mit

Vapir =— V45 Pp (6.52)
Gi/iBll =0, (651))
mit einem reellen Vektor @, und einem Affinzusammenhang I,

der ohne Einschrinkung als metrisch, angenommen werden kann.
Zur Diskussion unseres Spinorraums sind also auBer g; und!

1 Hier wird /™, erwihnt, da alle Aussaagen dieses Abschnitts VI.2auch fiir
die Riemann-Cartan-Geometrie gelten.
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I, nur noch y ., 0, i, und @, nétig, denn die Gleichungen (6.5)
kénnen eindeutig nach dem Affinzusammenhang I'j, aufgelést
werden (8].

Im folgenden werden die Komponenten von gz, vz und o,
aus C* und die Komponenten von I, und @, aus C* vorausge-
setzl.

Es soll nun untersucht werden, welche Freiheiten in der Wahl
des metrischen Spinors bestehen, wenn g, I%, 0,z und @,
gegeben sind. Dazu erinnern wir uns an die Gleichung

g A8 57D — , y/ié yP5 (6.6)

7

die aus (6.4) abgeleitet werden kann. Durch o8 ist also der

Betrag von 3% festgelegt. Unser Ziel ist es zu zeigen, daB
Arg (y*?) frei wihlbar ist.
Hilfssatz 6.3

Sei I'4, ein Affinzusammenhang, der (6.5a) erfiillt. Der hier-
aus gebildete Kriimnungs-Spintensor

Glpop = Ty s — Ty + TE T — TG Iy, 6.7)
ist unabhingig von y 5.
Beweis

Nach Satz 3.2 folgt aus (6.5a):
1 4 :

I'g = > v Wep s+ 1 ves D) + v Ao

=:(In)/y19) ;65 + Oy (6.8)
Wihlt man Ay, proportional zu yy,, so erkennt man, dall 04,
von y““ unabhingig ist. Es sei nun /74, derjenige Kriimmungs-
Spintensor, der entsteht, wenn in (6.7) @4, statt I, eingesetzt
wird. Eine kurze Rechnung ergibt 74, = G“5.,.
W.Z.2,. W,

Selbstverstindlich gilt dieser Hilfssatz auch fir 2-dimensionale
symplektische Rdume mit halbmetrischem Zusammenhang.

Satz 6.4

Bei gegebenem gy, Iy, 0.ip und @, ist Arg(y.p) belicbig
wihibar.
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Beweis

Es ist zu zeigen, daB3 (6.4) und (6.5) das Verhiltnis Re y,/Imy,,
nicht festlegen. — Wird Gleichung (6.4) explizit geschrieben, so
sieht man, daB die quadratischen Terme in ¢v5£ den Faktor
vik Yec enthalten. Daher kann (6.4) nur den Betrag von y,
bestimmen. Aus (6.8) folgt, dafl Arg(y;,) nur in den Imaginirteil
von I'j, eingeht, jedoch nicht in Im(I'}, — I'y;). Multipliziert
man andererseits (6.5b) mit 0™*7, so erhilt man unter Beachtung
von (6.4) und (6.6)

A4 1 i . s . 1 mE o4,
F.BI'_'ZG (_UrEB,1+FrIG:EB)_—z—Fg'IaB?

Ff;z ist da.s konjugiert Komplexe von I'%,. Hieraus ldBt sich nur
'z, + I'Z, bestimmen; Im (I'z) wird also durch diese Glei-
chung nicht festgelegt.

Es sei nun R';;,, der aus den I, gebildete Kriimmungstensor

und G, das konjugiert Komplexe von G“p, . Die Integrabili-
tdtsbedingung von (6.5a) 1dt sich aus der von (6.5b)

r . C. . € .
Ry 0,ip + G ity 010 + G ppy Oric = O

durch Multiplikation mit 4P ableiten [8]. Aus Hilfssatz 6.3
folgt aber, daf3 letztere nicht von y, abhingt.

W.Z.Z, W,

Satz 6.4 gibt fur jeden Riemannschen und fiir jeden Riemann-
Cartanschen Raum mit der Signatur -+ 4+ -+— eine Abelsche
Yang-Mills-Gruppe (d. h. ein Faserbiindel ber R mit einer
Abelschen Gruppe als Fasertyp [3]) an. Fur Spinoren in héher-
dimensionalen Riumen [53], [54] lassen sich dhnliche Uberlegun-
gen anstellen.
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