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In dieser Arbeit werden Bedingungen fir die Existenz regu-
lirer gemeinsamer Urbildmafie hergeleitet, d. h. fir die Existenz
von MaB3en, die bezlglich eines Mengensystems & (von innen)
regulir sind und eine vorgegebene Familie von BildmaQen unter

einer Familie meBbarer Abbildungen besitzen.

Wohlbekannte Spezialfille dieses Problems sind einerseits die
Frage nach der Existenz des projebtiven Limes einer projektiven

Minchen Ak, Sh. 1976
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Familie von MaBen, zum anderen die von Kellerer ([12], [13])
untersuchte Frage nach der Existenz von MaBlen auf Produkt-
rdumen, fur die gewisse Marginalmafe vorgegeben sind. Ferner
kann man auch das Problem der Fortsetzbarkeit beliebiger Men-
genfunktionen zu (reguliren) Maflen als Existenzproblem fir
gemeinsame UrbildmaBe interpretieren (vgl. 1.7).

Zunichst beschrinken wir uns auf die Untersuchung der
Existenz K-regulirer endlich-additiver gemeinsamer Urbildin-
halte; die o-Additivitit erhidlt man hieraus unter der zusitzlichen
Voraussetzung, dafl & ein Aompakies Systewn im Sinne von
Marczewski [19] ist. In [17] haben wir notwendige und hinrei-
chende Bedingungen hergeleitet fir die Existenz endlich-additi-
ver gemeinsamer Urbildinhalte o/ne Regularititsforderungen,
Wir kénnen uns daher hier im wesentlichen darauf beschrinken,
Bedingungen fir die Existenz §-reguldrer Elemente in der Menge
M aller gemeinsamen Urbildinhalte zu suchen.

Dazu gehen wir dhnlich wie in [15] vor: Zunichst wird in Ab-
schnitt 3 gezeigt, daB alle &-regulidren Inhalte aus M beziiglich
einer geeigneten Priordnung auf M maximal sind. Ferner folgt
aus Andenaes’ Version des Satzes von Hahn-Banach, dafl M
stets maximale Elemente beziliglich dieser Priordnung besitzt,
sofern M nicht-leer ist. Fiir solche maximalen Inhalte aus M be-
weisen wir, dafl man sie eindeutig in einen gréBtmoéglichen $-
reguldren Anteil und einen diffusen Rest zerlegen kann (Satz 3.9).
Es kommt daher zum Nachweis der Existenz f-reguldrer Inhalte
aus M darauf an, Bedingungen zu finden, die gewihrleisten, daf}
fur gewisse maximale Inhalte aus M der diffuse Anteil der Null-
inhalt ist.

Im Falle eines einzigen gegebenen Bildinhalts haben wir in [15]
unter Zusatzvoraussetzungen (iiber den gegebenen Inhalt und die
gegebene Abbildung) gezeigt, dall der diffuse Anteil fir einen
(und auch fur jeden) maximalen Urbildinhalt genau dann der
Nullinhalt ist, wenn der gegebene Bildinhalt von innen approxi-
miert werden kann durch den duferen Inkhalt der Bilder wvon
Mengen aus .

Will man dieses Ergebnis auf Familien vorgegebener Bildin-
halte Gibertragen, so liegt es nahe, den dulleren Inhalt durch den
in [17] eingefihrten gemeinsamen duferen Inhalt zu ersetzen.
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(Dieser berechnet sich im Spezialfall projektiver Familien einfach
als Infimum der duBeren Inhalte aller Bildmengen einer gegebe-
nen Menge aus &.) Es stellt sich jedoch heraus (vgl. Beispiel 4.11),
daB die analoge Approximationsbedingung zwar notwendig, aber
nur unter weiteren Zusatzvoraussetzungen auch hinreichend fir
die §-Regularitit gewisser Elemente aus M ist. Im Abschnitt 4
werden verschiedene derartige Zusatzvoraussetzungen unter-
sucht.

Im fanften Abschnitt setzen wir voraus, dafl & ein kompaktes
System ist. Damit erhalten wir die gewiinschten Bedingungen fir
die Existenz reguldrer o-additiver gemeinsamer UrbildmaBe.

Diese Ergebnisse werden verwendet zur Herleitung von hinrei-
chenden Bedingungen fur die Existenz regulirer Bovelmafle auf
Hausdorff-R4umen mit einer gegebenen Familie reguldrer Bild-
BorelmaBe unter einer Familie stetZger Abbildungen (Abschnitt6).
Falls z. B. alle vorgegebenen BildmaBe beschrinkt sind und eine
der Abbildungen sogar eigentlich ist (es genligt, dal3 das inverse
Bild jeder kompakten Menge kompakt ist), so gibt es genan dann
cin reguldres gemneinsames Urbild-Borelmaf der gegebenen Mafe,
wenn es einen endlickh additiven gemeinsamen Urbildinkalt gibt.
Die gleiche Kennzeichnung erhilt man in einer Situation, die
einen Satz von Kellerer [13] itber MaBe auf Produktriumen mit
vorgegebenen MarginalmaBen umfaBt.

Im siebten Abschnitt gehen wir auf projektive Familien von
MaBen ein und zeigen, dal3 es hier wie im Falle eines einzigen ge-
gebenen Bildmales ausreichend ist, die erwihnte Approxima-
tionsbedingung zu untersuchen. Wir erhalten damit Verallge-
meinerungen von Resultaten von Prohorov [20] sowie Bourbaki
(8], Kisynski [14], Scheffer [21] und Topsee [22] auf unbe-
schrinkte Malle.

Zum Abschlull werden cinige spezielle Fortsetzungsprobleime
behandelt (Abschnitt 8). Insbesondere verallgemeinern wir einen
Fortsetzungssatz von D. Maharam [18] und untersuchen in An-
lehnung an Kisynski [14] und Topsee [23] eine Caratheodorysche
Zerlegungseigenschaft fir innere Inhalte.

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit wurde fiir beschrinkte
MaBe auf Algebren in [16] angekiindigt, der Fall eines einzigen
gegebenen BildmalBes wurde bereits in [15] behandelt.
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1. Fragestellung und allgemeine Bezeichnungen

1.1. Sei X eine Menge und M ein System von Teilmengen von
X. M heile \-stabil baw. ~-stabil baw. (", ~)-stabil, falls M ge-
genuber endlichen Vereinigungen bzw. endlichen Durchschnitten
bzw. endlichen Vereinigungen und Durchschnitten stabil ist. M,
bzw. M bzw. M, -, bezeichne das kleinste M enthaltende
System von Teilmengen von X, das bezliglich der als Index an-
gegebenen endlichen Mengenoperationen stabil ist.

Bekanntlich gilt M, ) = (M)~ = (M)_.

Die Begriffe Ring, o0-Ring, Algebra und o-Algebra werden wir
in der gleichen Weise verwenden wie Halmos [11]. Unter einem
Inhalt auf einem Ring verstchen wir cine endlich additive Ab-
bildung mit Werten in R+ = [0, 0], die der leeren Menge den
Wert o zuordnet. Ein A/af ist ein g-additiver Inhalt auf einem
o-Ring.

1.2. Definition, Sei M ein System von Teilmengen einer
Menge X. Eine Menge Y C X heile M-beschrdnkt, falls ein
M & M existiert mit Y < M.

Ein System M von Teilmengen von X heille M-besclirdnke,
wenn jede Menge N & Mt M-beschrinkt ist.

1.3. Definition, Sei & ein Ring von Teilmengen einer Menge
X,und sei & C R. Ein Inhalt v auf R heille (vorn innen) K-regulir
bzw. K-regulir auf € C R, wenn fiir alle R € R bzw. fir alle
R & € gilt:

v (R) = sup v (K).

Kef
KCR

1.4. Fiir den Rest dieser Arbeit seien gegeben :

(i) eine Indexmenge I,

(it) Mengen X, YV, (¢ © I) sowie Ringe R bzw. Q, (¢ &€ [) von
Teilmengen von X bzw. YV

(iii) ezne Familie (f;);c ; R-Q-mefbarer Abbildungen
fi: X —Y;

(iv) eine Familie (), - , von Inhalten py anf Qu;
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(v) ein Mengensystem S C Rmit ) & 8, das (\v, ~)-stabil ist.t

Gesucht werden Bedingungen fily die Existenz eines S-regu-
liren gemeinsamen Urbildinhalts v auf R der Familie (u,); -,
unter dev Familie (f;); -, von Abbildungen, d. k. (vgl. [17, Defini-
tion 2.1]) eines Q-reguliren Inhalts v auf R mit

v (f7Y(Q)) = p, (Q)) fiir alle ¢t € [ und alle Q. € Q..

Auch die folgenden Bezeichnungen werden im Verlaufe dieser
Arbeit beibehalten.

1.5. Fir 1 € 7 sei Qi = {0, € Q; : p; (Q;) < o0} und yf die
Restriktion von y; auf den Ring Q!. Ferner sei
§=UMM@Q)=U{/@):CeELT=M®

=y igs =
sowie &° bzw. R das System der (§°)_-beschrinkten Mengen aus
& bzw. R.

R ist offenbar ein Ring, und jede der Abbildungen f; ist

R-Qé-meBbar (7 € 7).

1.6. Vertriglichkeitsbedingung. Wir setzen fiir den Rest die-
ser Arbeit voraus, dall die folgende trivialerweise notwendige
Bedingung fir die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der
Familie (u;), - ; stets erfiillt sei:

Fiir jedes F & § ist die Menge {u, (Q):i& 1, Q,€ Q,
Q) = FY einelementip.?

Damit ist die Abbildung ¢ : § — R_+ mit e (F) = p, (0) (¢ & 1,
0, € Q;, F = f71(Q,)) wohldefiniert.

Aus der Wohldefiniertheit von ¢ folgt unmittelbar, dafl fir
jedes 7 & 7 die Restriktion von ¢ auf den Ring /7! (Q;) ein Inhalt
ist; insbesondere ist @ (0) == o. Es gilt daher u, (@) = o fir alle
e /,0, e, mit Q, C Y, \f (X).

1.7. Bemerkung, Offenbar ist unser in 1.4 formuliertes Aus-
gangsproblem dquivalent zu einem Fortsetzungsproblem fur die
Mengenfunktion .

! Bis cinschlieBlich 3.4 bleiben alle Uberlegungen richtig, wenn § C R ein
belicbiges Mengensystem ohne Zusatzeigenschaften ist.

* Dieser Voraussetzung entspricht bei Maharam [18] die Forderung, daB
die Ausgangslinearformen ,,consistent* sind.

5 Minchen Ak.Sh. 1976
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Geht man umgekehrt aus von einem beliebigen Mengensystem
§ C R mit @ & §sowie einer Abbildung ¢: § — R, mit ¢ (§)=o,
und sucht man nach einer Fortsetzung von ¢ zu einem f-reguliren
Inhalt auf ®, so kann man diese Fragestellung als Spezialfall
unseres Ausgangsproblems 1.4 interpretieren:

Man wihle die Indexmenge 7/ =§; fir F € § sei V=X,
Qp = {0, F}, up sei der durch p, (F) = ¢ () auf dem Ring Q,
eindeutig bestimmte Inhalt, fz: X — ¥ sei die identische Ab-
bildung von X.

Offenbar ist jede der Abbildungen f, R-Q -meBbar, und es
gilt: Ein Inkhalt v auf R ist genaw dann eine Fortsetzung von ¢,
wenn v gemeinsamer Urbildinhalt der Familie (up)p < gist unter
den Abbildungen (fr)pcg. § ist dabei das in 1.5 definierte Men-
gensystem § = |_) /! (Qz) und ¢ die in 1.6 eingefiihrte Mengen-

FE7

funktion auf §.

Wir werden im folgenden mit Ausnahme von Abschnitt 8 alle
Ergebnisse ausschlieBlich in der Terminologie der gemeinsamen
UrbildmaBe formulieren. Die Ubertragung zur Lésung entspre-
chender Fortsetzungsprobleme ergibt sich unmittelbar aus dem
oben Gesagten. Lediglich in Abschnitt 8 wollen wir noch etwas
niher auf spezielle Fortsetzungsprobleme eingehen.

Um zu hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz §-regu-
larer gemeinsamer Urbildinhalte zu gelangen, werden wir dhnlich
wie in [15] Voraussetzungen iiber die Regularitit der Ausgangs-
inhalte machen. Allerdings ist es in der hier betrachteten allge-
meinen Situation notwendig, zusitzlich auch gewisse Regulari-
tatsforderungen an Durchschnitte und Differenzen ,,geniigend
grofler* Mengen aus § zu stellen. Aus diesem Grunde und im
Hinblick auf das Fortsetzungsproblem erscheint es verniinftig, die
Regularititsforderungen an die Ausgangsinhalte mit Hilfe der
Mengenfunktion ¢ zu formulieren. Fiir viele Spezialfille, insbe-
sondere den der beschrinkten Inhalte, werden wir dann zeigen,
dal3 sich die allgemeine Regularititsvoraussetzung so verein-
fachen 14Bt, daB sie der in [15] entspricht.

1.8. Definition. Es sei ein Mengensystem € C §° gegeben.
(1) Unter dem zu @ gehorigen inneren Inkalt (bzgl. €) verstehen
wir die Mengenfunktion ¢, = ¢ auf der Potenzmenge P (X)),
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die fir A C X definiert wird durch

@x (A) = sup {3 ¢ (C;): n €N, C; € € paarweise fremd,

” J=1

U6 cay,
faljl; A eine Teilmenge C & € besitzt, bzw. durch

ps (4) =0,
falls A keine Teilmenge € & € besitzt.

(2) ¢:§ — R, heiBe C-regulir (bzgl. &), wenn die beiden fol-
genden Bedingungen erfiillt sind:

(R1) Fiir alle £ € § gilt ¢ (7) < ¢§ (7).

(R2) Fiir jede C-beschrinkte Menge X & & und jedes # € §

gibt es endlich viele Mengen F,, ..., F, € § mit K\F C | J F;
und ¢ (7) < ¢S (FAF) + 0% (F, ~ ).

(3) Die Familie (u,); -, heile C-reguldr (bzgl. & und (f); =),
falls die zugehorige Mengenfunktion ¢ C-regulir ist.

1.9. Bemerkungen. (i) Bekanntlich ist der innere Inhalt ¢
superadditiv und isoton, d. h. fiir je drei Mengen 4, B, C C X
mit A B C Cund 4 ~ B = @istgf (4) + ¢% (B) < ¢5 (O).

(ii) Falls ein gemeinsamer Urbildinhalt v der (u,); -, existiert,
gilt wegen der Additivitit und Isotonie von » stets ¢$ (R) < v (R)
fir alle R & R. Falls (R1) erfillt ist, folgt daraus

p(F)y=v(F)= o~ (F) fur alle /& §.
Analog folgt fiir die in (R2) auftretenden Mengen £, und #
(R2) @u () = @ (7)) = v (£}) = ¢ (FAF) + u (F; N F),
und damit auch
V(IANF) = @u (F}|F) sowie v (F; N F) = @u (F; N\ F).

(R2") ist eine Caratheodorysche Zerlegungseigenschaft des
inneren Inhalts ¢, = ¢$ fiir gewisse Mengen aus §. Spiter wer-
den wir zeigen, daB3 allein aus einer Verschirfung von (R2’) be-
reits die endliche Additivitit von @, auf einem geeigneten Ring
und daraus die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der
(1), <  folgt (vgl. 8.9).

5
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1.10. Lemma. 7/n jedewm der folgenden Fille ist die Familie
(u);  ; C-regulir, sofern nur die Bedingung (R1) erfiillt ist:

(a) Jede C-beschrinkte Menge K & R ist f1 (Q0)-beschrinkt fiir
alle i & 1.

(b) Jeder Ring Q; (i & I) ist eine Algebra, und jeder Inhalt y,
auf Q, 1st reellwertig.

(¢) Die Indexmenge I ist einelementig.

Beweis. (b) und (c) sind offenbar Spezialfille von (a). Es gentgt
daher, die Bedingung (R2) fiir den Fall (a) nachzuweisen.

Sei K & & G-beschrinkt, und sei # & f~1(Q,) C §. Dann gibt
es eine Menge /; € /71 (Q) mit K C /7, also auch mit K\F C
F. Wegen F\F, i ~nF &€ f71(Q) C § folgt gemiB 1.6 aus
(R1)
¢ (F) =@ FNE) + 9y N F) < oo (VF) + @ (Fy ~ F).
Damit ist (R2) bewiesen.' |

Als unmittelbare Anwendung des Lemmas erhalten wir:

1.11. Korollar. Fzir jedes ¢ & [ existiere ein Mengensystem
C, C Q; so daff n; Q-regulir ist (im Sinne der Definition 1.3).
Ferner gelte eine der folgenden drei Bedingungen :

(a) Fiir jede Menge K & &, deven Bild f; (K) C-beschrinkt ist
Siir ein @ € 1, ist f;(K) Qi-beschrinkt fiir alle j < 1.

(b) Jeder Ring Q. (7 & I)ist eine Algebra, und jeder der Inkhalte
W, 1St reellwertig.

(c) { ist einelementig.

Dann ist die Familie (u,); o ; C-reguldr fiir das Mengensystem
¢C=U /().

iel

1.12. Bemerkungen. (i) Unter den Voraussetzungen (b) und (c)
von 1.10 und 1.11 ist die €-Regularitidt der Familie (u,);, un-
abhingig von der Wahl des Mengensystems &.

(i1) Aus 1.11 (c) kann man ersehen, daB der in 1.8 cingefiihrte
Regularititsbegriff den Gblichen aus Definition 1.3 umfat, wenn
man die Indexmenge 7 = {¢} einelementig wihlt sowie V; =X
und f; = id setzt.
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1.13. Definition. Sei € ein System von Teilmengen von X.
& heiBBe €-stadil, wenn K ~ C & & fur alle Mengen X € & und
¢ e €gilt.

2. Inhalte und positive Linearformen

Wie in [17, § 2] identifizieren wir in der Gblichen Weise end-
liche Inhalte auf Ringen und positive Linearformen auf den zu-
gehorigen Vektorrdumen von Treppenfunktionen (vgl. {7, § 4,
n° 9] und [135, Lemma 1.2]). Da die hier betrachteten Inhalte je-
doch nicht immer reellwertig sind, wollen wir die Bezeichnungen
aus [17] der hier vorliegenden Situation anpassen.

2.1. Bezeichnungen. E bzw. E. ( € /) bezeichne den Vektor-
raum der R*- bzw. Q/-Treppenfunktionen, F sei der von {g; > f;:
i c I, g, © E} erzeugte Untervektorraum von E.

Damit ist F gerade der Vektorraum der §-Treppenfunktionen.

2.2. Definition, Fiir g & £ bzw. R & R° heille
? (&) = inf {Zj#} (£):/ C Lendlich, g; & E,(j € /),
JE
2 gof =g}
i€/
bzw.
P (R)=p(p)
gemeinsamer duflerer Inhalt von g bzw. R.
Die Bedeutung des gemeinsamen duBleren Inhalts zur Losung

unseres Problems wird durch das folgende in [17, Satz 2.5 und
Korollar 2.7] bewiesene Ergebnis erhellt.

2.3. Lemma. Die folgenden Aussagen sind dquivalent .

() Ls gibt einen gemeinsamen Urbildinhalt v der Familie
(1) e 1 auf dem Ring R°.

(i) p (¢) > — oo fiir ein g & E.

(i) p (g) > — oo fiir alle g € E.
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(iv) Fiir je endlich viele Mengen Fy, ..., F,, F|,..., F, &%

n ”
mit } 1 < 315 gilt
7

k=1 j=1

PAICHEPIRICON

J=1

2.4. Lemma. Die Familie (1); o ; besitze einen gemeinsamen Ur-
bildinhalt auf dem Ring R°. Dann gilt u’.(g,) = p (g,of;) fiir alle
i€ ] und alle g; & E,. Insbesondere ist ¢ (F) = p (F) fiir alle
F & §°. Die Restriktion von p auf den Vektorraum F ist eine
Linearform.

Beweds. Sei v auf R° ein gemeinsamer Urbildinhalt der Familie
(1);c ;- Nach [17, Lemma 1.2] ist p eine Sublinearform und
majorisiert . Daher gilt fiir/ € 7und g, € E;

(2 g) = v (£ giof) <p(Egiof) < pi (g0
also

pi(g:) = £ p (L g0/
Daraus folgt der erste Teil der Behauptung.

Man sieht leicht, dal die Menge {g & E: p (g) = —p (—g)}
ein Vektorraum ist, der {gof;:¢i & 7, g; = E;} und damit F
enthilt, und daB p, restringiert auf diesen Vektorraum, linear ist.
Daraus folgt der zweite Teil. _|

2.5. Lemma. p st die obere Einhiillende der Menge M der ge-
meinsamen Urbildinhalte der Familie (uf);c, wund M ist die
Menge aller von p majorisierten (positiven) Linearformen auf E.

Ist M == 0, so gilt fiir alle g € E:
$(g) = max {r () » € M},

3 Da die Bedingung 2.3 (iv) nur von §° abhiingt, kann man in 2.3 (i) den
Ring R° durch einen beliebigen Ring aus §'-beschrinkten Mengen ersetzen,
der §° enthilt (z. B. durch R (F%).

Weitere Bedingungen fiir die Existenz eines gemeinsamen Urbildinhalts der
Familie (uf); < ; findet man in [17].

Das Lemma 2.3 beruht auf einem Ergebnis {iber die gemeinsame Fortsetz-
barkeit positiver Linearformen (vgl. [17, § 1] sowie [18, Theorem 6.1] und
(3, Corollary 6.6]).
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Beweis. M = § gilt genau dann, wenn p = — oo ist (vgl.
Lemma 2.3). In diesem Falle ist nichts zu zeigen.

Falls M == @ ist, ist p eine isotone Sublinearform, und M ist die
Menge der von p majorisierten (positiven) Linearformen (vgl. [17,
1.2]). Nach einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach gibt es
zu g & E eine Linearform v < p mit v (¢) = p (g)._]

2.6. Fiir den Rest dieses Abschnitts sowie fiir die Abschnitie 3
und 4 setzen wir nun voraus, daf} simtliche Inhalte p. G & I)
reellwertig sind und dafS R und damit auch 8 §F_-beschrinkt ist.

Dann gilt § = §, R = R° sowie & = &, und E ist der Vektor-
raum der R-Treppenfunktionen. Daher kénnen alle Inhalte un-
eingeschrinkt mit positiven Linearformen identifiziert werden.

Es ist nun leicht, eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines f-reguldren gemeinsamen Urbildinhalts der Familie (1,),  ;
nachzuweisen. Es wird ein wesentliches Ziel dieser Arbeit sein,
diese im folgenden Satz angegebene notwendige Bedingung
durch Hinzunahme geeigneter Zusatzvoraussetzungen zu hin-
reichenden Bedingungen zu erginzen.

2.7. Satz, Besitzt die Familie (p.), -, einen K-reguliren ge-
meinsamen Urbildinhalt, so gilt fiir alle F € §
w(F) = sup {p (K): K € 8, K C F},
d. h. fiir alle i € I und alle Q; € Q, ist
1 (@) =sup {p(K): K € &, £, (K) C .}
Beweis. Sei v ein f-reguldrer gemeinsamer Urbildinhalt der
()i, Fur jedes 7 & [ und Q, € Q; gilt gemil 2.5
1:(Q) =v(f71 (@) = sup p (K): K € & K C f7(2)}
Ssup {p(K): K €8 K C S (@) <p (@) Swi(@)-

3. Maximalitit und Regularitéit

Gemil 2.6 setzen wir auch in diesem Abschnitt voraus, daB die
Inhalte p; (z € 7) reellwertig sind und daB R = R, also auch
& = & gilt. Die Bezeichnungen aus 1.5, 1.6 und 2.1 werden
ibernommen.
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M bezeichne die Menge aller gemeinsamen Urbildinhalte »
auf ® der Familie (¢,); ;- Um nun zu hinreichenden Bedingun-
gen fiir die Existenz &-regulirer Elemente aus M zu gelangen,
wollen wir dhnlich wie in [15] fiir Elemente aus M den Zusam-
menhang zwischen &-Regularitit und Maximalitit beziiglich
einer geeigneten Priordnung auf M untersuchen.

Wesentliches Hilfsmittel wird dabei die folgende Modifikation
der Andenaesschen Version des Satzes von Hahn-Banach sein
(vgl. Andenaes [1, Theorem 1] sowie Anger [2]).

3.1. Lemma. Sei U, ein linearer Teilraum eines Vektorraums V,
S eine belichige Teilmenge von V, p ein suplineares Funktional
auf V sowie L, eine p-dominierte Linearform anf V.
< bezeichne die durch

L < L« L(s) < L'(s)fiiralles = S

definierte Priordnung auf der Menge M (L, p) aller p-domi-
nierten linearen Fortsetzungen von L, auf V.

Dann existiert zu jedem L & M (L, p) ein in M (L, p)
<smaximales Element L,,,. & M (L, p)mit L < L

max max®

Beweis. Sei M, = {L' € M(L,, p): L <; L'}. Dann gilt
L = M,. Daher ist die auf V" definierte Abbildung p": v +— sup
{L" (v): L' € M,} ein sublineares Funktional mit p" < p.

Nach dem Satz von Andenaes [1, Theorem 1] besitzt die
Menge M (L, p") ein < -maximales Element L*. Fir s & S
gilt:

L¥ (—s) < p' (—s) =sup {L' (—s): L' & M,}
=—inf {L' (s): L' & M} = —L (s)

und damit Z (s) < L* (s). Daraus folgt L* & M, C M (L, p).

L* ist aber sogar < -maximal in M (L, p): Sei ndmlich
L* < L'furein L' & M(L,,p). Danngilt L < L’ also L' & M,
und damit L' & M(L, p"). Da L* <;maximal in M(Z, p’)
ist, folgt daraus L' <  L*. Daher ist L* auch <g-maximal in
M(L,, 7).

L,..= L* hat damit die gewitnschten Eigenschaften. |
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3.2. Wir wihlen nun V=E, V,={o}, L,= o0 und S =
{12 K € 8&}; p sei der gemeinsame #uBere Inhalt der Familie
(1,); = ;- Anstelle von < schreiben wir <g.

Dann ist M (L,, p) gerade die Menge M der gemeinsamen Ur-
bildinhalte der Familie (u,);-, (vgl. 2.5.). Fir A, v & M gilt
1 <gv genau dann, wenn 4 (K) < (X)) fur alle K € & gilt.

Mit Mg bzw. M, sei die Menge der <g-maximalen bzw. %-
reguliren Elemente in M bezeichnet. Anstelle von ,, <g-maximal‘
werden wir die Bezeichnung ,,8-maximal'* verwenden.

3.3. Satz. (i) Jeder K-regulive gemeinsame Urbildinhalt der
Familie (u)); s ist §-maximal.

(i) Zu jedem gemeinsamen Urbildinhalt 1 der (u));-, gibt es
einen S-maximalen v & Mg mit L <gv. Insbesondere folgt aus
der Existens ivgendeines gemeinsamen Urbildinhalts die Existenz
cines K-maximalen gemeinsamen Urbildinkalts.

Beweis. (i) Sei v @ M, _und 2 & M mit v <g A. Ferner sei
R & ® mit R C F fiir ein /& §. Dann ergibt sich
v(R) =supv (K) <supi(K) <A(R)

Kef K&l
KCR KCR

sowie
v(F\R) <A(F\R).

Wegen v, A& M gilt v (F) = ¢ (F) = A(#) und damit » (R) =
A (R).

Da® §_-beschrinkt ist (vgl. 2.6), folgt daraus »(R) = 4 (R) fur
alle R & ®, also insbesondere 4 <g v.

(i) Ist M == 0, so ist p eine Sublinearform auf E. Die Behaup-
tung folgt daher unmittelbar aus LLemma 3.1 unter Berticksichti-
gung von 3.2._|

Unter den bisherigen Voraussetzungen kann man natiirlich
nicht erwarten, daf3 jeder §-maximale gemeinsame Urbildinhalt
der Familie (s1,), -, auch S-regulir ist (falls & = {0} gilt, ist die
notwendige Bedingung aus Satz 2.7 z. B. nur erfiillt, wenn alle
#; (i € /) Nullinhalte sind). Es gilt jedoch bereits:
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3.4. Satz. C C E bezeichne den von der Menge {15: K € 8}
 F erzeugten konvexen Kegel und H = C— C den davon er-
zeugten Untervektorraum von E.

Ist dann v & My, so gilt fiir jedes h & H

v (£) = sup v (¢).
cgc
cEh

Beweis. Wir benutzen eine SchluBBweise, die aus der Theorie
der Choquetschen Darstellungssitze gelidufig ist:

Fiir g € E definieren wir ¢ (g) = inf {v (—¢): c &€ C, g < —c}.
Wegen F C C ~ (—C), und da R §_-beschrinkt ist, ist ¢ reell-
wertig und damit eine isotone Sublinearform auf E.

Sei nun %, € H gewiihlt. Dann gibt es eine von ¢ majorisierte
positive Linearform 4 auf E mit A (—4,) = ¢ (—/4,). Firc & C
gilt nach der Definition von ¢

A =—A(—) 2 —q (=) 22— (=) =7 (9
Daraus folgt wegen F C C ~(—C): A(g) =v(g)furalleg &€ F.
Somit ist A & M. AuBlerdem folgt fir alle X & & wegen 1, & C:
A(K) = v (K). Daher ist v <g 4 und somit A (K) = v (K) fir alle
K € & (wegen der §-Maximalitit von »). Damit stimmen aber
% und v auf H (berein, und es ergibt sich

v (h,) = —A(—h,) =—q (—h,) = —inf {v (—): ¢ € C,

—c>—h)=sup{r(c)icE Cc < t,}_]

Die drei folgenden Lemmas haben den Zweck, zu mengen-

theoretischen Varianten des vorangehenden Satzes zu verhelfen.
Dessen Bezeichnungen werden tibernommen.

3.5. Lemma. N bezeichne das Mengensystem

N={K "F\F:Kc K w{X}, FFcg}

Ist dann ¢ & C, so liegt die Menge
{e>0}={x € X:c(x)>o0}in N

Beweis. Nach Definition von C gibt es ein » & IV, Mengen
K, € & und F;, F; € § sowie reelle Zahlen o, B, f; >0
G=1,...,7)mit

r r r
5_—:.2%.11(]. +.Zﬁ/.1%—');ﬂj" 1
7=1

J=1 J=1
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Fir x € {¢ > o} sei

o= (M {Kij=0 .. w2 E Ko 1807 =1,: - . 573
xEE}f\ﬂ{X\FJ;:l,,r,xg_Fj'}
Wir zeigen, dall {¢ >0} = | J TI,ist:
xE{e>0}

Offenbar giltx & I' furallex € {¢ > o} und damit {¢ > o} C

I'.. Sei umgekehrt ein y &€ | J [, gegeben. Dann
z€{c> 0} xE >0}
gibt es ein x € {¢ > o} mit y € I',. Fur dieses x gilt ¢(y) >

¢ (x) > onach Definition von I',. Somit folgt | J I,C {¢>o}.
x>0}
Wegen ¢ & N, und da nur endlich viele verschiedene Mengen

I, auftreten konnen, gentigt es, fir alle x & {¢ > o} zu zeigen,
daB I', € B, gilt.

Sei also x & {¢ > o0}. Fallsx € Fgilt fureinj & {1,..., 7},
erkennt man leicht, daB3 I', € R~ C N~ ist. Andernfalls folgt
aus ¢ (x) > o, daB x & K fir mindestens ein 7 € {1,..., 7}
gelten muB. GemiB 2.6 ist & §_,-beschrinkt. Daher ergibt sich
auch in diesem Falle I'. € (MA), = N, Ly

3.6. Lemma, Se7 §) = {{/z ok E H}, und R, =R (& v §)
sei der von & v § erzeugte Ring. Dann gilt R, = 9, ~y-

Beweis. (i) Jede Funktion /2 & H ist eine R, -Treppenfunktion;
daraus folgt  C R, und damit auch §, ~, C &,.

(i) Seien R, R, € & §. Dannist R\ R, = {1, —1, > o}E H.

Man prift leicht nach, daBR, = {R,\ R,: R, R, E 8 UF} (.~
ist, und erhilt damit R, C 9, ~)-_I

3.7. Lemma. Sez M C R und X ein Inhalt auf K.

Ist } dann S-reguldr auf M, so ist A auch K-regulir auf M, ~,.

Der Beweis ist nicht schwierig und beruht auf den gleichen
Ideen wie die entsprechenden Beweise aus Berberian [5, Sec-
tion 59).

3.8. Lemma. Es sed ein Mengensystem € C § gegeben, so daf die
Familie(w,); c ; C-regulir und & C-stabil ist. v set einS-maximaler
gemeinsamer Urbildinhalt der (u;); .
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Dann gilt fiir jede K-beschrinkie Menge R, = R, =R (K v §)
v (R) = sup v (K),

Kek
KCR,

mit andeven Worten: v ist S-reguldr auf den KN-beschrinkten
Mengen aus R,.

Beweis. (i) Nach 3.6 und 3.7 geniigt es, die Behauptung fir alle
Mengen R, = K, ~nH,mit K, & & und /7, & & zu beweisen.

(ii) Zu H, & & gibt es ein h, € H mit A, = {4, > o}. Dabei
kénnen wir o. B. d. A. annehmen, daB %, ({#, > o}) C |1, oo[
gilt. Nach 3.4 istv (4,) = sup» (¢). Firc & Cmit¢ < %, gilt aber

ceC
c<h
o

0< 1y — sy S A, —e¢, also v(H,\{c>o0}) <v(h,—o).
Daraus folgt
v (H) —supv({c>o})
{t>O)CH
und somit auch
v (R,) —-supv(]( ~{c>ophfurK, € Sund R, = K, ~ H,.
{r>(7)CH

Es gentgt daher, die Behauptung fur alle Mengen R, = K, ~
{¢,> o0} mit K, & & und ¢, € C zu beweisen.

(iiiy GemiB 3.5 ist {¢, >0} & N, ~) Setzen wir N* =
{K A"F\F': K& &; F,F' 3}, so ergibt sich daher aus der
~-Stabilitit von &, daB R, =K, ~ {¢, >0} € N, ~, gilt.
Nach 3.7 geniigt es damit, die Behauptung fir alle Mengen
R, & N* zu beweisen.

(iv) Set also R, =K, " F\F mit K, & und F, F' & §.
Aufgrund der Regularititsbedingung (R 1) aus Definition 1.8
existieren zu jedem &> o0 endlich viele disjunkte Mengen

Ch.oty C,ECmit Y C;C Fund o (F) < Y o(C) +e
i=1 i=1
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Daraus folgt
v(R)—v(E, "\ JCG\F)=v(KNF) ~n(F\ )

j=1 j=1
v’F\U C)—(P(F)—pr(C)<8
J=1 =1
und somit
v(Ro)zsup {V(Ko mU CJ\F') n & N, Cje ¢ paarweise

=1
disjunkt mit C; C F}.
Da & ‘w-stabil und €-stabil ist, genligt es damit, die Behauptung
fir alle Mengen R, = K | F zu beweisen, wobei X & & C-be-
schrinkt und /7 & § ist.

(v) Wegen der Regularititsbedingung (R 2) aus 1.8 gibt es zu
jeder C-beschrinkten Menge K & & und jeder Menge F & §

endlich viele Mengen 7, ..., F, EF =F mit K\ F C | F;

und F=1
o) S F\F) + s (F;nFY(f=1,...,n)

Daraus folgt gemdB 1.9 (ii) fury =1, ..., 7

v (F,\ F) = 4% (F,\ F) = sup {» (D): D C F;\ F, D € D},
wobei © das System der endlichen disjunkten Vereinigungen von

Mengen aus € bezeichnet.
Farj=1,...,nseiD; CF\metD & D. Wegen der C-

und der \w-Stabilitit von & ergibt sich U (K ~Dj) € & und es
gilt J=1

UK AD)C U EF\F)=K\FC

CU/]‘:ND)U L_J((F V)N Dy).
Somltfolgt
supv’K" <1(K\F)<mf{v(u K ~D)) +

K’ -
7—1
1\C1\\F

i gv((pj\p)\pj):pjcF,-\F,D,ED}

< sup o () (K~ D)): D, C F\F,D, &} <sup » (K.

j=1 K'ef
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Damit ist die gewlinschte Regularititsbedingung fir R, = K\ #
nachgewiesen. _|

3.9. Satz. Sei R = R {8 U §). Es existiere ein Mengensystem
C C §, so dafp die Familie (), c ; C-regulir und & C-stabil ist.

Dann kann jeder &-maximale gemeinsame Urbildinhalt v der
Familie (u,); ; in eindentiger Weise als Summe zweier Inhalte o
und * auf R dargestellt werden, derart daf o K-regulir und A K-
diffus ist (d. h. A (K) = o fiir alle K & R).

Fiir o gilt
o (R) = supv (K) fiir alle R € R.
k&R

Beweis. Falls eine Zerlegung der gewlinschten Gestalt exi-
stiert, folgt aus 4 (K) = o bereits g (X)) = » (X)) fur alle K € &
und damit g (R) = sup » (K). Daher ist die Zerlegung eindeutig.

KeR
KCR

Um nun die Existenz einer solchen Zerlegung nachzuweisen,
miissen wir nur zeigen, dall durch g (R) = sup v (K) (R & R) ein
Inhalt o auf R definiert wird: it

Seien R,, R, & R zwei disjunkte Mengen. Dann gilt fir jede
Menge K, € 8 mit K, C R, v R, gemill Lemma 3.8

v(K,) =v(K, AR) +v(K, ~R)
=sup »(K) +supv(K') <o (R,) + o (R).

Kef Kelf
K’ CK NR,

Daraus folgt o (R, R,) <p(R,) + o (R,). Die umgekehrte
Abschitzung ist trivial. |

3.10. Definition, Der zu » definierte f-regulire Inhalt p aus
Satz 3.9 heile f-regulirer Anteil von .

3.11. Bemerkung. Fir den Fall einer einelementigen Index-
menge haben wir in [15, Satz 5.7] gezeigt, da man den Aus-
gangsinhalt i ecindeutig in einen maximalen Anteil g, zu dem ein
f-reguldrer Urbildinhalt existiert, und einen diffusen Rest zer-
legen kann.

Man kann zeigen, daB ein analoger Zerlegungssatz fiir die
Ausgangsinhalte bereits bei zweielementigen Indexmengen [
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nicht mehr allgemein richtig ist. Das beruht auf der Tatsache,
daB sich in der Situation von Satz 3.9 bei einelementiger Index-
menge fir alle v & Mg derselbe Bildinhalt £, (o) des 8-reguliren
Anteils g von » ergibt, nimlich der oben erwidhnte Anteil (i), =
i, des Ausgangsinhalts. Bei mehrelementiger Indexmenge ist da-
gegen die Familie (f; (0));=,im allgemeinen abhidngig von der
speziellen Wahl von v & My.

4. Existenzsitze

Wir kommen nun zu den wesentlichen Ergebnissen dieser Ar-
beit, den hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz f-reguli-
rer gemeinsamer Urbildinhalte. Zum Beweis der beiden Haupt-
sitze 4.1 und 4.7 werden wir den Zerlegungssatz 3.9 heranziehen
und jeweils zeigen, daB es einen f-maximalen gemeinsamen Ur-
bildinhalt gibt, der mit seinem &-reguldren Anteil iibereinstimmt
und damit selbst &-regulir ist.

Wir setzen auch in diesem Abschnitt voraus, dal3 die Inhalte u;
(i € 7) endlich sind und daB & und damit auch & §_-beschrinkt
ist. Die Bezeichnungen M, M¢ und M,  werden in derselben
Bedeutung wie in 3.2 verwendet.

4.1, Satz, Sei R =R (R §). £s existiere ein Mengensystem
C C 3, so dafp die Familie (u,);c; C-regulir und & C-stabil ist.
Dann ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend fiir
die Existenz eines Q-reguliren gemeinsamen Urbildinhalts der
Familie (1,); -,

(¥) Es gibt ein Mengensystem C C § sowie einen gemeinsamen
Urbildinhalt v der (u,); - , sodafp € C_-beschrinkt und v auf € K-
reguldr ist, d. k.

v(E) =sup {» (K): K € &, K C E} fiir alle E € €.

Beweis. Um einzusehen, daf die Bedingung (*) notwendig ist,
withle man ¢ = Csowiey & M,%,
Umgekehrt gibt es gemiB 3.3 ein »' & Mg mit v <gv'. Fir
alle £ & € gilt
vV (E) = lp(E)—v(E)—supv(]Q<supv(K)<v(E)
A
1\ L 1 K

ﬂr)
[OF)
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Wir koénnen daher ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daB bereits » = v & Mg gilt.

Sei p der &-regulidre Anteil von » (vgl. 3.9 und 3.10). Nach Vor-
aussetzung ist p (£) = v (£) fur alle £ & €. Wegen p < » folgt
darausp (R) = v(R) fir alleE-beschrinkten und daher auch fiir alle
¢_-beschrinkten Mengen R & R, insbesondere also fir alle R €D,
dem System der endlichen disjunkten Vereinigungen von Mengen
aus €. Die €-Regularitit der (), ; ergibt fiir jedes # & §

v (F) < 9% (F) = sup » (D) = sup o (D) < o (F) < » (F).
nDedD DeD
DCF DCF
Da R §_-beschrinkt ist, folgt daraus » = p.__|

4.2. Bemerkungen, (i) Im Beweis von Satz 4.1 wurde sogar ge-
zeigt: Jedes v & My, das die Bedingung (¥) erfiillt, ist S-regulir.

(ii) Man kann die Bedingung 4.1(*) durch die folgende Be-
dingung ersetzen:

(xx) Es gibt Mengensysteme & C & und € C R sowie eine von
P majorisierte Linearform v' auf dem von {15: S € &' v C} er-
zeugten Vektorrawum, co dafp € €_-beschrinkt ist und so dafl fiir
alle E & € gilt
v (1) = sup v’ (1x).
Kes
K'CE
Man kann ndmlich %" zu einem Inhalt » € M fortsetzen (vgl.
die Eigenschaften von p in Abschnitt 2). € und » erfiillen 4.1 (*).

(iii) Man kann sich fragen, ob man die Regularititsbedingung
in 4.1 () ersetzen kann durch die folgende gemif 2.7 notwendige

Bedingung fiir die Existenz eines &-reguldren gemeinsamen Ur-
bildinhalts:
(*xx) @ (E) =sup {p (K): K & & K C £} fur alle £ € C.
Im Falle einer einelementigen Indexmenge 7 haben wir in [13]
unter leicht modifizierten Voraussetzungen bewiesen, daf} es in
der Tat geniigt, (***) anstelle von () zu fordern (man vgl. [153,
6.7.1 sowie 5.6] und beachte p = u* © f). Das folgende Ergebnis

legt es nahe, zu vermuten, dal} diese Verschirfung von Satz 4.1
auch allgemein gtltig ist:
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Seien alle Ringe Qi, R Algebren. Ferner seien die Vorausset-
zungen von Satz 4.1 mit (***) anstelle der Regularititsbedingung
in 4.1 () erfiillt. Dann kann man zu jedem ¢ > o ein v, & My
finden mit

v, (R) < supv, (K) + ¢ fur alle R € K,

KeR

KCR
d. h. zu jedem & > o existiert ein ({-maximaler) gemeinsamer
Urbildinhalt der (u;); - ;, der 8-regulir ist bis auf einen Fehler von
hochstens e.

Wir wollen auf den Beweis dieses Ergebnisses, das auf Lemma
3.t und Satz 3.9 beruht, nicht ndher eingehen. Es wird sich ndm-
lich herausstellen, daf3 die oben beschriebene modifizierte Form
von Satz 4.1 selbst fiir Algebren im allgemeinen nicht richtig ist.
Bevor wir dazu in 4.11 ein Gegenbeispiel bringen, wollen wir in
den folgenden Anwendungen von Satz 4.1 einige Spezialfille
kennenlernen, bei denen die Bedingung (###) in Verbindung mit
weiteren Voraussetzungen tatsdchlich hinreichend ist fir die

Existenz cines &-regulidren gemeinsamen Urbildinhalts (vgl. auch
Abschnitt 7).

4.3. Satz, Sei der Gesamitraum X < §, und sei X = R ({8 w §).
Es existiere ein Mengensystem C C §, so dafp die Familie (1,),,
Creguldr und K C-stabil ist. Ferner besitze & ein beziiglich der
Inklusion grifites Element K.

Gena dann existiert ein K-regulirer gemeinsamer Urbildinhalt

der (), = ;, wenn ¢ (X) = p (K,) ist.

Beweis. (1) Far v © M,,, muB gelten:
v (X) = supv (K) =v(K,) <p(K) < &) =)
e

Daher ist die Bedingung notwendig.

(ii) Sei ¢ (X) = p (K,). Daraus folgt p (K,) >—o00, also M ==0
nach Lemma 2.3. Daher gibt es ein v & M mit » (K,) = p (K,)
(Lemma 2.5). Fir dieses v sowie € = {X} ist die Bedingung
41 (x)erfullt; denny (X)= @ (X) = p (K,) = v (K,) = supv(K).

Kesf
GemiB 4.1 ist damit die Bedingung ¢ (X) = p (X,) auch hin-
reichend. _|

6 Minchen Ak, Sb, 1976









































































































