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Vorgelegt von Herrn Georg Aumann am 5. Juli 1968

1. Einleitung

Die von G. Aumann [1] vorgeschlagene Methode der matri-
ziellen Trennung der Veridnderlichen bei linearen partiellen Dif-
ferentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizienten liefert
(angewandt auf die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen) fiir holomorphe Funktionen f einer komplexen Verdnder-
lichen z Darstellungen der Form

(1.1) flz) = Ie"’dm(y),

worlin » ein komplexwertiges Mall auf dem Korper der Lebes-
gue-mefbaren Mengen in der komplexen s-Ebene bezeichnet
und die Integration iiber die gesamte komplexe Zahlenebene zu
erstrecken ist.

Bekannte Darstellungen dieser Art ergeben sich fur spezielle
Male: Etwa die ,,Exponentialreihen’’, wenn das Mal » auf eine
abzdhlbare Punktmenge konzentriert ist (d. h. auBerhalb einer
abzdhlbaren Punktmenge im Komplexen verschwindet) oder
die,,eindimensionalen Laplace- bzw. Fourier-Transformationen®,
wenn 7 auf die reelle bzw. imaginidre Achse der s-Ebene kon-
zentriert ist. SchlieBlich treten Darstellungen der Form (1.1) mit
kompaktem Integrationsbereich bei der Laplace-Transformation
analytischer Funktionale auf ([5], S. 97).

Trotz dieses umfassenden Charakters hat die Darstellung (1.1)
bisher wenig Beachtung gefunden. Der Grund hierfiir mag viel-
leicht darin liegen, daB eine holomorphe Funktion f verschiedene
Darstellungen der Form (1.1) besitzt.

In der vorliegenden Arbeit wird die durch (1.1) vermittelte

verallgemeinerte Laplace-Transformation daher allgemein fiir
Miinchen Ak. Sb. 1968
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Borelsche Mafle in der komplexen Zahlenebene betrachtet. Hin-
sichtlich ihrer Wirksamkeit bei der Darstellung holomorpher
Funktionen interessiert dabei: (a) Von welcher Gestalt sind die
Bereiche der z-Ebene, in welchen Integrale der Gestalt (1.1)
konvergieren ? Wie ldBt sich flir ein Borelsches Mal3 » der Kon-
vergenzbereich des Integrals (1.1) bestimmen? (b) Welche
Funktionen f kénnen in ihrem Holomorphiegebiet in der Form
(1.1) dargestellt werden? (c) Durch welche Spezialisierung des
Integrationsbereiches kann Eindeutigkeit der Darstellung er-
zielt werden ?

Nach den einleitenden Vorbereitungen wird in Abschnitt 3 in
Beantwortung der Frage (a) gezeigt, daB ein Integral (1.1) stets
in einer konvexen Menge der z-Ebene konvergiert und daB jedes
konvexe Gebiet als Konvergenzgebiet K%(») eines Borelschen
MabBes 7 auftreten kann. Weiterhin wird eine Formel zur Be-
stimmung von K°(m) angegeben. In Beantwortung von (b) wird
gezeigt, daB jede holomorphe Funktion f lokal eine Darstellung
(1.1) besitzt. Ist das Holomorphiegebiet G von f der Durch-
schnitt endlich vieler offener Kreisscheiben, so gibt es eine Dar-
stellung (1.1) fiir £, die sogar in G konvergiert.

Die Darstellung (1.1) ist im allg. nicht eindeutig: Es gibt
sogenannte NullmaBe »z, fur welche die zugeordnete Funktion
(1.1) in einem nicht leeren Gebiet 4/ der z-Ebene verschwin-
det. In Beantwortung der Frage (¢) und in Verallgemeinerung
der bekannten Eindeutigkeitssitze fiir die eindimensionalen Fou-
rier- und Laplace-Transformationen werden in Abschnitt 4 sol-
che Bereiche M und S der komplexen Zahlenebene gekennzeich-
net, fir welche die Zuordnung

(1.2) m — (g > f(2) = [ e dm(s), z € M)
S
umkehrbar eindeutig ist.

Die Fulle der NullmaBe bedingt unterschiedliche Konvergenz-
bereiche der moglichen Darstellungen (1.1) einer holomorphen
Funktion £. In der Menge dieser Darstellungen entspricht somit
der analytischen Fortsetzung von f bei den zugeordneten Dar-
stellungsmalien 2 die Addition eines NullmaBes. Aus diesem
Grunde interessieren Darstellungen der NullmaBe iiber einem
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komplexen Bereich A, d. h. der Malle 2, fiir welche
(1.3) [erdm(s) =0 firalezC M.

Es sei im Rahmen dieser Arbeit nur am Rande erwihnt, daf
fiir NullmaBe, die auf den Rand S einer kompakten Menge mit
zusammenhingenden Komplement in der s-Ebene konzentriert
sind, mit Hilfe der Theorie der Dirichlet-Algebren eine eindeutig
charakterisierende Darstellung gegeben werden kann.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir deren Férderung
danke ich Herrn Prof. Dr. G. Aumann.

2. Vorbereitungen

1. Im folgenden bezeichne IV die Menge der natiirlichen, R die
Menge der reellen und € die Menge der komplexen Zahlen; ist
S eine Teilmenge von C, so bezeichne S° den offenen Kern und
S die abgeschlossene Hiille von S und B(S) den Borel-Koérper
iiber .S, d. i. der kleinste o-Mengenkorper tiber S, der alle kom-
pakten Teilmengen von S enthilt. B kennzeichne den Borel-
Karper ber € und y; die charakteristische Funktion einer
Menge £ C (d.h. y.(s) = 1 fir s € £ und yxz(s) = o fir
s & E). Ist s+ f(s) eine komplexwertige Funktion in der kom-
plexen s-Ebene und B eine Teilmenge von C, so setzen wir f(B)
fiir {f(s):s € B} und fUU(B) fiir {s: f(s) € B}.

2. Ist X ein o-Mengenkorper von Teilmengen in € und
m: X — Cein MaB auf X, so kennzeichnet im folgenden Supp
den Triiger von » und |7 |(S) fiir S & X die Totalvariation von
m auf S.

Eine Funktion f: C — C heifit bekanntlich im Lebesgueschen
Sinne m-integrierbar, wenn sie z-meBbar und | | £(s)] €| »z|(s) <

< -+ oo ist ({4], S. 112). Wir sagen demnach, dafl das Laplace-
Integral

(2.0) f et dm(s)t

! Falls nicht besonders gekennzeichnet, erstrecken sich alle vorkommenden
Integrale iiber die Ebene C.

5 Minchen Ak. Sh. 1968



48 Peter Vachenauer

fir ein z & C existiert, wenn s+ ¢, s & C, m-meBbar ist
und

(2.1) f |e*| d|m| (s) < +o0.

Im Gegensatz hierzu ist das eindimensionale Laplace-Integral
bekanntlich als uneigentliches Integral unabhingig von (2.1) de-
finiert. Der Tréger des MaBes s in (2.0) ist im allg. ein reell
zweidimensionaler Bereich, daher koénnten uneigentliche Inte-
grale der Form (2.0) nur mit zusitzlichen Bedingungen definiert
werden ([8], S. 18). Es zeigt sich aber, daf} fiir unsere Zwecke
bereits die eigentliche Integration (mit der Bedingung (2.1))
ausreichend ist.

Fir jedes z & C ist ¢,:s5+> &% eine stetige Funktion auf C,
die fiir kein s & C verschwindet. Ist daher ¢, fur ein z & C m-
integrierbar, so ist |72|(S) <+ oo fiir alle S mit inf {Re(s2):s € S}
> —o00. Ist ¢, sogar fur alle z = 2, einer Nullfolge (z,), #-inte-
grierbar, so muf} die Lebesguesche Vervollstindigung X% von
2 bezliglich » den Borelkdérper B enthalten ([11], S. 8).

Wir beschrinken uns daher in der Betrachtung der Laplace-
Integrale (2.0) auf komplex-wertige Borelsche MaBe in der kom-
plexen Zahlenebene, die auf den kompakten Teilmengen von C
von beschrinkter Totalvariation sind.

Definition 1

Ist S eine abgeschlossene Teilmenge von C, so bezeichnet B(S)
den (linearen) Raum der komplex-wertigen Borelschen Male
auf S, die auf den kompakten Teilmengen von S von beschrink-
ter Totalvariation sind; By(S) bezeichnet den Teilraum der be-
schrinkten MaBe in B(S).

3. Borelsche Laplace-Male

Im Raum B(C) definieren wir nun die fiir unsere Zwecke néti-
gen Teilrdume und fiihren zu diesem Zwecke den Begriff des
Laplace-Mafles ein:
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Definition 2

Fiir eine Teilmenge 4/ von € wird
BLM): ={m & B(C): [ || d|m]|(s) < + oo fiir alles € M}

der (lineare) Raum der Borelschen Laplace-MafBe Gber &/
(kurz BL-Maf3e iiber M) genannt.

Definition 3

Fiir eine Teilmenge A von C wird
BLN(M): = {m € BL(M): [ e*dm(s) = o fir alle z € M}
der (lineare) Raum der Laplace-NullmaBe Uber M genannt.
Die Existenz derartiger NullmaBe zeigt

Beispiel 1

Ist S eine beschrinkte geschlossene und rektifizierbare Jordan-
Kurve, so ist m & BLN(C), wenn Supp » = S und

m(B) = ? 15(s) ds fiir alle B € 9®.

Aus diesen Definitionen folgt unmitteltbar mit [4], S. 114, S. 180:

Lemma 1
Esseia & Cbeliebig, dann ist die Abbildung ¢,: B(C) — B(C)

mit

2,(m) (B): = [ e**dm(s) fiir beschrinktes B € B, m € B(C),
B

fiir jedes M = C ein Isomorphismus zwischen den linearen Riu-
men BL(M) und BL({z — a : z & M}) bzw. zwischen BLN (M)
und BLIN({z—a:z € M}).

Und
Lemma 2

Sind M, und M, Teilmengen von C und M; & M,, so gilt stets
BL(My) = BL(M,)) = B(C) und BLN(M, & BLN(M).
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3.1 Die Topologisierung der Mafiriume

1. Die Konvergenz von BL-MafBen bezieht sich auf eine ge-
eignete Topologisierung der Riume BL(M), M < C. Hin-
sichtlich der Darstellung (1.1) einer holomorphen Funktion f be-
notigen wir einen Konvergenzbegriff fiir MaBe » € BL(M),
der zumindest die punktweise Konvergenz der zugeordneten
Funktionen f nach sich zieht:

Isto & M, so gilt BL(M) C By(C). Es ist daher naheliegend,
in diesem Falle BL (M) als topologischen Teilraum des vollstin-
dig normierten Raumes (B,(C), | . [) mit

(3.0) [ ] s = |m[(C), m & By(C),

zu betrachten. Das lineare Funktional

(3.1) m»—>fe”dm(:), m & BL(M),

ist jedoch nur fiir z =0 auf (B,(C), || . ||) beschrinkt. Dies zeigt

Beispiel 2
Es sei M = C und (m,), die Folge der MaBe m, & By(C)
mit Suppm, = S,:={s:|s|=4 ' n}, o< 4 < +00, und

J‘e”dm"(s) — 4% 4} ele ds, n & N.

27 ot
Die Folge (m,), konvergiert in (B,(C), |.|) gegen m = o;

denn
7l

= O.

"

lim ||,| = lim
7 ->00 n—00 7

Da fiir jedes # & IN und jedes z € € S, im Holomorphie-
gebiet von s +— ¢°° liegt, folgt mit dem Residuensatz fiir Kurven-
integrale

f e*dm,(s) = (A2, n& N,
und damit

lim | [ e dm,(s)| = +oo fiir |z] > 471,

7 -—+00
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2. Soll das lineare Funktional (3.1) fur jedes z € M, M = C,
stetig sein, so mu} in BL(M) eine von M abhingige Topologie
eingefiihrt werden. Um eine lokal-konvexe und separierte Topo-
logie zu gewinnen, betrachten wir die Familie der Normen

{ilmﬂ(z}: = I|e”| dim|(s), m & BL(/I[)}, 2 E M,
und fiir 2 € M, £ >0, m & BL(M) setzen wir
(3.2) V¥ (m): = {m' € BL(M) :|m'—m gy << &}

Definition 4

Ist M eine Teilmenge von C, so bezeichnet 7,, die gréobste To-
pologie im linearen Raum BL (M), die die Umgebungsbasis der
Null

(3-3)
B, (0): = {V‘;{_E(O)f\ A Vf:’g(o):zl,...anM,nEN,e>O}

enthilt und mit der algebraischen Struktur von BL(M) ver-
triglich ist. Fur L © M und m € BL (M) ist

(3-4) [ll: = sup [ 1| (o).
(Ist L offen, so ist m > ||m|, keine Norm auf BL(L)!)
Da fir jedes 2 € M und m,m' € BL(M), M < C,

IJ‘ % dm(s) — f & (Zm’(s)' Slm—m'|y,
gilt

Lemma 3

Fiir jedes z € M, M < C, ist das lineare Funktional (3.1)
stetig auf (BL (M), ).

Konvergiert also eine Folge (m,), in (BL(M), t,,) gegen ein
m & BL(M), so konvergiert die zugehorige Funktionenfolge
(f). in (1.1) punktweise, d. h. fiir jedes z € M, gegen die mit
(1.1) zu 2 gehorige Funktion f.
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Zur weiteren Untersuchung der Riume (BL(M), t,,) bend-
tigen wir

Lemma 4

Fiir jedes 7 € € ist der normierte Raum (BL({z}), ||,
vollstindig, d. h. ein Banachraum.

Beweis:

Der Isomorphismus ¢, : (BL({z}), |.[y) — (Be(C), |.[) mit

e,(m) (B) : = 2! e*dm(s), B&E B, m & BL({z}),

ist wegen |le,(m)| = ||m |, isometrisch und (By(C), ||.|)) ist
nach [4], S. 161, vollstindig,
w.z. b, w.

Satz 1

Fur alle M, M < C, ist (BL(M), T;) ein vollstindiger sepa-
rierter lokalkonvexer Raum und stets ist (BLN (M), t,,) ein
abgeschlossener Teilraum von (BL (M), t,,).

Beweis:

1. Die Topologie t,, ist durch eine Familie von Normen tiber
BL(M) in der ublichen Weise definiert ({7], S. 23), daher ist
(BL(M), ,,) lokal-konvex und separiert. ‘

Zum Nachweis der Vollstindigkeit betrachten wir einen
Cauchy-Filter § in (BL(M), 7). Ein Filter in einem lokal-kon-
vexen Raum heiBt bekanntlich Cauchy-Filter, wenn er zu jeder
Umgebung V' des Nullelements eine Menge # enthilt, so dal3
fir my, my € F stets my — my & V folgt.

Wegen (3.2) ist fir z € M und » € N die Menge VY, (o)
Umgebung der Null; daher enthilt § fiir jedes 2 & M eine
Folge (F,,), von Mengen F, A mit F,, < F, fir £>#n, so
daB fiir jedes » & N und beliebige w2, my © F, ,

(| 772y — 772, |]{z} < 1/n.

Jede Folge (m, ), mit m, , € F,, , n& N, ist daher eine
Cauchy-Folge in (BL({z}), [ |.)-
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Mit Lemma 4 konvergieren alle derartigen Folgen (w2, ),
gegen einen Grenzwert m, in (BL({z}), |.|) und es gilt fir
alle BE D

(3.5) m, (B) = lim m, ,(B).

n—roQ

Fir alle 2,z &€ M ist F,, " F, , =+ 8. Wir kénnen daher
eine Folge (m,), finden, die gegen m, beziiglich |. |, und gegen
m,, beziiglich |. |, konvergiert. Wegen (3.5) ist daher m, = m,..
Es existiert somit ein m & BL(M), so daB fir alle z & M
m = m, gilt.

Der Filter § konvergiert gegen #2; denn jede Umgebung von
m in (BL (M), t,,) enthilt eine Menge der Gestalt

Fop, D s Ny g,

mitzy, ...z, EM, n,...7,ENund £2& N.

2. Ist § ein Cauchy-Filter in (BLN(M), T, mit dem Limes
m & BL(M), so gilt fur jedes 2 € M und fir die in 1. definier-
ten m, & BLN(M)

”e”dm(s): = EIe”dm(:)—-J‘e”dmz'n(s)‘i S lm—m, |y

somit ist m & BLN (M),
w.z.b.w.

Ist M eine Teilmenge von € und » & C, so setzen wir abkiir-
zend Stern («, M) fur {u} o {z € M : Es gibt ein £> 1, so daB
auch # + £(z —wu) & M}. Es gilt dann die folgende Charakteri-
sierung konvergenter Folgen in (BL(M), ) :

Satz 2

Es sei M eine Teilmenge von € und (m,), fiir ein z, & C eine
[ |.y-Cauchy-Folge. Gibt es zu jedem Punkt f von M* : =
1= Stern(z, M) ein K, < 400, so daB fir alle » € N
|, < K, dann ist (m2,), eine Cauchy-Folge in (BL (M*), T,).

Beweis:

1. Wir zeigen zunichst, daf} fiir jedes z & M* die Folge (m,),
eine Cauchy-Folge in (BL({z}), |.|;) ist und betrachten zu
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diesem Zwecke die MaBe 7, » € N, aus (B,(C), |.|) mit
m, (B) 1= _f e*dm(s), BEB, n & N.
B

Ist 2 € M*, so gibt es ein £ > 1, so daB z, + £(z— z,) € M.
Mit A: = A" ist wegen 2 > 1 und

20 -+ A (20 + Az — 20)) — 20) = 2o + A2(z — 2y)
auch z; + A(z — z,) € M*.

Mit der Holderschen Ungleichung ([4], S. 119) gilt somit fir
beliebiges », /& N

[y =,y = [l - e =] dlm,— m,| (s) <

{1 d my—m | OPF{ [ 1 d [y — s | P,

wobel g gemiB 1/A 4+ 1/p = 1 endlich und positiv ist.
Fir f 1= z5 4+ A(z — zp) ist

s{zo =2 Hp
fomy— 2,y <A 2D oy — e, | (- [y — | ]

< (2 KNP (= L™

2. Jede 7,-Umgebung von o & BL(M*) enthilt wegen (3.2)
und (3.3) eine Menge der Gestalt

VItV (o) mit zy, ...z € M* EEN, e>o0.

Wegen 1. gibt es ein NV & N, so daB} fur alle /, » > NV die
MaBe m,—m, in V', (0) ~ ...~ V' (0) liegen; daher ist
der durch (m,), erzeugte Fréchet-Filter ein Cauchy-Filter in
(BL(M*), Typs),

w.z. b. w.

Ist M offen, so ist Stern (o, M) = M U {o}, daher folgt mit
Satz 2 aus Satz 1
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Korollar 1

Ist M eine offene Teilmenge von C und (m,), eine |.|-Cauchy-
Folge in BL(M) und gibt es zu jeder kompakten Menge F,
FCM, ein K< +o00, so daB fir alle n & N |m,| £ K
so besitzt (#2,), einen Grenzwert in (BL(M), 7,,).

3.2 Der Konvergenzbereich

1. Wir wenden uns nun den in der Einleitung aufgeworfenen
Fragestellungen zu und untersuchen zu diesem Zwecke zunichst
das Konvergenzverhalten des Integrals (2.0) fir ein Mal
m & B(C):

Definition 5

Der Konvergenzbereich K () eines MaBles m & B(C) ist die
Menge aller z € C, fir die (2.1) erfiillt ist; das Konvergenz-
gebiet K%(m) von m ist der offene Kern von K ().

Fir jedes m € B(C) ist XK (m) charakterisiert durch

Satz 3

Ist M’ die konvexe Hulle der Menge M in C, so ist BL(M")
= BL(M), d.h. fur jedes m & B(C) ist der Konvergenzbereich
K (m) konvex.

Beweis:

Mit Lemma 2 ist wegen M & M’ sicher BL(M') & BL(M).
Seien umgekehrt z, ' € M und m & BL(M), dann gilt fir
jedes 4, 0 <A< 1, mit der Hoélder-Ungleichung und p :=
i=1/A>1und ¢ :=1/(1 — 1) >1

I[le().Z'{"(l—}.)z'):l dlml (J> <
Jﬂle”[“5 d|m| (s)]”" : [J‘Ie“"' |(1=29 & | ] (:)]llq =
f|e”] d[m[(s) W Ilg”ld[m'(s)]l/q<+oo
W.z. b.w.
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Satz 3 deckt die Bedeutung der konvexen Mengen fiir die
BL-Mafle in B(C) auf; daher nun kurz die fiir uns wichtigsten
Begriffe aus der Theorie der konvexen Mengen in C:

Definition 6

Eine abgeschlossene konvexe Menge heif3t konvexer Be-
reich. Eine offene konvexe Menge heilt konvexes Gebiet;
sie ist der offene Kern K eines konvexen Bereichs K. Die Stiitz-
funktion s~ H(s; M) einer konvexen Menge M ist durch

(3.6) H(s; M):=sup Re(F-2) flralles& C
s M
definiert.

So hat z.B. die Kreisscheibe K" mit Mittelpunkt z und Radius
e, ¢ > o, die Stiitzfunktion H(s; K) = H(s; {z}) + e|s| =
= Re(F2) + o|s].

Bekanntlich ist s+— H(s) := H(s; M) fur jede konvexe nicht-
leere Menge M eine konvexe Funktion; denn es gilt ([2],
S.23)

(3.7) H(o) = o,
(3.8) H(t-s)=H(s) ¢t furalle s € C und £ > o,

(3.9) H(s 45" < H(s) + H(') furalle s, 5" € C.

Ist M beschrinkt und konvex, so ist s+ H(s; M) stetig.
Weiterhin gilt fiir zwei konvexe Bereiche 4/ und 4/’ in C, wenn
MM

(3.10) H(s; M) < H(s; M) firalles € C.

Mit Hilfe der Stutzfunktion des Bereiches {z}, z € C, lautet
die Bedingung (2.1) fiir ein 7z & B(C) wegen H (s; {z}) = Re(52)

I|e”| d\m|(s) = ‘l‘e”(;;(’”dlﬂd(s) < o0,



Die Darstellung holomorpher Funktionen 57

und es ist wegen (3.4) fur jede konvexe Teilmenge # von X ()
(3.11) [ ) £ [ 75D d|m| ().

Das Integral der rechten Seite existiert fiir kompakte Teil-
mengen F von K°%(m); denn es gilt

Lemma 5

Ist G ein konvexes Gebiet in C und m & BL(G), so gilt fur
jeden beschriankten konvexen Bereich B in G

[P d|m|(s) < +oo,
und .|z ist eine Norm auf BL(B).

Beweis:

B ist kompakt und G ist ein konvexes Gebiet, daher existiert
cin kompakter konvexer Polygonbereich P, so dal B € P C G,
([2], S.36). Mit (3.10) gilt dann H(s; B) < H(s; P) fiir alle
s & €. Hat das Polygon P die n» Eckpunkte z,2, ...z
n & N, so gilt wegen der Monotonie von x — ¢, x & R,

”n?

J' P dm|(s) S [HEN A m|(s) £ X [len| d|m]|(s) < +o0;
F=1
denn wegen P C G sinddie 2z, € G, £#=1,2,...7n, w.z.b.w,

2. Da das Konvergenzgebiet K%(m) mit Satz 3 fir jedes
m & B(C) konvex ist, wird K%(m) eindeutig durch die Stiitz-
funktion s+— H(s; K°(m)) bestimmt. Daher 148t sich ein kon-
struktives Verfahren angeben, mit dem fir jedes » & B(C) das
Gebiet A°(m) bestimmt werden kann.

Wir definieren zu diesem Zweck fiir jedes m & B(C) zwei
Funktionen mit Wertebereichen in R {—oo, + co}:

Fir ¢ € [o,27@), 0 >0 und » > o setzen wir

(3.12)

(g, 0,7) = |m| ({s: |s| < und

arg s—@| < 6 mod 27})
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und
(3-13) lim lim —=log (|| (p, 8, 4-00) — |m| (9, 6, 7)),
8—+0 r—co 4
wenn };Lng |72 | (@, 8, 4+ 00) << + 00;
Ka(p) 1=

lim lim —— log || (@, 6, 7),
6—0 r—co 4

wenn Lil’%l |2 | (@, 6, +-00) = + 0.

(lim kennzeichne dabei den Limes inferior; auBerdem sei stets
log 4+00 = 400 und log 0 = —00.) Es gilt dann

Satz 4

Das Konvergenzgebiet K°(m) eines Mafles 7 & B(C) ist mit
(3.13) der offene Kern D% von

D:= () {z:Re(¢72) < K, (9)}-

& [0,2m)
Beweis:

1. Ist D% == 8 und z € DY, so ist (2.1) fur dieses z erfiillt:
Aus der Definition von D folgt unmittelbar

(3-14)
H(5; D) = sup Re (s2) < |s|- K, (arg s) fiir alle s € C.
z€D

D" ist nicht leer, daher gibt es ein ¢ > 0, so da8 fiir alle s € C
HE {e)) 4+ e |s| £ HEG; D).

Ist D' := D ~{z':|z'| < |z]| + ¢}, so gilt wegen (3.10) und
(3-14)

(3-15)
HE{eh) +e-|s| SHG D) Z |s|- K, (args), s € C,

und damit

(3.16) _[ le*| d|m| (s) < Ie”(?;D')'”l‘l d|m| (s).
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Mit D0 == @ ist fir jedes ¢ € [0, 27) K, (p) > —00; auBerdem
ist fir 6 — |m | (p, 6, 4-00), 0 >> 0, jedes @ & [0, 2) monoton
nicht fallend. Daher gibt es fiir jedes ¢ € [0, 27) ein 6,(¢) > o,
so daB fiir alle 6, mit o <C 6 < 6,(¢p) folgendes gilt:

Falls X, (p) < 4-00:

Km<¢)—§<1i_rg—%10g (I (g, 8, + 00) = |m| (9, 6,7)) £ K., (p)

(3-17)
und || (p,d, +00) < 400, wenn Ll_[.{l |7 | (9,0, + c0) << 400,
bzw.
K, (p)—=<lim ——log (|| (p,8,7)) £ K.(9)
(3.18) P00
und || (p,d, 4 00) = 400, wenn gi_r’r(} |m2| (p, 8, + 00) = +co0.

Falls K, (¢) = +o0:

2] + —z—< ]i_m_%log (]m] (p, 6, +00) — |m| (g, 9, 7’))
(3.19) e

und |m|(<p, 6, +00) < +o00.

Die Funktion s — H (5; D") ist gleichmiBig stetig auf {s : |s| = 1};
denn D’ ist beschrinkt. Es gibt daher ein f > 0, so daB fiir alle
@, p E [0, 27) mit |g—y|<p mod 2n

(575 DY) — H(; D) < ]y,

Fir 0(p) € (o, min (8, 6,(9))), ¢ € [0, 27), bilden die offenen
Intervalle (¢ — 6(p), ¢ + 0(p)) mod 2z ein Uberdeckungs-
system des Kompaktums [0, 2z]. Mit dem Heine-Borelschen
Uberdeckungssatz existieren somit Werte @;, @, . . . @yin [0, 27),
so daf3 mit

Spi={s:largs—q,| £ 6(py) mod 27}, £=1,2, ... N,

N

k=1
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und fiir alle ¢ € (9, — 6(®,), ¢ + 6(py) und £ = 1,2,... N
H('% D" < H(e%; D) + ¢/,.

Mit Ny 1= {£: K, (p) < +oo}und N, := {1,2,... N}\ N,
folgt damit aus (3.15) und (3.16)

flestdlml () < 27 JerlEnen=19d |m| (5) +

EEN, S

+ 37 [l s+t g ) (s).

ECN, S

Damit gilt

+o0
Jlestdlm| () < Y [ ermen-ta glom| (g,, 6(ps), 7) +

EEN, r=0

+ 0o
+ 2 J et dlm| (g, (), 7).
kEN, r=0
Da fir jedes 2 & {1,2,... N} mit 6 < d(p,) eine der Bedin-
gungen (3.17) bis (3.19) erfiillt ist, folgt mit den bekannten
Formeln fiir die Abszisse der absoluten Konvergenz von ein-
dimensionalen Laplace-Integralen ([10], S. 46) die Bedingung

(2.1).

2. Ist 2 & D, so ist (2.1) nicht erfullt; denn dann gibt es ein
@ € [0, 2m) und ein € > 0, so daf}

Re(c72) = K,,(p) + e
Da der Fall K, (¢) = —oo eintreten kann, setzen wir

K, () 4 ¢ falls K, (p) >—00,

Y@ =152 falls Ko(g) = —oo.

Es gilt damit in jedem Falle Re(¢?2) > /(p). Wir wihlen wie-
der ein d(p) > o, so dal} die entsprechende der Bedingungen
(3.17) und (3.18) erfiillt ist und zugleich fiir alle » € (¢ — 6(p),

¢ + 0(¢) gilt:
Re(eVs) = H(e "5 {2}) > Ug) —*]2.
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Damit ergibt sich mit S := {s:|arg s — ¢| £ (¢) mod 2z}
Jlestdlm|(s)y = [lee]dm|@) = [ WD d|m|(s) 2
5 §

+ 00
2 J‘ o (@)=e]y) dlml (fp, 5(‘?): 7)'

r=0

Dieses eindimensionale Laplace-Integral divergiert wegen (3.17)
bzw. (3.18) und ([10], S. 46), w. z. b. w.

Korollar 2

Fir jedes konvexe Gebiet G in C gibt es ein 72 & B(C) mit
K(m) = G.

Beweis:

Fir das Borel-Lebesguesche Flichenmall 4 gilt X9(4) = 0
und fir m = o ist K%(m) = C. Es sei daher G == 8 und ¢ %= C,
dh. HE;G) > —oofiiralle s€ Cund @ := {p: H(e"; G) <
< +00} #+= 8. Ist u ein positives MaBl auf B ([o, 2)) mit
Supp # = @ und u(fo, 27)) = 1, sowie ¢(x) : = o fiir x = + 00
und ¢(x) 1= ¢™* flir —oo < x << 400, so gilt K%(m) = G fur
das Mal 7 mit

400 2n

m(B) = f j xs(r-€%) e(r-H(e'%; G)) du(p) dr, BE B.
o 0

W.z.b.w.

3.3 Die Laplace-Transformierte

Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Funktionen f,
die durch Laplace-MaBe . & B(C) mittels (1.1) dargestellt
werden kénnen:

Definition 7
Ist e & BL(M), M = C, so heil3t die Funktion

(3.20) sz [erdm(s), € M,

die Laplace-Transformierte von .
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Satz 5

Enthilt fur ein 7 € B(C) der Konvergenzbereich K () einen
Punkt z, mit einer Umgebung {z: |z — z| < 6}, 6 > o, so ist
die Laplace-Transformierte von » holomorph im Punkte z,.

Beweis:

Fir jedes » € N ist mit S,:= {s:#n—1 < |s| << n} offen-
sichtlich

s [etdm@s) = Y% ; { 25, () s* dm(s)

Sn

eine ganze Funktion in C. Wegen Lemma 3, (3.11) und Lemma g
konvergiert die Reihe

(3.21) fe@ =2 j et dm(s)

in jedem Bereich {z:|z—2)| < '}, 0 << ¢ <5, gleichmiBig.
Somit ist f nach dem Weierstrafl’schen Reihensatz holomorph
in 2. W.z. b.w.

Fir alle # & N und jedes ¢’ <C 6 gibt es ein 4 < + 00, so dal3
firalles & C
| | é{ | < A- d|:

Daher folgt durch formale Differentiation der Reihe (3.21):

Korollar 3

Ist der offene Kern M° von M, M < C, nicht leer und ist
m & BL(M), so gilt fur die n-te Ableitung der Laplace-Trans-

formierten f von
(3.22) =)= Is" e dm(s), zE M.

Enthilt K () keine inneren Punkte, so ist die Laplace-Trans-
formierte f von e i. allg. nicht {berall differentiierbar ([11],

S. 28).
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3.4 Laplace-MaBle mit beschrinktem Triger

Ist der Triger eines Laplace-Males beschrinkt, so kann die
Laplace-Transformierte von 7 unmittelbar charakterisiert wer-
den. Die in der Einleitung aufgeworfenen Fragen kénnen dann
alle mit bekannten Sitzen beantwortet werden:

Definition 8
Ist S eine abgeschlossene Teilmenge von C, so bezeichnet

BL(M,S) den (linearen) Teilraum der MaBe » in BL (M) mit
Supp m = S. BLN(M, S) ist BLN(M) ~ BL(M, S).

Liegt fir ein m € B(C) Supp m in {s: |s| < 4}, 4 < + o0,
so ist m & By(C) und es gilt fiir alle z &€ C und S := Supp m

(323)  |mly = [leld|m|s) £ e m|(S) £ M |m].

Daraus ergibt sich

Lemma 6

Ist der Triger S eines MaBes m & B(C) kompakt, so ist
beschriankt und s+ ¢°* fiir alle 2 € C m-integrierbar. Liegt S
in der Kreisscheibe {s: |s] < A4}, 4 < 4 o0, so ist die Laplace-
Transformierte f von  cine ganze Funktion vom Exponential-
typus A4, d. h. es gibt ein K < 400, so dal} fir allez &€ C

|f(2>| é K - gA|Z|‘

Mit (3.23) ist das lineare Funktional (3.1) fir jedes z & C be-
schrinkt Gber (B,(S), [|.[), wenn S kompakt ist; und es gilt mit
Satz 1

Satz 6
Ist S C € kompakt, so sind die Riume (BL(C, S), 7¢) und

(By(S), |.1) homsomorph unter der identischen Abbildung; der
Raum (BL (C, S), v¢) ist durch |.| metrisierbar.

Mit einem Satz von G. Polya ([5], S. 98) 146t sich Lemma 6
in folgender Weise umkehren:
6 Miinchen Ak. Sh. 1968
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Satz 7

Ist die Funktion z+— 3>'1% a,2", z € C, vom Exponential-
typus A, A < 400, so ist sie Laplace-Transformierte des Ma-
Bes 7z mit Supp m = S := {s: |s| = A4 4 ¢}, ¢ >0, und

m(B) = SS,CB(S) ( i 0 "H ) ds, B & 3.

2mi

3.5 Die Darstellung holomorpher Funktionen

Laplace-MaBe mit nichtleerem Konvergenzgebiet kénnen mit
Satz 3 zur Darstellung holomorpher Funktionen einer komplexen
Verdnderlichen als Laplace-Integrale herangezogen werden. Von
grofBtem Interesse ist die Frage, ob damit die Gesamtheit aller
holomorphen Funktionen erfaBt wird. Wir zeigen, daf3 die Ant-
wort auf diese Frage positiv ist:

Jede holomorphe Funktion einer komplexen Verdnderlichen
kann lokal als Laplace-Transformierte eines Males 7 & B(C)
in der Form (3.20) dargestellt werden.

Eine im Punkte ¢ & C holomorphe Funktion f ist genau dann
Laplace-Transformierte eines Malles #m & B(C), wenn die im
Nullpunkt holomorphe Funktion z+— f(z 4+ a) Laplace-Trans-
formierte eines MaBes m, & B(C) ist; denn mit m, = &, (m)
und Lemma 1 ist

flz+a) = ‘[e’(”“) dm(s) = jc” dm,(s).

Fir die Darstellung der im Nullpunkt holomorphen Funktionen
gilt

Satz 8

Ist f einein M:= {z: |z| < R}, 0 << R < + 00, holomorphe
Funktion, so ist f die Laplace-Transformierte eines Males

m & BL(M).

1 Dieser Satz ist bereits in [1], S. 64, formuliert, jedoch gilt der dort skiz-
zierte Bewels nur fiir gewisse ganze Funktionen.
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Beweits:

Wirsetzenfir &N s, := (£ + 1)/Rund S, : = {s:|s| = s5,}
und konstruieren damit die Folge (,), aus B(C) mit

i (4)
mww=2“g? 15() 5, BEB, nEN.

£=0

Fiir jedes # & N ist Supp m,, beschrinkt, daher ist m,, € BL(C).
Mit dem Residuensatz gilt fir alle 2 € M

(3.24) lim [ dm,(s) = lim D] /
n—00 7—00 k=0

Wir zeigen nun, dafl die Folge (#2,), in M die Voraussetzungen
von Korollar 1 erfiillt und damit in (BL (M), 7,,) einen Grenz-
wert m besitzt, fur welchen mit (3.24) fur alle z € M

(3.24") f@) = [ dm(s).
1. (m,), ist in BL(M) eine |.[-Cauchy-Folge; es ist ndmlich

2 4 (o)
I} < 3 AP

Mit 2 Rfe << » < R und den Cauchyschen Ungleichungen

£l
vk’

/OO =M, T M, <00, REN,
gilt fir 2 > 1

”

%! e \*
— < oz (_)
” 7”” 1’l1 ” = Mr’ k=41+,1 (é + l)k 2 N

Die rechte Seite ist Abschnitt einer konvergenten Reihe.

2. Fir jedes 7, o <<¢ << R, ist mit 7" := {z: |z| < ¢} die Fol-
ge (|m,]7), gleichmiBig beschrinkt: Es ist ndmlich fiir alle
ne N

lmalr = 2 =

6*
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Weiterhin gilt mit v := R - /"®2% sowohl v < R als auch
fir alle £&E N

(325) <o) iR

= 1

Denn fur jedes £ & N ist mit der Ungleichung nach Stirling
Bl < (bl B AR
mit 5, = (44 1)/Rund mit r < R

SEE ) f(k+1)l A1

kR ¢
sho = 1)t ACBRE = < (27)

2R

t-|.4

Das Maximum von 4 — U2 . o #@-O2& 2~ o wird fiir
£ = R|(R — t) angenommen, damit ist (3.25) bewiesen.
Damit gilt gleichmiBig fir alle # € N mit v <Z R

(4)
[,y < e}/ 228 Z /O 4,

Mit f, = max | ()| fur 2 << R und den Cauchy-Unglei-
chungen ist
2me R o (v \k
I, < e}/ 225E £, b} ()"

Somit erhalten wir fir alle z € Nund R - P28 — ¢y < R

Vo, |, < eRV 2neR y
” VE—t(w—v) 7%
Da fin {z: |¢| < w}, w < R, holomorph ist, sind die Normen

72,7 mit festem 7 = {z:|z| <¢}, o< ¢z <R, gleichmiBig
beschrinkt.
Nach Korollar 1 existiert also in (BL(M), 7,,) der Grenzwert
m mit
SR -
(3.26) m(B) = > )‘2&55 5l M ., BE®,

Tz
&=0 Sk
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und

(3.26") < RVameR oy £,

[}
| a0 = VRE—¢(w—v) |z FilEe

wobel 0 <7 # <7 v = R+ PRE 4 «~ R Daher ist m &
& BL(M), w. z. b.w.

Bemerkung:

Ohne weitere Umstiinde lassen sich auch darstellende MaBe
angeben, die totalstetig bezliglich A|® sind, so daB (3.24') er-
fullt ist. Jedoch ist dann der von ¢, v, w abhédngige Faktor fiir die
Abschitzung der Form (3.26") gréBer als der in (3.26") angege-
bene. (A|®B bezeichne dabei das Borel-Lebesguesche Flichen-
mab in C.)

Im Hinblick auf Frage (b) der Einleitung interessiert natiir-
lich eine Verallgemeinerung von Satz 8 auf allgemeinere als
Kreisgebiete. Wir geben nun zweit Erweiterungen, die die Wirk-
samkeit der Darstellung durch Laplace-Mafie unterstreichen,
deren Beweise jedoch (im Gegensatz zum Beweis von Satz 8)
nicht konstruktiv sind :

Satz 9

Ist das Gebiet &' der Durchschnitt endlich vieler beschrinkter
offener Kreisscheiben, so gibt es fiir jede in G holomorphe Funk-
tion f ein m & BL(G), so daf}

(3.27) f@) = [ e dm(s) fiir jedes z € G.

Beweis:
G besitzt die Gestalt
G = ﬂzilG-
(3.28) mitG; = {z:lz—aj[<?'j} a; €C, o<r;<<+o0,
Jj=1,...n n& N

Wir beweisen (3.27) durch Induktion nach »:

1., = 1"t Dann ist G = {z:|z—a,| <7 }. Die Funktion
z+> f(z + @) ist holomorph in M := {z:|z| <7} und besitzt
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wegen Satz 8 eine Darstellung der Form (3.27) mit einem
m & BL(M). Mit Lemma 1 ist das MalB my := ¢, (m) aus
BL(G) und es gilt fir |z| <7z

flz+a) = J‘e”dm(s) = fe""“') dmy(s).

2. ,m+>n-1“: Dann ist G = G, N ();2,G;. Eine in G
holomorphe Funktion f ldBt sich in G zerlegen in der Form
f =i+ /e wobei fyin G, und f, in {);Z; G; holomorph
ist; dies folgt aus der Losung des sogenannten ,ersten Cousin-
schen Problems* fir eine komplexe Veridnderliche ([5], S. 13).
Nach Induktionsvoraussetzung und 1. existieren zwei Male
my & BL(G,,,) und my & BL(();2,G;), so daB mit m =
= my + my die Gleichung (3.27) in G erflllt ist. W.z. b, w.

Satz 10

Ist G ein beschrinktes konvexes Gebiet und G* D & offen, so
besitzt jede in G holomorphe und in G* meromorphe Funktion
f in G eine Darstellung der Form (3.27) mit einem m & BL(G).

Beweis:

f besitzt nur endlich viele Pole z,, ... 2, in G*\ G. Ist %,
der zu z, gehdrende Hauptteil von f, so besitzt f die Darstellung
f=g+=m+4r+ .-+ 2, wobel g in G* und damit in einem
Gebiet G'D G der Gestalt (3.28) holomorph ist. Mit Satz 9
besitzt ¢ eine Darstellung (3.27) in . Die Hauptteile %, kénnen
mittels eindimensionaler Laplace-Integrale lings geeigneter Ge-
raden g, in C dargestellt werden, so daBl (3.27) fur f erfillt
ist. ([11], S. 33). W.z. b.w.

Mit Satz 5 und Satz g ist, wenn G von der Gestalt (3.28) ist,
der lineare Raum der in G holomorphen Funktionen algebraisch
isomorph zum Quotientenraum BL(G)| BLN(G).

Weiterhin lautet das Prinzip der analytischen Fortsetzung ho-
lomorpher Funktionen in der Darstellung durch BZ-MafBe:

Korollar 4

Ist das Gebiet G von der Gestalt (3.28) und f eine in G holo-
morphe Funktion, die in einem Gebiet G', ¢’ & G, mit einem
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m' & BL(G') eine Darstellung der Form (3.27) in G’ besitzt, so
existiert ein NullmaB » & BLN(G"), so dal mit m 1= m’' 4+ »n
in G

flz) = Ie” dm(s).

Beweis:

Ist K°(m') 2 G, so ist die Behauptung trivial. Ansonsten folgt
mit der Existenz von m & BL(G) auch die Existenz von » =
= m —m' aus Satz 9. (Ist K°(m') echt in G enthalten, so liegt »
nicht in BLN(G)). W.z. b.w.

Bemerkung:

Bekanntlich kann eine im Nullpunkt holomorphe Funktion £,
falls sie durch eine Potenzreihenentwicklung um den Nullpunkt
gegeben ist, mit dem Borelschen Summationsverfahren in ihren
(konvexen) Borel-Stern analytisch fortgesetzt werden ([3], S. 302).
Die bekannte Darstellung mit einem eindimensionalen Laplace-
Integral kann in die Gestalt (3.27) transformiert werden, falls fir
den Integranden (d.i. die sogenannte zugeordnete Funktion
von f) die Darstellung von Satz 7 verwendet wird. Das resultie-
rende Laplace-Integral konvergiert jedoch nur in einem echten
konvexen Teilbereich des Holomorphiegebietes von f, auch wenn
dieses eine Kreisscheibe ist ([11], 5. 36).

4. Die Eindeutigkeit der Darstellung durch Laplace-Mafle

Im Hinblick auf Frage (c) der Einleitung werden wir in die-
sem Abschnitt solche Teilmengen 4/ und S von C charakterisie-
ren, fiir welche BLN (M, S) nur das triviale Nullmafl 2z = o
enthilt; so daBl die Zuordnung

m—s (z — Ie”dm(s), z EM), m & BL(M,S),
5

1-1-deutig ist. Unsere Ergebnisse, die Sitze 13, 14 und 15 sind
in diesem Sinne Eindeutigkeitssitze fiir die Darstellung holomor-
pher Funktionen durch Laplace-MaBe.
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Enthilt M eine Umgebung der Null, so gilt fir jedes
m & BLN(M, S) neben

(4.1) _[e” dm(s)y=o0 furalles& M
§

wegen Korollar 3 auch

(4.2) Is"a’m(:):o fir w=0,1,2,....
s

Ist § kompakt, so ist mit Lemma 6 jede Lésung des Momenten-
problems (4.2) auch Loésung von (4.1) mit 4 = C. Die Lésungs-
riume von (4.1) und (4.2) sind fir kompaktes S und & = C
also gleich.

Bei unbeschrinktem S dagegen ist nicht jede Losung von (4.2)
zugleich Loésung von (4.1); denn sonst wirden sich die beiden
folgenden bekannten Tatsachen widersprechen:

(A) Fiur S = {s: Im(s) = o} reduziert sich (4.2) auf ein Ham-
burgersches Momentenproblem, das nach Stieltjes von
Null verschiedene Losungen 2 & B(S) besitzt mit K°(m) =
= {z: Re(z) << o} ({10], S. 123).

(B) FirS = {s:Im(s) = o} hat (4.1) mit M= {z:|Re(2)| < f},
p > o, wegen des Eindeutigkeitssatzes der bilateralen ein-
dimensionalen Laplace-Transformation nur die Losung » =
= o ([10], S. 243).

Es bieten sich zwei Wege an, das Problem (4.1) unter Verwen-
dung des Momentenproblems (4.2) zu losen: Man lost das Mo-
mentenproblem (4.2) mit der Nebenbedingung (2.1) flr alle
z & M — oder — man transformiert (4.1) durch eine Variablen-
substitution in eine Form (4.2).

Wir wollen uns in Abschnitt 4.2 ausschlieBlich der zweiten
Methode bedienen.

Enthilt die Trigermenge S eine Kreisscheibe, so gibt es we-
gen Beispiel 1 in BLN(C, S) sicher von Null verschiedene Null-
mabBe. Eine notwendige Bedingung dafiir, dall BLN (M, S) nur
das triviale NullmaBl 7 = o enthilt, ist daher (unabhingig von
M): Der offene Kern von S ist leer.



























