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I. Einfiithrung

Wir betrachten im Raum die Bewegung von 3 Massenpunkten
Py, Py, Py mit den Massen 1y, m,, m2y, die sich gegenseitig ent-
sprechend dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen.
Wenn wir die Punkte auf ein festes rdumliches kartesisches
Koordinatensystem bezichen und ihre Ortsvektoren in diesem
System x,, %5, ¥3 nennen, ferner mit (. . .); die Ableitung nach
der Zeit # bezeichnen und ein MaBsystem verwenden, in dem die
Gravitationskonstante den Wert 1 hat, dann lauten die Diffe-
rentialgleichungen fir diese Bewegung, also die Differential-
gleichungen des Dreikérperproblems

5 om(EH—3) 7y (B3 — 1))
P meEp |Bm—ap

(1) 9? . _'ms(z;"‘/‘—‘;) + 7y (X1~ Zy)
2= [Z-amF | [A-AF

5 m(Be—F) |, @5

Xg = _T_T»-a—_f__—»_‘#

|7~ 5| | %=

Wir geben fur einen bestimmten reellen Zeitpunkt ¢ = ¢, ir-
gendwelche endlichen reellen Anfangswerte ¥ (¢y), X (2y), %3(2y)
der Ortsvektoren vor, fur die keiner der Abstinde der Punkte
P,, P,, P, verschwindet, und dazu beliebige endliche reelle An-

fangswerte :?1 (20), 532(10), Z4(¢,) der Geschwindigkeiten. Die durch
diese Anfangswerte bestimmten Ldsungen von (1) sind dann in
einer gewissen Umgebung von # = /; reguldre Funktionen von ¢.
Durch analytische Fortsetzung kénnen wir den urspringlichen
Definitionsbereich erweitern und erhalten so fiir die Koordinaten
der Massenpunkte in einem gewissen Bereich analytische Funk-
tionen der komplexen Veridnderlichen ¢ Thre im Endlichen ge-
legenen Singularititen ergeben sich durch das Verschwinden
mindestens eines der Abstinde der Massenpunkte Py, Py, Ps.
Da die allgemeine Losung von (1) nicht angegeben werden
kann — vergl. [12] § 5 —, haben als erste T. Levi-Civita [7],
G. Bisconcini {4] und K. F. Sundman {13] singulire Stellen
und die dafiir giiltigen Reihenentwicklungen dieser Lésung un-
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tersucht. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Untersuchun-
gen, die durch T. Uno [15], D. Belorizky [1], [2], [3] und an-
dere fortgefithrt wurden, zu einem gewissen Abschlul3 zu bringen.

Nach einem kurzen Uberblick iiber die bekannten Arten von
StoBen in Abschnitt IT bestimmen wir in I11 asymptotische Lo-
sungen einer Normalform eines speziellen Differentialgleichungs-
systems, auf die sich die Bewegungsgleichungen (1) transformie-
ren lassen. Dabei wird eine neue Ableitung von C. L. Siegel [11]
fir ein Ergebnis von J. Horn [6] etwas verallgemeinert.

In IV betrachten wir den reellen Zweiersto zusammen mit
seinem reellen und seinem komplexen Ausartungsfall, dem reellen
DreierstoB und dem ,,gemischten Sto8‘‘ (vergl. II). Wir erhalten
mit den Ergebnissen von III unter gewissen Voraussetzungen
auch bei Zulassung komplexer Koordinaten und Zeiten dieselben
Resultate, die K. F. Sundman [13], [14] und C. L. Siegel [11]
bei Beschrinkung auf reelle Verdnderliche fiir den Zweier- und
den Dreierstol3 fanden. Im Fall des gemischten StoBes wird eine
Behauptung von D. Belorizky [3] bestitigt, deren Beweis noch
fehlte.

In V untersuchen wir einen Sonderfall des reellen DreierstoBes,
der im Komplexen auftritt, wenn man bestimmte in IV voraus-
gesetzte Bedingungen durch andere ersetzt. Dabel zeigt sich, da3
die Differentialgleichungen (1) auch Reihenentwicklungen nach
In 2 und nur irrationalen Potenzen von ¢ als Lsungen besitzen.

Abschnitt VI bringt schlielich ein Beispiel von J. Lense zum
»DreierstoB3 2. Art** (vergl. II), bei dem reelle Anfangsbedingun-
gen zu diesem komplexen Stof} fithren. Mit diesem Beispiel wer-
den Ergebnisse von P.Sémirot [10] und H. Selder [g] be-
stdtigt.

I1. Stofle erster und zweiter Art

Im Komplexen folgt aus |¥ — 3| = o nicht notwendig ¥ = ¥
wie im Reellen. Daher kann der Abstand zweier Punkte Null
sein, ohne daB3 die beiden Punkte zusammenfallen.

Wir wollen mit H. Selder [9] das Zusammentreffen von Mas-
senpunkten in etnem Raumpunkt als ,,St0f erster Art'* bezeich-
.
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nen, das Verschwinden des Abstandes zweier Punkte, die sich
nicht am gleichen Ort befinden, als ,,Sf0f zweiter Art'‘. StoBe
zweiter Art sind also nur im Komplexen moglich. Stéfle erster
und zweiter Art fithren beim Dreikérperproblem zu Singulari-
titen der Lésungen, weil dabei mindestens zwel der rechten Sei-
ten von (1. 1) unstetig werden.

Eine Transformation der Gestalt f — #, = ¢ dndert die Glei-
chungen (I.1) nicht. Wir kénnen deshalb ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit als Zeitpunkt fiir das Auftreten einer bestimm-
ten zu untersuchenden Singularitit immer = 0 voraussetzen.

Im Reellen gibt es beim Dreikdrperproblem nur die beiden
Fille des Zweier- und des DreierstoBes erster Art. Sie wurden
unter Beschrinkung auf reelle Zeit und reelle Koordinaten von
K. F.Sundman und C. L. Siegel vollstindig behandelt: [11},
[12], [13], [14]-

Im Komplexen erhidlt man bei geeigneter Numerierung der
dret Massenpunkte noch die folgenden weiteren Méglichkeiten:

Einfacher Zweierstofy sweiter Art: |X, — ;| verschwindet
trotz x; = X,, withrend |¥; — 3| und |%, — ;| von Null ver-
schieden sind. Die Punkte P;, 7, liegen also auf einer isotropen
Geraden, wihrend P, auBlerhalb dieser und der beiden anderen
durch P; und P, gehenden isotropen Geraden der Ebene Py, Py,
P, liegt.

Doppelter Zweierstofy zweiter Art: Die Abstinde |7, — 2|
und |%, — ;| verschwinden trotz ¥, == ¥; = ¥,, wihrend
| X, — %, | von Null verschieden bleibt. Die Punkte P, P, liegen
dabei je auf einer der beiden durch P; laufenden isotropen Ge-
raden der Ebene Py, P,, P;.

Durch Gleichsetzen von 7, (0) und 7, (0) 1iBt sich der ein-
fache Zwelerstof3 zweiter Art in den reellen Zweierstof3 erster Art
Uberfiihren. Dagegen ist ein doppelter Zweiersto3 nur im Kom-
plexen moglich, d. h. ein doppelter Zweiersto3 ist immer von
zweiter Art.

Die beiden Fiille des einfachen und des doppelten ZweierstoBes
zweiter Art wurden von T.Uno untersucht [15]. Er erhielt
Reihenentwicklungen der Koordinaten der Massenpunkte nach
Potenzen von £ bzw. £,
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Dreierstoff sweiter Art: |Z,—Z%y|, | T — 3], | %3 — %] ver-
schwinden gleichzeitig trotz x| == ¥, == ¥, == ¥;. Py, Py, P; liegen
also an 3 verschiedenen Stellen einer isotropen Geraden.

Fiir diesen Fall fanden D. Belorizky [1], [2] und H. Selder
[9] Potenzreihenentwicklungen der Koordinaten der Massen-
punkte nach 7" und #”.ln #, unter gewissen Bedingungen
nach £ allein, vergl. auch [10].

Gemischter Stofi: Die drei Abstinde |¥;, —7%,|, |, —73],
| ¥y — #; | verschwinden gleichzeitig, aber jetzt ist %) = %, == &5,
Wir haben zwischen 7}, 2, einen Stof} erster Art und gleichzeitig
zwischen P, Py und P,, P, je einen Stof} zweiter Art. Py, P,, Py
liegen auf einer isotropen Geraden, £, 2, fallen zusammen.

Obwohl der Dreiersto3 zweiter Art in den gemischten Stof3
{ibergeht, wenn man ¥, (0) = %, (0) setzt, lassen sich die Dreier-
stoBlésungen von Belorizky-Selder nicht zu Loésungen des
gemischten Stofes spezialisieren.

Im Abschnitt IV werden wir den gemischten StoB3 ausfiihrlich
behandeln. Dabei werden die Differentialgleichungen (I.1) auf
eine Normalform transformiert, die uns einen Uberblick iiber die
Gestalt simtlicher in Frage kommender Lésungen ermdéglicht.
Diese Normalform wollen wir daher zunichst untersuchen.

III. Asymptotische Liosungen eines Differentialgleichungs-
systems
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

d’ri g
(1) —— =Mt ex, )+ Pixn ..x) (E=1,..., 7).

Die P, seien in einer gewissen Umgebungvon x; = ... =22, =0
konvergente Potenzreihen der Variablen x,,...,x, ohne kon-
stante und lincare Glieder. Die A, und 4,¢; seien komplexe Kon-
stanten in der Anordnung der Jordanschen Normalform einer
Matrix, d. h. fur ;= 4,,, (1 <7+ £ < #) hat man stets auch
A=Ay =....=2RA, fir i=1und fir alle i =2,...,n
mit A, A;_; ist ¢,=o0, fir L, =4_, (f=2,...,n) kann
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e; =1 oder = o sein. AuBlerdem seien die Variablen x; so nu-

3

meriert, dal fiir die reellen Teile p; der 4, gilt

(2) 0>0=20=...20,; o=ofiri=p+1,...,n
Wir suchen Ldsungen des Systems (1) mit der Eigenschaft

(3) x; — o fliir Re s — oo.

Diese Aufgabe haben J. Horn [6], P. Bohl [5] und mit der
Einschrinkung o, 3= 0 C. L. Siegel [11] behandelt. Im folgen-
den werden wir im wesentlichen auf dem von Siegel angegebe-
nen Weg, aber unter Zulassung von g, = o fiir einige oder alle 7
mit p <7 < 2 die Lésungen von (1) mit der Eigenschaft (3) be-
stimmen. Die Konvergenz der in Frage kommenden Reihen fur
genligend grofle Re s (vergl. Fuflnote 1) hat J. Horn nachge-
wiesen. Wir kénnen uns daher auf die formalen Reihenentwick-
lungen beschrinken.

Wegen

|2 < x| fir o<|x;| =e<1 (=1,...,n)

betrachten wir zunichst die Lésungen des homogenen Systems.
Die ersten p von ihnen streben gegen Null fiir Re s — co. Die
librigen sind entweder konstant oder wachsen mit Re s {iber alle
Schranken, sind also wegen (3) unbrauchbar, wenn sie nicht
identisch verschwinden. Wir versuchen deshalb, (1) durch Po-
tenzreihen in den ersten p Lésungen des homogenen Systems
zu erfillen.
Dazu fihren wir neue Veridnderliche ein (vergl. [11]) durch

@) x=y+X:(x,..,%,) (=1,...,n)

(5) Xi= 2 a,.. 5, X1+ - 23# (g; nichtnegativ ganz)
st gy >1

mit spiter zu bestimmenden Potenzreihen X; ohne konstante und

lineare Glieder in den ersten p Variablen xy, ..., x, allein und

setzen wegen (3)

! J.Horn untersucht Systeme der Gestalt (22). Diese werden durch (21)
und eine lineare Transformation auf die Gestalt (1) gebracht.
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(6) y,=o0 fir 7 >p
d. h. x; =X, (xq, ..., x,) fir 7>p.

Weiter setzen wir

) =yt Y,y 5 E=1,...,p0)

8) V= > N G s Y1 - ¥5# (g nichtnegativ ganz)
st tap>1

mit Potenzrethen Y. ohne konstante und lineare Glieder. Wir

H

erhalten aus (4), (5), (6), (7), (8)

(9) Y + Z 61'.;, ..... £p yfl SRS .y}l =

g;+...—‘r-gp>1

SR N (e (R e
4‘...+A’},>1

Durch Koeffizientenvergleich kann man damit die 4, o

eindeutig aus den Koeffizienten der X, berechnen, da die ¥, mit
Gliedern mindestens zweiten Grades beginnen.
Differentiation von (4) liefert

dx dy, 70X, dx,
e D
ds = ds + j_—_—-/l ox. ds (Z =4 ) 72)

Mit (1), (4) und (7) wird daraus

(it ez )+ Pi= Ay, +eyi) A (X, 4+ e, X, )+ P;=

i vi—1/ 5
dy, o, o B
= T 2 (4 + e ym0) + A4 (Y; 46, Y, _) + P
J=1 7
oder
\ d)/x 5
<lo) dS_ = }'x' (J'i + gi.:vz'-l> + Ri (2 =1,..., 72)
mit

(ll) Ri = ;'i <‘/\— + ("X’i—l) + Pl' —_

= (,‘1 B0y + 69,0+ 4(+ 6 1,0 + Bl

J=1
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Die R, sind Potenzreithen ohne konstante und lineare Glieder in
Y1+ -+ ¥y, wenn man die xy, ..., x, nach (6), (7), (8) durch die
neuen Verdnderlichen ersetzt:

Xi(x, o ~’xp) =4X; ((}'1+ Y, .- (.yp+ Yp))r

o.x, 9.X,
(12> W(xly“"x;) =W((}'1+ Yl)y R ) (yp+ Yp)))
J J
P.(xy, ..., x,) =
= P;‘((J’1+Y1>: . -’<J’p+ Yp): Xp+1[(9’1 +Yy, ..
C7% S AIITHE
Nun wollen wir die a;, £ in (5) so bestimmen, daBl moglichst

viele Glieder der Potenzreihenentwicklungen der R; verschwin-
den. Fir den Koeffizienten P istryensy des Potenzproduktes y{*... y5#

von R;erhalten wir wegen (12) aus (11)
(13) rx',gl ..... £p = 2’:’ (ai,g, ..... £p + €s ai—l,g, ..... gp) -

;Y
- Z & }'j Ligron &y

J=1
p‘v
1
— _22 ¢ }‘j <gj = 1> al’v!lv!i--:&’j..1—1.!j‘+1,-vlp +
j=

+ gi, E1eadp =

}4
= I N
— (}'i < & ;'J') @i g1y £p

Jj=1
‘i 1
- .212 ejzj(gj + 1) ax'.gl,g,..,gj_l-—l,gj-}-1,,,47; +
J=
+ Z" e" ai"lv!n--é’p + qt'.gl,.,gp (2. =1, ., 71)'

Dabei sind in ¢;, ., die Koeffizienten aus 7; und solchen

ép
Potenzprodukten zusammengefal3t, die sich durch Produktbil-
dung aus Gliedern mit einem Grad << g = g, + -+ + g, er-

geben. Ordnen wir die @ und 7 _ lexikographisch nach

1 An der Stelle j—1 steht g;_y —1, an der Stelle j steht g; 4 1, die

ubrigen Indizes sind die gleichen wie bei 7; ,, 2
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£ 81 &pt G=1,...,m g1, ...,8, 20; g >1), so er-

scheinena; , . . und7z;, . nacha,_,,  und nach allen
» » ?

e g1~ g+ Loty (7 =2, ..., p), ebenso nach allen a___,

diein ¢; , tp enthalten sind.

a

Entsprechend unserem Plan kénnen wir

(14) Pk oty = O
setzen, wenn
?
(15) /1;—.21&-3/# o
=

erfullt ist, und erhalten damit eine Gleichung, aus der %1y

eindeutig aus ,,friitheren‘' 2 und aus g, berechnet wer-
£ -.&’p

den kann. Gilt dagegen
?
(16) i — Zl g A =0,
e

so tritt @, , in (13) nicht auf und »; ist festgelegt.

LELEy
Fur die ,,spiteren‘ Gleichungen (13) setzen wir in diesem Fall

1y

(17) ax',g,,...,gp = 0.

Wir haben also:
Fﬁrgzz; L= ... :gp_1=0, gp=2:

i=1:710. . .0e=G—24)a,. 02+ 710,...02
i=2:750  02=(A—24)as, o2+ Aesayo. 02+
+ g2,0,....0,2

E1= -+ T Lp-2 =20, L1 =g = 1:

2= 1317y4,.,.,011 (4 — ;'p—l — ]‘p) 41,0,...0,1,1
ey hy2a0, 02 910,011
=275 011 = (A= Ay — Ap) @20, 010

&y }‘p 2ay,, .02+ Ay ey a,0,...,0,1,1 5
+ ¢a0,....01,1
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Injeder Gleichung tritt genau eine neue Unbekannte auf. Diea
die . und dann aus (9) die & sind also der Reihe nach ein-
deutig berechenbar.

Wegen (2) gilt (15) fiiralle 7 >p. Alsoist R, , ;= ... =R, =0,
und die Gleichungen (10) sind vertriglich mit (6), d. h.
Ypr1= ... =y,=0,daauche, ; =o0.

Weiter zeigt (10), daB (3) wegen (2) nur mit (6) erfiillt werden
kann. (6) ist also notwendige Bedingung fur die gesuchten Lo-
sungen von (1).

Fir alle gentigend grolen g = g; + -+ 4- g, ist (15) eben-
falls erfullt. Wir erhalten also nur endlich viele Losungssysteme
£1, -+, & von (16). Fiir diese gilt wegen g >>1 noch

£i=&s1 = - =8 =0,

da nach (2) schon jedes einzelne 4, fiir j = 7 einen Realteil g; mit
lo;| = lo;| besitzt. Damit sind auch fiir 7 =1, ....p die R,
héchstens Polynome (und keine unendlichen Potenzreihen) in
den ersten 7 — 1 Variablen yy, ..., y,_; allein.

Also haben wir

R.=o0 firi=1undi=p-+41, ..., %,
R, =R (yy, ...,v,_y fUuri=12, ..., p.

Somit bleibt folgendes System zu l6sen:

dy

=hn
(18) ds
dy; '
75— = }"z' (yt + Ci.’yx'-—l) T Ri (\}ll’ s "yi—l>
=Ly + Ry - peen) (G=2,...,2)
Diese Gleichungen lassen sich der Reihe nach integrieren. Die
Integrationskonstanten seien oy, ..., «,.
Da jedes R; aus solchen Potenzprodukten yf*.... v/ be-

#
steht, fiir deren Exponenten (16) erfiillt, d. h. 4, = > g; 4, ist,
- J=1
und 4 = 4;_; fir ¢, 0, so enthilt R, den Faktor ¢%°. Wir
bekommen daher aus (18) zunichst



Uber besondere Singularititen in den Differentialgleichungen 93

Ay s
Y1 =oget,

also

‘2};2 = doya + Ry(xy) £,
d. h.
Yo =gt 4 Ry(ay) s = (g + Ry () ) .
Das ergibt weiter

a 3 > Ly 5
‘dL = Ay 3 + Ry (g, 00 + Ry () 5) ¢

Ry

oder, wenn wir R, explizit als Polynom in s anschreiben,

d - - - = 7y Ly 5
7}“;3‘ = Agys + (Foo+ 7505 + 730 N Py S T

Damit haben wir

2 = a+ 1 23
Y3 :a33'1+(x3,15+53,2sa+"'+53,,'+1Xr+)gI
mit Koeffizienten 53, ..., 53, 1y, die sich eindeutig aus den
P30y -+ s 73, ergeben und wie diese von «,, @ abhingen.
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir auch
Y1, - - ¥, Die allgemeine Losung von (18) ist damit
R ~ iy : N
(19) vi= (o, + S;(oy, ..., g, 8)) e (G=1,...,p)

mit eindeutig bestimmten Polynomen S, in den Integrationskon-
stanten und der unabhingigen Veridnderlichen s.

(19) ergibt mit (7) und (6) die gesuchten Lésungen von (1)
mit der Eigenschaft (3).

(1) ist die durch lineare Transformation erreichbare Normal-
form eines Systems der Gestalt

dx' n
1 - * ]
(20) ——=2 aux+ P (x, ...,%) (=1,...,m)
b=

-

mit konstanten «;; und in einer gewissen Umgebung des Null-
punktes konvergenten Potenzreihen P} ohne konstante und li-
neare Glieder. Die Lésungen von (20) mit der Eigenschaft (3)
sind also flir geniigend grofle Re s als konvergente Potenzreihen
in s, M, , e° mit ? Integrationskonstanten darstellbar,
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wenn 4y, ..., 4, die Eigenwerte der Matrix (a;;,) mit negativem

Realteil sind. Dabei treten s und seine Potenzen nur in Produkten

auf zusammen mit mindestens einem Faktor ¢%" (1 <7 < p).
Durch die Substitution

- ar 5
(21) T = d h. —ds— = —7
mit Res—oo0 fur 77— o0

erhilt das System

(22)
dx; o :
r d);‘ Zk;l &‘.kxk+bz'T+ Qi(xl) "')x»ﬂT) (Z= 1""’7”)

mit konstanten é,,, 4, und in einer Umgebung des Nullpunktes
konvergenten Potenzreihen @, ohne konstante und lineare Glie-
der die Gestalt (20), wenn man m + 1 : = n, —b,:=a;,, T :==x,
setzt und (21) dazunimmt. Man hat:

in?

dx, dx; ds dx;
T =T =

Die ,,zugeordnete’* Matrix (a,,) fur (20) ergibt sich dabei zu

S T W,
S S
O swowow o (o] ==

Daraus sieht man: Die Lsungen z; von (22) mit der Eigenschaft

(23) x;—o fir 7—o0

lassen sich fiir hinreichend kleine |7°| in konvergente Potenz-

reihen in 7%, ..., 7% und In 7 mit p Integrationskonstanten
entwickeln, wenn 4;, ..., 4, die Eigenwerte der Matrix (4;,)

mit positivem Realteil sind. Dabei tritt In 7" nur in Produkten
auf, zusammen mit mindestens einem Faktor 7% (1 <7 < p).
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Nun erhilt man aus den Eigenwerten der Matrix (4,,) gerade
die Loésungen des zu (22) gehérenden homogenen Systems

dxi m .
o P2 Fhs Gmam

Die Losungen von (22) mit der Eigenschaft (23) sind also in
einer gewissen Umgebung von 7 = o als konvergente Potenz-
reihen in In 7 und in den fiir 77— o verschwindenden Lésungen
des zugeordneten homogenen Systems (22") darstellbar. Dabei
tritt der Logarithmus nie allein auf, d. h. jedes Glied der Reihe
enthilt einen Faktor 7% mit ¥ > o.

Dasselbe gilt fiir das System 2. Ordnung

(24)
. dz,r‘. dx,. !
7 T{F + CI'TW — Z 51'kxk+cx'0T+Fi<x1’ ey Xy T)
k=1
G=1,...,0

mit konstanten ¢, ¢;, und in einer gewissen Umgebung des Null-
punktes konvergenten Potenzreihen #; ohne konstante und li-
neare Glieder, da es sich mit

dx,

H

(23) Tk =iy, G=1,...,0)

auf die Form (22) umschreiben 1405t.

IV. Der reelle Zweiersto3 und seine Grenzfille

Ziel dieses Abschnittes ist die Aufstellung irregulidrer Potenz-
reihen fiir die Komponenten der Ortsvektoren der Massenpunkte
beim Dreikorperproblem fir die Umgebung des Zeitpunktes, in
dem zwei Massenpunkte zusammentreffen und der dritte von
ihnen den Abstand Null hat.

Wir wollen das Problem zunichst allgemeiner fassen:

Zur Zeit ¢ = o0 mogen die Massenpunkte 7;, P, In einem
Raumpunkt 2 zusammenstoBen. Wenn wir komplexe Koordi-
naten zulassen, sind dann drei Fille moglich:
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(a) Der Abstand des Punktes Py von P ist auch fiir £ = 0 von
Null verschieden: reiner Zweierstof3 erster Art.

(b) Der Abstand des Punktes 2; von 2 ist Null fiir # = o, ohne
dafl P; und P zusammenfallen: gemischter Stof3.

(c) Die Punkte P und Py fallen fiir # = o0 auch zusammen:
Dreierstof3 erster Art.

Die Fille (a), (¢) sind fiir reelle Zeiten und Koordinaten voll-
stindig behandelt, [4], [8], [11], [12], [13], [14]: Fir (a) ergeben
sich Entwicklungen der Koordinaten der Massenpunkte nach
Potenzen von ¢%. Die Lésungen haben also fiir # = o einen al-
gebraischen Verzweigungspunkt 2. Ordnung. Fiur (c¢) erhielt
C. L. Siegel Entwicklungen der Koordinaten der Massen-
punkte nach #%, ¢ ¢ mit irrationalen p, » und unter gewissen
Bedingungen Logarithmen, d.h. einen logarithmischen Ver-
zweigungspunkt.

Fir den Fall (b) hat D. Belorizky [3] als Lésungen Reihen
nach Potenzen von #% und #%. In ¢ behauptet, aber weder die for-
male Entwicklung dieser Reihen noch ihre Konvergenz gezeigt.
Diese Licke soll im folgenden geschlossen werden.

Um Unterschiede und Parallelen aufzuzeigen, wollen wir, so-
weit das maglich ist, zusammen mit Fall (b) auch die Fille (a)
und (c) behandeln.

Wir betrachten die Bewegung der Punkte P;, P, in bezug auf
den Punkt P,. Die Bewegungsgleichungen fir die Relativ-
koordinaten erhalten wir aus den Gleichungen (I. 1), wenn wir
die dritte dieser Gleichungen von der ersten und von der zweiten
subtrahieren und dann x; — ¥, = &, und ¥, — ¥ = 7, setzen.
Die neuen Vektoren ¥,, %, beziehen sich also auf ein bewegliches
Koordinatensystem mit raumfesten Achsenrichtungen und dem
Ursprung Ps.

(I. 1) ergibt:

= my (T — 2h) () + 1) %y 1, %a
X = - 2 13 - 213 — T T 5
|x2_xll lxll [ *2]
(l) —- - — -
& my (X1 — X2) (my + m14) X2 o

g = —f—5 . — —— e

|F1— e | %2 E
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Die 2. Gleichung (1) entsteht aus der ersten durch Vertauschung
der Zeiger 1 und 2, der Zeiger 3 bleibt fest. Wir brauchen daher
i. a. weiterhin nur mehr eine Gleichung aufzuschreiben.

Wie sich zeigen wird, fiihrt folgender Ansatz zu einer Losung

(vergl. (3):
(2) =1+ %@+ 7)),
7= const, & >0, a4, = const = 0,

(3) }—;k (O) :O: t}_;;_, 1=0 = 0, tzj-;k =0 =0, (k:‘ 1,2).

—
¥4

Dann findet der Stof3 fur 7z = o statt, und mit 72 =+=0; ¢
?——‘,: o; 7 = o erfassen wir die Fille (@), (b), (¢).
Aus (1) erhalten wir mit (2)

=O’

a(a—1) ra—z(zl +J_;1) + Z“ta_ljl -+ taJ_}; .

_ mzta(z'z“zl +)72—}7;)

1@ —a + Yo — L

_ mtm) G+ L@+
|7+ £ (@ + ) P
oy (7-{— (a2 +}—’)z))_
|74+ 2@+ )P

und daraus durch Multiplikation mit % wenn wir die Nenner
der letzten Briiche weiter ausrechnen:

N 342 - — = s
4 227 (a(e—1) (@ +3) + 208y, + £y)) =

—~ - e -
my (ay —ay + Y2 —¥1)

| @y —ay +Fy— 1 P

o (g + mg) £2%( z—'>+ 1% (@ + ) -
|2+ 26%7(@, + Py + £% @ + T

my 2% (G 4 43, + 7))

|22 + 2627, + 73 + £2% @ + 7|

Im Fall (a) enthalten die beiden letzten Briiche den Faktor 2%,

im Fall (b) den Faktor #*2, weil man bei =0 durch £+* kiirzen
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kann. Im Fall (¢) sind die beiden letzten Briiche wie der erste
gebaut und enthalten die Zeit nicht mehr explizit.
Wir nehmen an

(s) |y — @] |a] |a.] =+ o
und im Fall (b) auch

(5" i a, + o,
Die Gleichung (4) kann dann wegen (3) fiir # — 0 nur mit

(6) o=

bestehen, da ihre rechte Seite fiir # = o von Null verschieden ist.
Fiir # = o liefert sie dann in den Fillen (a), (b)

— -
M@y —ay)

2 -
RN —
9 |2, — 2’
2 > my(a, — ag)
=l — Tty
9 @ — @l

Multiplikation mit 72, und 2, und Addition der Gleichungen
(7) liefern

(8) my @y + myay = 0,
also
9 mz(zz _31) = — (my + my) 31~

Mit (7) haben wir damit

(10) |2,—a, P = ‘2‘ (my + my)

und nach (9)

> 3 77_12__3—»_—r13
P = () 1A—ap
also
(1) P = 3t 18P = Sl
! 2 gt %2 2 s + e
Im Fall (c) liefert (4) fiir # — o:
> — — —_
2 - my (2 — ay) (my + my) ay 7y dy
(12) ——ay =0 —— 5= e
9 |ag — ay * | a[* | ay [°
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Das Koordinatensystem sei so gewihlt, dal

a b
a =|o|, a, = | ¢
o o)

Dann zeigt die Gleichung (12) fiir die 2. Komponente von a,:

o — _)mzc-) __77_’1)26
[ay — a;|? |ay[®
oder
et
|a, — & @y |®

Entweder ist also ¢ = 0, und das bedeutet: die Vektoren z;, a,
sind parallel,

oder |2, —a,|=|a,| und dann auch |@,| = |2;| - da keiner
der Punkte P, P,, P5 vor den anderen ausgezeichnet ist —und das
bedeutet: die Vektoren a,, @y, @, — @; kénnen zu einem gleich-
seitigen Dreieck zusammengelegt werden. Wir haben damit den
von Sundmanund Siegel sogenannten geradlinigen und gleich-
seitigen Fall des Dreierstofles erhalten.

Nachdem wir hier einen grundsiitzlichen Unterschied zwischen
den Fillen (a), (b) und dem Fall (c) gefunden haben, ist eine ge-
meinsame Untersuchung der drei Fille nicht mehr moglich.
Wegen der weiteren Behandlung von (¢) verweisen wir auf [11].

Fiir (a) und (b) kehren wir mit dem Ergebnis (6) zu (4) zuriick
und setzen

1 . d
(13) 7 = mit —— ( )=( ),
also =5 T = —;—Tj;’
A5 = a5y = L 27y

und erhalten
8 Minchen Ak. Sb, 1967
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(14) o (T3 4 275 — 25, —2d) =
my(@y — @y + Yo — 7)) o
| (2 — @))? + 2(ay— &) (P —F)) + (T — V2"

Oy A omy) T (?-i- 7-2(;: +J—"1)> _
72+ 2790 (@ + 7)) + T4@ + Forlh

my T4 (7 + T2(@y + 7))
|2 2720, + 33) + T4 + v

Wir entwickeln die rechte Seite in Reihen, schreiben aber nur die
Terme niedrigsten Grades auf. Fir den ersten Bruch erhalten
wir

@y — @1 + yy — 1) ,(1_3 @—d) Ga—=2) |

| @y —a[? |dy — & |2
— - - - — - -
(e —ay) + (yy~—y1) L mg(ay—ay) (ya—yy) (Z —Z) +
- — — 13 - —> 3 — > 15 2 1 et
|ay — a4 la, —a| | dy — a, |

Dafiir kénnen wir nach (7), (9), (10) schreiben:

-, =
- 2 "y a, (.

—? 71y + 2, l,}’llz

Y+

Wenn das Koordinatensystem so gewihlt ist, dal die 2. und
die 3. Komponente des Vektors @, Null sind, d. h.

o]

und die ersten Komponenten von ¥;, ¥, mit v, ¥5; bezeichnet
werden, wird daraus

(15)

1 - » — e 7 yzl.——yll
r —2a,+ 2 (Y, —y)—6 — 22— o + ..

my + 1y wmy + 1y
O
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Im Fall (a) erhalten wir fiir die beiden anderen Briiche:

(16) Pt e A6 e e
| Ill
:_m1+7n2+m327,4+ .
|2}
im Fall (b):
(17) ~(1“£2’%+%L¢) CIT
27 ] " |2 7a,]

Wenn man die abgeleiteten Glieder zusammenfal3t und die beiden
letzten Briiche nicht anschreibt, dann hat (14) nach (15) die
Gestalt

sy

(18) (J’21“3’11

2 . Vo) — e
(T2y)) = 2y1+2m +m (Ya—21) 6m1+m2 0 T
(o]
my oy, > Yor1—n1
. 1 V1 T 7Yy 2 .
== my + my 67n1+m2 © T
o]

= ae . - .
Anstelle von ¥, ¥, fithren wir unter Aufgabe der Symmetrie zwi-
. - o . - e .
schen den Zeigern 1, 2 neue Verinderliche z,, z, ein

— - Zl
- Yy 1Y, 2
24 - "% =
L my + 71y “
(19
19
%y
- - —
2 = YoM =14
o]

und bekommen im Fall (a) aus (18) und (16)

( o—w) _221 - 9 77zl+|z;+7113 ;’7,4_*_ -
‘l
2 ,
(20) ;
(T22,) —6- = Terme 2., 3. und 4. Grades in
._o z, allein + ...,

g*
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im Fall (b) aus (18) und (17)

(21)

- 7y + my + g my 7y e
T2 — 27, = —g At SR . o W T
( Y : my + my, |2”71|I 127z " )
24
23/ 1 1 g
( ,) —6-| 0| =9my [—= =l VA R
o |z za1| ]2za |

In den Gleichungen fiir | ist der erste Bruch der rechten Seite
von (14) herausgefallen.

Nach (3) gilt z,(0) =0 (=1, ...,6). Wir kénnen somit
auf (20) und (21) die Ergebnisse von III anwenden. Dazu brau-
chen wir zunichst die Losungen des homogenen Systems

(22) (T22) —czy=0 (=1, ...,6)

€L =Cy=¢C3=2; ¢4=0; ¢5=c4=0.
Mit dem Ansatz z ~ 77 erhalten wir aus (22)
AU+0—cth——"w*V +e.

Damit haben wir mit der Numerierung entsprechend (I11.2)

flirc=12: AA=l=2%4 =1, A =i=251 =—2,
fiurc =6: A = 2, g = —3,
fir c = 0: A4 = 4y =0, Mg = App = — 1.

Die gesuchten Lésungen von (20) und (21) sind also nach ITI
Reihen nach Potenzen von 7 und 7 In7 mit 4 Integrations-
konstanten. Jedes Glied enthilt mindestens einen Faktor 7.

Da die beiden Systeme (20) und (21) sehr einfach gebaut sind,
kénnen wir ihre Ldsungen unmittelbar, d. h. ohne Transforma-
tion auf die Normalform (III.1), noch genauer bestimmen.

Betrachten wir zunidchst den Fall (a)! Wir setzen die Lésungen
von (22) in die rechten Seiten von (20) ein und berechnen in einem
ersten Schritt partikuldre Integrale unter Berlicksichtigung nur
der niedrigsten nun vorhandenen Potenzen von 7. Diese Inte-
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grale werden wieder in die rechten Seiten eingesetzt. Die jetzt
vorhandenen und im ersten Schritt nicht beriicksichtigten niedrig-
sten Terme bestimmen die partikulidren Integrale des zweiten
Schrittes. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir
schrittweise die Glieder der Reihenentwicklungen fiir z,, ..., z,.
Da die rechten Seiten von (20), auch wenn 7, = 7°(...) und
7, = T?%(...) entsprechend den zugehérigen Eigenwerten 1 und 2
eingesetzt werden, keine linearen und quadratischen Glieder ent-
halten, erzeugen die Eigenwerte 1 und 2 keinen Logarithmus.
7, und 7, sind regulire Funktionen der Veridnderlichen 7 = ¢/,
wie schon Sundman gezeigt hat.

Im Fall (b) stehen auf den rechten Seiten von (21) lineare
Glieder mit 7. Z, bekommt daher bei dem fiir (a) angegebenen
Verfahren durch den Eigenwert 41 einen Term 7 InZ7. Da
der erste Bruch in (14) eine Funktion von 7, allein ist und die
beiden anderen Briiche den Faktor 7 enthalten, sind die quadra-
tischen Glieder der rechten Seite von (21) in 2z, héchstens linear.
Sie ergeben also mit 7" In 7" von 2| héchstens ein Produkt 721n 7°
und nicht 7%(In 7). Der Eigenwert 1, = 2 liefert deshalb kein
72(In 72 In den Reihen fiir 7} und 7, gilt daher fiir die Expo-
nenten x, v von 7% (In 7)” immer p 2> ».

Wir kénnen also setzen

oo

(23) = Y 2,T"(nTyY (b=1,..

puvz0

., 6).

/

Das ergibt

T2z, = X 2, T (u(n TY +v(In 7YY

(Z2 ZDI =2 Zyuy T ((l‘ +)un7yY+@u+1)v(nT)y 4
+v(@»—1)(n T)"‘z).

In(21) bekommen wir aus den Koeffizienten von 7 (In 7)" dann
(24) Zl‘,m,n ((771 + 1)’” —[l') + Zk,m,n'i,—l (2 7 + l) (72 + 1) +

+ w2+ 1) = 2, ,
(f=1,...,6; m>o0,m=n2=0).
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Dabei ist nach (21) — hier treten noch keine Logarithmen auf -

Zyy =0 Hr &= 1,.::;0,

Z110 -
Z o my +my - my [ my my 7
<24‘O) 210 | 7 m, + m > 3, o)

z 1 2 |27 a,| |2 7a,

310
Z410 : : 5
Zsio | = 9my o 11 R
Z |27 ay|" [22a|"

610

Die weiteren Z,,,, erhalten wir nach (21) aus z,,, mit u <.
Die ersten Gleichungen (24) lauten

(24.1) (2 =) 2y i
(24.2) (2—cp) 2310 + 3211 = Z310

(24.3) (6 —¢y) Zpan = Zya2 (Zap2 = 0)
(24-4) (6 — ¢z + 10 249 = Zyn

(24.5) (6—¢p) zpo0 + 5 2o + 22400 = Zyao

(24.6) (12 —¢,) 2433 = Z33

Wir sehen daraus:

(24.1): 2y, =25y =21 =0, da2—¢, == o0 fir £=4,5,6.
(24.2) bestimmt 2443, Za11, 2311 und 2410, 2510, Ze10-
21100 Z2100 2310 Sind frei wihlbar, da 2 —¢, =0
fir £=1,2,3.
(24.3) legt 2199, Za99, 2300 UNA 2599, 290 cindeutig fest.
(24.4) ergibt 2y, %201, 7301, Fsa1) Ze21 UNd Zgos.
(24.5) liefert 21z, 2220, 23200 Z5200 Zg2 UNd Zypy, wilhrend zg99
wegen 6 — ¢, = o frei wihlbar bleibt.

Die folgenden Gleichungen (24 ...) ergeben die weiteren z,
eindeutig, und zwar erscheint in jeder Gleichung genau eine neue
Unbekannte.

Damit haben wir Reihenentwicklungen fiir 7, und 2, gefunden,
die (21) erfiillen. Sie hidngen von den 4 Integrationskonstanten
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Z1100 2100 Za100 2420 ab. Die Konvergenz solcher Reihen in einer
gewissen Umgebung von 7" = o hat - wie schon in III bemerkt -
J. Horn [6] gezeigt.

Aus (19) haben wir

m -
———'ml T m; Zg.

- - 7 - - -

Y1 =45 — ml—i-gm—zz?’ Yo = 21+
Also sind auch ¥, und ¥, als Reihen nach 7% (In 7)’ mit u =>»
= o darstellbar, und wir erhalten mit (2) fiir die gesuchten L&-

sungen von (1)

- = 3, > - 1 —
x1=z—}—t/’al—l—tylw—f-?tlntylu—}—...,

(25)

R

= 2] — — 1 -
g =1 +t/’az+ty210+?tlnty211+
Dabei ist 7 ein frei wihlbarer isotroper Vektor, z; und 2, sind
antiparallele Vektoren frei wihlbarer Richtung vom Betrag
. Y, . :
mya* und mya* mit a* = (—2— (my + 7722)_2) *. Die weiteren

—

Koeffizienten y,,, sind nach Festlegung von 7, @, @, bis auf
4 Integrationskonstanten ecindeutig bestimmt. Die Reihen kon-
vergieren fir |7| <<% mit geniigend kleinem 7 > o.

Die Koordinatenvektoren der Massenpunkte in bezug auf ihren
Schwerpunkt S lassen sich linear durch ¥, ¥, ausdriicken. Fiir sie
gelten daher ebenfalls Reihenentwicklungen von der Gestalt (23).

Die allgemeine Lésung von (I.1) in einer Umgebung des ge-
mischten StoBes erhalten wir dann daraus, wenn wir dem
Schwerpunkt S noch eine Translation mit konstanter Geschwin-
digkeit erteilen. Sie enthilt also, da auch 7; == o willkiirlich ange-
nommen wurde, im ganzen 15 frei wihlbare Parameter.

Als weiteres Ergebnis haben wir mit (23)

folglich |l = |28, 20 = Fh 273, + L[
= %, = 0 (7 (A =1,2)

und nach (8)

_,ill ! o (711._, )‘/z

!
[Za] =0 ny

ferner . R \
|%, — 2| = 0™,
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Der Abstand der Punkte P, P,, die in einem Raumpunkt zu-
sammenstof3en, verschwindet alsovon héherer Ordnung als die Ab-
stinde der Punkte P, P; bzw. P,, P, die nicht zusammentreffen.

SchlieBlich wollen wir noch nachweisen, daB ein gemischter
Stof3 nicht im Widerspruch steht zu einem von Null verschiedenen

reellen Gesamtdrehimpuls 7 des Systems der 3 Massen 2y, i,

mg in bezug auf ihren Schwerpunkt S:
Es gilt (siehe z. B. [9] § 10)
(26)

- N — > — — = s
7 mgmy Xy X Xy + my Xy X Xp) + my mp (¥ — X)) X (X, — Xy

£ g+ g+ g
Nach (25) und (19) ist
Xy —x, = £F (ay—a; + zp),
also
(27) (Fy— ) X Fa— 2|10 =0
Weiter folgt aus (25) mit (8) und (19)
(28)
iy Zy ><5‘;1 - 4 Xy Xi"z = (74 ..) X (ml,i:1 -+ 7)22;?_,) =
= (:‘Jf‘ ) X (my + my) (;110 -+ %(1 +1n )7y + )
Nach (24.2) gilt wegen (24.0)
(29) Ty = /Az-': u skalar.

(27), (28), (29) ergeben in (26)

73 (mx + mz)

G0 =0y =J@)=Z2mI e T,

Z110 kann nach (24.2) frei gewihlt werden.
Fiir
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wird

gy 4 mz)__
1y - 22y - 12y

I

J

also reell und von Null verschieden, wie behauptet.

V. Ein Stof} dritter Art

Wir gehen aus vom DreierstoB erster Art. Der Ansatz (IV.2)
fir diesen Stof3

(1) Xy =1 (2, + 5
mit
(2) @ >>o0, @, = const + 0, »,(0) = 0 (=1,2)

ergab unter der Voraussetzung (IV.5)

-+

|2, —a, | |21| Izz| # o

fiir den Exponenten « den Wert % (vergl. (IV.6)) und weiter die

Ergebnisse, die C. L. Siegel bei der reellen Behandlung dieses
Falles erhalten hat.
Wir haben also beim Dreiersto3 erster Art

(3) Xy = 0" (#=1,2)

und, wenn wir die Abstinde der Massenpunkte 2,, £, mit 7,
bezeichnen,

(4) s = O () (=1=1,2,3).

Unabhingig von (IV.5) und damit (3) folgt (4) unmittelbar aus
dem Ansatz (1) fir die Bewegungsgleichungen. Diese lauten
mit (1) und den Bezeichnungen von (4) — wie in 1V schreiben wir
wieder nur eine Gleichung auf, die zweite entsteht daraus durch
Vertauschung der Zeiger 1 und 2 -







































