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Von Hans Kerner in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 6. Mai 1966
Einleitung

Es sei (G eine kohiirente analytische Garbe iiber einer kom-
plexen Mannigfaltigkeit (M, @) und |G|: = {x E M: G, +(0)}
der Triger von (G. Wenn | (| eine mindestens 1-codimensionale
Teilmenge von A ist, so gilt bekanntlich Hom@ (g, (9) = o, weil
G cine Torsionsgarbe ist.

Fir manche Untersuchungen ist es niitzlich, auch Bedingungen
fir das Verschwinden der Satelliten des Funktors Hom zu ken-
nen. Es ist naheliegend, zu vermuten, daf3 fir eine kohirente
analytische Garbe (, deren Triger mindestens 2-codimensional
ist, auch die Garbe Ext(lg (G, ®) verschwindet.

Wir beweisen in dieser Note folgende Aussage:

Ist (G eine kohidrente analytische Garbe tiber einer komplexen
Mannigfaltigkeit (3, @) mit codim |G| > #, 7 naturliche Zahl,
so gilt

Extiy(G,0) =0 furi=o,1,...,r—1.

Aus dieser Aussage ergibt sich folgende Charakterisierung der
Codimension einer analytischen Menge A in einer komplexen
Mannigfaltigkeit (M, ©):

Die Codimension von A4 in M ist gleich der grofiten nicht
negativen ganzen Zahl » mit folgender Eigenschaft: Flir jede
kohirente analytische Garbe ( tiber (M, @) mit |G| C 4 ist

Exty (G, ©) = o fir alle 7 < 7.

Zum Beweis dieser Aussagen zichen wir die Hebbarkeitssitze
fir Cohomologicklassen von G. Scursa [4] heran. Fiir » = 2
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42 Hans Kerner

benétigt man lediglich den zweiten Riemannschen Hebbarkeits-
satz. Daher gilt die Aussage fiir » = 2 auch noch tiber normalen
komplexen Rdumen. Wir untersuchen im zweiten Abschnitt, wie-
weit die Scuesaschen Hebbarkeitssitze und damit auch die oben

angegebenen Aussagen noch fiir den Segrekegel
X7 = { (21 ey B Wy - w,) & C2: A= }

Wy W,

Giltigkeit haben.

§ 1. Garben iiber komplexen Mannigfaltigkeiten

Zu den in dieser Arbeit verwendeten Begriffen aus der homolo-
gischen Algebra und der komplexen Analysis sei auf CARTAN-
EILENBERG [1] und ScuEIA [4] verwiesen.

Es sci zundchst (X, H) ein komplexer Raum und ( eine
kohirente H-Garbe {iber X" mit codim |G| > 1. Dann existiert
zujedem ¢ & G,, x € X, ein Nichtnullteiler 2 & H, mit . g = o.
Firr & Hompp (G, H), gilt dann 7 (2. g) = % - v (g) = o, also
7 (g) = ound somit T = 0. Damit ist gezeigt:

Aus codim | G| > 1 folgt Hompp (G, H) = o.

Bei den Untersuchungen dieses Abschnitts beschrinken wir
uns auf komplexe Mannigfaltigkeiten. Als Hauptresultat dieser
Arbeit beweisen wir

Satz 1.* 75t G eine kohdrente analytische Garbe iiber einer kom-
plexen Mannigfaltigheit (M, @), so gilt

Extly (G, 0) =o fir o <7 < codim|(G|.
Zum Beweis zeigen wir zuerst

Satz 2. Ist G eine kohdrente analytische Garbe iiber einemn nor-
malen komplexen Raum (X, H) und gilt codim |G| > 2, so is¢

EXt}_[ (gv Hl-_—: O.

* Die analoge Aussage in der algebraischen Geometrie wurde von
A. Grothendieck bewiesen.
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Beweis: Es sei 2y € X und 0o — My — Fy— G —o0 cine
exakte Sequenz iber einer Umgebung U(xy), wobei Jy eine
freie H{-Garbe ist. Dann ist auch

o — Homyp (G, H) — Hompr (o If) —
Hompr (Mo, H) — Ext}{ (G, H)—o

exakt. ( ist eine Torsionsgarbe, also Homp (G, H) = o.
Daher ist

o— Homy, (Fo H)— HomH (Mg, H) — Extlf{ (G, H)y—o

exakt. Ist U eine Steinsche Umgebung von x; und setzen wir
|G| = : N, so hat man das exakte kommutative Diagramm:

0o — Ho(U, Hom (Fo, H)) — H(U, HomH(Qﬂ/[O,H))a

“ £
0= HO(U—N, Hom  (Fo, H)) = HO(U—N, Hom  (My, H)) —

— - H(U, Ext} (G, H)) —~ o
/|
- HO(U_N, Ext}_[(g, H))

Dabei sind o, 5, y die Beschrinkungshomomorphismen.

Uber U— AN ist (G die Nullgarbe, also auch Z°(U — N,
Exth(g, H)) = o. Die Garbe Hom(Fo, H) ist frei und N ist
2-codimensional; daher folgt aus dem 2. Riemannschen Hebbar-
keitssatz, daB} « bijektiv ist.

Wir zeigen: f ist injektiv.

Es sei u & H*(U, Hompp(My, H)) und f (u) =o0. Istx £ U
und g, € (M), so wird der Keim 4,: = u (g,) € H, durch
eine in einer Umgebung 7 (x) holomorphe Funktion / reprisen-
tiert. Wegen f8 (1) = o gilt 2|V — N = o, also auch % = o. Dar-
aus folgt u = o, d. h. # ist injektiv.

Somit ergibt sich aus dem Diagramm:

719(U, Extl (G, HD) = o.
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Dies gilt fiir jede hinreichend kleine holomorph-vollstindige
Umgebung U; also folgt daraus

Exty (G, H) = o.

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Wir beweisen nun Satz 1.

Es sei codim | G| = 7, » > 2, und

JFom oo~ o> 1~ Fo—rG—o

eine freie Auflésung von G iiber einer Umgebung eines Punk-
tes x, & M. Wir setzen My: = Ker (Jy— G) und M, : =
= Ker (J; — JF,_,) fur 2 =1, ..., ». Bezeichnen wir mit hd die
homologische Dimension (vgl. [4]), so gelten die beiden Aussagen:

(1) kd(Im(Homy (F,_s O) — Homg (€M, _,,0))) < r—2

(1) Extfy(G,0) = o firalle s <7,

Wir beweisen zuerst Aussage (I1,): Aus der exakten Sequenz
o—eMy— Fo—G—o
ergibt sich wegen Homy, ((,©) = o, daB der Homomorphismus
Homg, (Jg, ©) — Homg (M, 0)

injektiv ist. Daher ist Im(Homg (Fo, ©) — Homg, (€M, 0)) =
Homyg, (Fp, @) frei und somit 4d (Im (Homg, (Fo, @) — Homg
(G/FV[O) O))) § o.

Die Aussage (11,) ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.

Wir beweisen nun: Aus (I) und (I1)) folgt (T, ).

Esist nimlich 0 — <M, — F, — M, | — o exakt, somit auch
o — Hom, (&M, _,, ©) — Homy (F;, @) — Homy (&M, 0) —
Extly (EM,_1,0) —o

und

0 — Extyy (M, 0) — Ext’ 1 (M, _,,0) —o fir >0, £>>o0.
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Insbesondere ergibt sich

Extyy (&M, 0) = Ext' §(G, 0),
somit

Extly (€M, 0) = Ext'* 571G, 0).
Nun folgt aus (II):
Extyy (EM,_,,0) = Ext'5' (G, 0) = o.
Daher ergibt sich aus der Exaktheit von
oM, _,— F, _,—>eM _,—o0
die exakte Sequenz

IIOmO (jl:' . 16} ) — I—Iorn(9 (Q/Mr—-z: 0] ) — Extb (Wr_3, 0] ) = 0.

Setzen wir B, : = Im (Homg (F;, O) — Homgy (€M, 0)), so ist
O — HOI’I’I@ (le{_g, O) - Homo (F—l: @) - (Br—-l — 0
exakt, also auch
O — 737_2 —_— HOITI@(F —1s O) — %r—l — Q.

Die Garbe Homy (F,_;, @) ist frei. Wegen (I,) folgt dann
hd (B,_1) < »— 1, also Aussage (I, ).
Nun ist noch zu zeigen: Aus (I, ;) und (IL,) folgt (IT, | ;).
Aus der exakten Sequenz
0 — Homy, (M, _,,0)— Homy, (Fr—1,0) —
Homg (M, _,,0) — Exty (€M, _,,0) — o

ergibt sich wegen Extjy (M, _,,0) = Exty (G,0) die exakte
Sequenz

o—B, | —Homy (&M, _,,0)— Exty (G,0) — o.

Ist U eine holomorph-vollstindige Umgebung des Punktes
2y & M und NV = | (|, so erhalten wir das exakte kommutative
Diagramm
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o—H(U,B,_) >~ H°(U,Homy (€M,_;,0)) —
«| 8
0— HY(U—N,B,_)—H(U—N,Homy (M, _,,0)) —

. HY(U,Ext}y(G,0)) — o

7]

— HO(U— N, Ext}y(G,0)) =o

Wie beim Beweis von Satz 2 zeigt man, dafl § injektiv ist. Wegen
hd (B,_;) <r—1 und codim N > 71 folgt aus einem Satz von
G. ScHea ([4], Korollar S. 355), daB « bijektiv ist. Daraus ergibt
sich Extjy (G, @) = o und damit ist Satz 1 bewiesen.

Es sei noch erwihnt, daf3 sich Satz 1 nicht verschirfen 140t,
denn er liefert folgende Charakterisierung der Codimension einer
analytischen Menge in einer komplexen Mannigfaltigkeit:

Satz 3. Eine analyiische Menge A in einer komplexen Man-
nigfaltigheit (M, ) besitst genan dann die Codimension r, wenn
gilt:

(1) Fiir jede kohdrente 0 -Garbe (G diber M mit |G| C A ist
Extb(g,@) =0 fiiri =0,1,...,r—1.

(2) Es gibt eine kohdrente O -Garbe H diber M it |H | C A und
Exty, (H,0) == o.

Beweis: Es sei ¥ die Idealgarbe aller auf 4 verschwindenden
holomorphen Funktionskeime und H: =@ /7. Ist xy € A4 ein
gewdhnlicher Punkt von 4, so diirfen wir annehmen, daf3 /7 = C”

mit den Koordinaten z,, . . ., z, und xy = (0, . . ., 0) sowic T die
von zy, . . ., 5, erzeugte Idealgarbe (z,, . . ., z,) und
_— ., ~ -_— — P
A={(z,..,2)EC":z2,=...=2z,=0}

ist. Es ist wohlbekannt, dall Exty (0 /(z, ..., 2,),0) =+ o ist
(vgl. CARTAN-EILENBERG [1], S. 123, Ex. 9).

Ein einfacher Beweis dieser Aussage ergibt sich durch In-
duktion nach 7. Fir » = o ist die Aussage trivial. Sie sei fiir ein 7
richtig. Dann ist die Sequenz
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Zr+1

0O /[(z1,-%,) > O [(z15-92) >0 [(215-2,41) ~©

exakt, wobei der mit z, | bezeichnete Homomorphismus die Mul-
tiplikation mit z, ,; bedeutet. Daraus ergibt sich die exakte Se-
quenz

Zy41

—> EXtZQ(@ /(Zly . ')Zr>) (9) —
Ext'$1 0 /(21,252,101 0)-

Qo — EXtEg ((9 /(Zly N '!Zr)’ (9)

Aus Ext' N0 [(zy, -1 2,11),0) = 0 wiirde Exty (O /(2. 0 2,),0)=0
folgen, im Widerspruch zur Induktionsannahme.

Damit ist gezeigt, daB flr jeden gewdhnlichen Punkt xy & 4
gilt: Ext@(H, )., = o, wenn A4 in x, r-codimensional ist. Dar-
aus und aus Satz 1 folgt die Behauptung.

Wir geben noch zwei Folgerungen an:

Korollar 1. Sind eA und ‘B kokdrente analytische Garben
iiber der homplexen Mannigfaltigkeit (M, © ) und ist o.: e4 —B
ein Garbenhomomorphismus, so ist der induzierte Homomor-
phismaus

Extly (B,0) — Exty(eA4,0)
fiir o < i << min(codim|Ker «|, codim|Coker a| — 1) bijektiv.

Beweis: Sei G, : = Kera, G,: = Coker « und &M : = Im 2.

Dann ist
0->G, —~ed - M—-0 und o> M—->B—-(G,—o0
exakt. Daraus erhilt man wegen Satz 1 fiir
¢ <Z min(codim |Kera |, codim | Cokera | — 1)
die exakten Sequenzen
0 = Ext'5(G,, 0) = Extjy (€M, 0) —Exty (eA4,0) —
Extly (G}, 0) =0
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und
o = Ext}y (G, 0) — Extly (B, 0) — Extiy (M, 0) —
Extig (G 0) = o.

Daher sind die Homomorphismen
Extly (B, ©) — Extly (M, 0) und Extly (M, 0) — Extyy(eAd, )
bijektiv.

Aus Korollar 1 ergibt sich unmittelbar das fir Anwendungen
niitzliche

Korollar 2. 7st 0 — G — o4 — B — 0 eine exakie Sequenz

kohdrenter analytischer Garben iiber der komplexen Mannig-
Saltigheit (M, ), so gilt:

Extb (B,0) = Extég (eA,0) fir o <7< codim|(G|.

§ 2. Garben iiber dem Segrekegel

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wieweit die Heb-
barkeitssidtze von ScHESA und damit auch Satz 1 noch fur Gar-
ben tiber dem Segrekegel gelten. Es sei

Xt = { (21« o 20y, - ., w,) E C: % = ... = ;u’:, }
der Segrekegel der Dimension 72 + 1. Man kann X”*! durch
Niederblasen der Nullschnittfliche eines Vektorraumbiindels I/
tiber dem eindimensionalen komplex-projektiven Raum P mit
typischer Faser C” erhalten (vgl. [2]). Der singuldre Punkt von
X7+ sei mit x, bezeichnet. Dann gilt:

Satz 4. [st G ein Teilgebiet des Segrekegels X" 1, so sind fiir
jede freie Garbe Jiiber X** 1 die Beschrinkungshomomorphismen

(G, J) = (G — {xo}, J)
Siiro <7< n— 2 bijekliv.
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Beweis: Es geniigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, daf} F'
gleich der Strukturgarbe H von X := X"*1ist. Essei(® die Struk-
turgarbe des Biindelraumes V" und z : ”— P die Biindelabbildung.
Weiter sei NV die Nullschnittfliche des Biindels (V, =z, P) und

—1
7V — X die Modifikationsabbildung mit p (xy) = V. Versieht
man X mit der Quotientenstrukturgarbe H, so gilt H = »,(0®),
wobei p4(©) die nullte Bildgarbe bezeichnet.

Wir setzen U: 2}1 (G) und bezeichnen die eingeschrinkten
Abbildungen p |U — G bzw. z|U — P mit 'p bzw. 'z. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit diirfen wir xy & G annehmen; dann
ist ‘m: U — P surjektiv. Wir bezeichnen noch mit “p bzw. "'z
die eingeschrinkten Abbildungen p|U—N — G — {x,} bzw.
a|U—N—P.

Nach einem Satz von GRAUVERT-REMMERT ([3], S. 417, Satz 6)
hat man fir jedes 7 > o ein kommutatives Diagramm

b

H(G, '24(0)) - H(U,0)

o | E
1V 2

H(G — {xo}, "0 (0)) —

in dem o, und a, die Beschrinkungshomomorphismen bedeuten.
Der Homomorphismus f, ist bijektiv, weil ""p: U—N — G —{x,}
biholomorph ist. Fiir 7 <#xz—2 ist nach Scuesa ([4], Korollar
S.355) @y bijektiv, weil N eine n-codimensionale analytische
Menge in U ist.

Nach GraUERT-REMMERT ([3], Satz 6) ist ff; bijektiv, wenn fiir
alle Bildgarben gilt: 'p, (@) = oflirg = 1,2, ... .

Die Bildgarbe 'p,(@) wird durch das Garbendatum

Y

. Hi(U—N,0),

W~ 17( (W), 0)

definiert, wobei W eine offene Menge in G ist. Nun sei
W C G eine holomorph-vollstindige Umgebung von 2z, und
Wi :=P—{o}, Wy :=P—{oo}; dann ist (W, W,) eine
Steinsche Uberdeckung von P. Setzt man W, : = _nl(W,i)m—pl(W)
fir 2=1, 2, so ist (W, W,) eine Steinsche Uberdeckung von
5 (W). Daraus folgt ',(©) = o fiir ¢ > 1 (vgl. [3], S. 241).

4 Miinchen Ak, Sh, 1966
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Wir zeigen nun, daB3 auch py(®) = o ist. Ein Element aus

Hl(Tpl(I/V), ©) wird durch eine holomorphe Funktion f &
HY(W, ~ W,, @) reprdsentiert. Bezeichnen wir mit (¢, ..., #)
die Koordinaten in der Faser €™ des Biindels z : V7 — P, so gibt
es eine Entwicklung

e o}
Pttt =5 g pa(0) B B S E W AW,
1

die flir |[#|<e, ..., |¢,|<e konvergiert, wenn & > o hin-
reichend klein gewihlt wird. Die Koeffizienten @, 4, dieser
Entwicklung sind dabei holomorphe Schnitte tiber | ~ W, im
Geradenbiindel (V)" *%* {iber P, das folgendermafen defi-
niert ist: Das Biindel V" kann in die direkte Whitneysche Summe
V=V @®...@V;von#n GeradenblindelnV; iiber P zerlegt werden.
VY sei das zu V, duale Geradenbiindel und (F{)"1*+%* das
(», + ...+ »,)-fache Tensorprodukt von V}.

Die erste Cohomologiegruppe von P mit Werten in der Garbe
der Keime von holomorphen Schnitten im Biindel (V*)” LA
verschwindet. Daher gibt es Schnitte a,’, bzw. a,,l L, ID
(Pt *P die {iber W, bzw. W, holomorph sind, so daB
Ay, vw = a,,l e — @, v tiber W, ~ W, gilt. Wie in [2],
S. 259, zelgt man, daB a,, v, und avl,...vn so gewidhlt wer-
den kénnen, daB die Re1hen

J(s 00 =2 a,’,l'myﬂ (s)er....22% und
Vi, V=0
b r
S(s b0t =) ... v, ()er....eom
Yi..,Vn=0
fir |[#| <e,... || <e& konvergieren. In einer hinreichend

kleinen Umgebung von NV gilt dann f = f'— f”’. Daraus folgt
7,(0) = o.

Aus dem oben zitierten Satz von GRAUERT-REMMERT folgt,
daf3 auch f; bijektiv ist. Somit ergibt sich aus dem Diagramm,
dafl oy fiir 7 <n—2 bijektiv ist. Wegen p(0) = H ist damit
Satz 4 bewiesen.

Nun [dft sich der Beweis von Satz 1 auf Garben iiber dem
Segrekegel tibertragen und man erhilt:



Kohirente analytische Garben 51

Satz 5. Ist G eine kohdrente analytische Garbe iiber dem
Segrekegel (X", H), so gilt:

Exti(G, H) = o fir 0 < i <min(n, codim|G ).
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