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112 Hermann Schaal

1. Problemstellung

Drei diskrete Erzeugende ¢; (7 = 1, 2, 3) einer beliebigen wind-
schiefen Regelfliche ¥ bestimmen im allgemeinen eine Regel-
fliche 2. Ordnung, deren Grenzlage flir ¢, — e¢; die Liesche
Schmiegfliche 2. Ordnung F? (kurz: Lie-#2)2 von ¥ lings der
Erzeugenden e, darstellt.? Die Lie-#? bertihrt ¥ lings ¢; von
2.Ordnung, hat also in jedem Punkt von ¢; mit ¥ die Dupinsche
Indikatrix gemeinsam. Laf3t man die Regelfliche ¥ von der Er-
zeugenden ¢, liberstreichen, so d@ndert die mitgefiihrte Lie-#? im
allgemeinen Lage, Groe und Gestalt. Es sollen nun alle Regel-
flichen @ bestimmt werden, deren simtliche Lie-/#? zu einer vor-
gegebenen Regelfliche 2. Ordnung /#, dhnlich sind.* Bei dieser
dhnlichen Bezichung werden den Beriihrerzeugenden von ver-
schiedenen Lie-#2 im allgemeinen verschiedene Erzeugende von
Fy entsprechen. Es ist jedoch auch méglich, da3 den Beriihrer-
zeugenden von allen Lie-#2 immer dieselbe Erzeugende von /7,
entspricht. Im Hinblick darauf a6t sich die Aufgabe jetzt in
folgender Weise formulieren:

Der Flichenstreifen der Lie-#2 von ¥ langs ¢4, der ¢; im Innern
enthilt und der von zwei (beliebigen) Erzeugenden der zu e; ge-
hérenden Schar begrenzt wird, soll als ,,Schmiegstreifen 2. Ord-
nung von ¥ langs ¢,‘* bezeichnet werden. In ihmist ¢, also beson-
ders ausgezeichnet. Es sollen zundchst alle Regelflichen @ be-
stimmt werden, bei denen jeder Schmiegstreifen 2. Ordnung zu

2 Vgl. z. B. Miller {17] Bd. 1 S. 353, Blaschke [1] Bd. II S. 221228,
insbesondere S.226—228, Miiller-Krames [18] Bd.III S.79 (dort als
,,oskulierendes Hyperboloid* bezeichnet), Kruppa [11] S. 130 (dort als
,,Schmiegquadrik /7% bezeichnet).

3 In diesem Sinne ist die vielfach beniitzte Ausdrucksweise zu verstehen:
,,Die Lie-72 ist durch drei benachbarte Erzeugende von ¥ bestimmt.*

1 Mit einem in gewissem Sinne verwandten Problem befafite sich E. Ed-
linger, ,,Uber Regelflichen, deren simtliche oskulierenden Hyperboloide
Drehhyperboloide sind““[4];vgl. S. 131. Krames bemerkt in[18] S. 82-83, dal
die Regelflichen, die lings jeder Erzeugenden von einem hyperbolischen
Paraboloid oskuliert werden, eine Richtebene besitzen, und daB jede Regel-
fliche mit einer Richtebene als oskulierende Regelflichen 2. Grades nur (hyper-
bolische) Paraboloide besitzt.
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irgendeinem Schmiegstreifen 2. Ordnung von F, dhnlich ist.
Sodann sollen die speziellen Regelflichen @ ermittelt werden,
bei denen alle Schmiegstreifen 2.0Ordnung zu demselben Schmieg-
streifen 2. Ordnung von Z; dhnlich sind, die also mit anderen
Worten lauter dhnliche Schmiegstreifen 2. Ordnung haben.

Auf Grund der Eigenschaft der Regelflichen @, daf} samtliche
Lie-#2 zu eciner vorgegebenen Regelfliche 2. Ordnung #hnlich
sind, kann eine einheitliche Konstruktion entwickelt werden,
nach der man die bei Parallelprojektion von @ moglicherweise
auftretenden Spitzen des scheinbaren Umrisses bestimmen kann.
Seit Ch. Dupin wurde vielfach auf solche Spitzen aufmerksam
gemacht, insbesondere bei der Behandlung der Umrisse von
Regelschraubenflichen.® Abgesehen vom speziellen Fall der
Wendelfliche wird jedoch nirgends eine Konstruktion dieser
Spitzen versucht. Bei den Regelschraubenflichen wird die Kon-
struktion besonders einfach; zum einen Teil hat sie dabei tran-
szendenten Charakter (die Verschraubung). Der andere Teil ist
algebraisch vom vierten Grad; es stellt sich jedoch heraus, dal
die Konstruktion dieses algebraischen Teils sogar mit Zirkel und
Lincal méglich ist. AuBerdem ergibt sich ein Kriterium fiir das
Auftreten solcher Umrifispitzen.

2. Grundlagen:

Der Begleitkérper. Die Grundinvarianten

Zunichst sollen als Grundlagen fiir die spateren Ausfithrungen
einige wichtige und bekannte Sachverhalte iiber Regelflichen in
gecigneter Weise dargestellt werden. Es wird dabei erstrebt, das
geometrische Objekt durch sachgemiBe, unmittelbare geome-
trische Betrachtungen zu erfassen. Die Anschaulichkeit soll dabei

® Mit den Umrissen von Flichen befaBten sich Monge [15], [16], Dupin
[3], Hachette [7], dela Gournerie [5], [6], Mannheim [14] in allgemei-
ner Weise. Burmester [2] und Wiener [26] behandelten die Umrisse von
beliebigen Schraubenflichen. Die Umrisse von Regelschraubenflichen bei
Parallelprojektion wurden von Tesaf [24], [25], Pelz [20], Prochazka
[21], Mack [13], Janisch [8], Rohn-Papperitz [22], Schmid [23] in
mehr oder weniger spezicller Weise behandelt.
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besondere Pflege finden. Wegen der erwiinschten Eindeutigkeit
missen Fragen der Orientierung eingehend behandelt werden.

Die Regelflache ¥ werde durch stetigeBewegung einer zunichst
willklirlich gerichteten Geraden ¢ im Raum erzeugt. Es seien ¢;
(7 = 1, 2, 3) die Lagen von ¢ zu den Zeiten ¢ = #;,

(1) 1 <1ty <13

Abb. 1

(Abb. 1). Die Gerade ¢, 148t sich durch (kiirzeste) Schraubung
um das Gemeinlot 24 von e,, ¢4 in ¢, Uberfithren (Drehwinkel Ao,
Vorschub 4da; der Fall Av = o wird ausgeschlossen). z; sei so
orientiert, daf} die Richtungen ¢, ¢,, 2, ein Rechtssystem bilden.
Die orientierte Gerade z; geht durch (kirzeste) Schraubung um
ey in das Gemeinlot z, von e,, ¢4 liber (Drehwinkel 4z, Vorschub
A6). z, erhilt dadurch eine Orientierung.

Andert man den (urspriinglich willkiirlich festgelegten) Rich-
tungssinn von ¢ und damit von ¢;, und laBt man im tbrigen die
Geraden eq, e,, 2, 25 in ihrer Lage, so wird die Orientierung von z;
und z, dadurch nicht gedndert. Es ist zweckmifig, die Orientie-
rung der Geraden ¢ bzw. ¢, fortan so zu wihlen, dal3 die Richtun-
gen 29, 2,5, €5 cin Rechtssystem bilden (im Fall 4w = o kann der
Richtungssinn von ¢ beliebig sein).

Die Orientierung des Drehwinkels Av (4 v == 0) der Schraubung
e, — ¢, soll so festgesetzt werden, dal3

(2) Av > o0



Uber Regelflachen mit dhnlichen Lie- /72 115§

ist. Der Vorschub Ada sei positiv, wenn ¢, durch Rechtsschraubung
in e, Ubergeht, und negativ, wenn dies durch Linksschraubung
erfolgt. Schneiden sich ey, ¢, so ist Aa = o. Die Bewegung e; — ¢,
ist dabei eine reine Drehung, die im folgenden — wie auch die
reine Schiebung — lediglich als Sonderfall einer Schraubung be-
trachtet wird.

Der Drehwinkel 4 2 der Schraubung z; — 2, sei (falls 4w F= 0
ist) so orientiert, daf

(3) Aw>o0

ist. Der Vorschub 44 sei positiv oder negativ, je nachdem z,
durch Rechts- oder Linksschraubung in z, tibergeht.
Setzt man

@ At = t— 1,

so ist die Grenzlage von g, flir 4#— o die Zentraltangente von
Y im Kehlpunkt von e;. Der bewegliche rechte Winke], dessen
einer Schenkel die auf ¥ bewegte Erzeugende ¢ und dessen an-
derer Schenkel die zugehorige Zentraltangente z bildet (dessen
Scheitel also die Striktionslinie von ¥ beschreibt), werde im An-
schluB an F. Lobell Begleitkérper® von ¥ genannt. Die Grenzwerte,
deren Existenz vorausgesctzt wird,

i = lim 32
dr—g 427
. . b
b = lim a -
Ar—0 a4t
(5)
’ i — lim 47
Nie0 Az’
i . Az
w = lim e
dg—0 A2

bestimmen den augenblicklichen Bewegungszustand des Be-
gleitkorpers im Zeitpunkt # = #,. Ist # = #{ variabel (4, < ¢ < 2),
so sind (5) Funktionen von #. Sie werden als die (homogenen)

¢ F. Lobell [12] S. 30-31 (kursiv).
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Grundinvarianten von ¥ bezeichnet.” Die Funktionen 4, b sind
die Komponenten der momentanen Schubgeschwindigkeit v des
Kehlpunktes in Richtung z bzw. ¢. Entsprechend sind ¢, w die
Komponenten der momentanen Drehgeschwindigkeit u des
Begleitkorpers in Richtung 2z bzw. . (In der zu ¢, 2 senkrechten
Richtung [Flichennormale] haben # und v keine Komponenten).

Der zeitliche Ablauf der Bewegung des Begleitkérpers kann
durch willkiirliche Beschleunigung oder Verzégerung geédndert
werden. Das Verhidltnis der Momentangeschwindigkeiten (3)
wird dabei nicht gedndert. Deshalb werden oft auch die drei in-
homogenen Grundinvarianten

o . Aa

Ay=a :v= lim =—

! Ady—0 Az’

el . a4b

6 ko =4 0= llm ——
<> : Ap—0 Ay’
.. . Aw

by = w:v = lim ——

3 Adp—0 Ao

verwendet.® S. Finsterwalder bezeichnete in seinen Vorlesungen
£, als ,,Schrinkungsradius (&' als ,,Schrinkung®),® £, als
,» Verwerfung', £, als ,,Biegung’* der Regelfliche ¥. Da Av und
At immer positiv sind, haben £, (¢ = 1, 2, 3) dieselben Vorzeichen
wie 4, 5, . Insbesondere ist wegen Av >0, Aw = 0 stets

) £y = 0.

7 Nach einer Bemerkung von Lobell [12] S. 31 und Zindler [28] S. 2t
wurden diese Funktionen von X. Antomari (1894) eingefithrt. Im wesent-
lichen dieselben Funktionen definieren K. Zindler [28] S.2ff., S. 17,
W. Blaschke [1] S. 270, J. Krames [18] S. 103-104, E. Kruppa [11]
S. 127-129, F. Lébell [12] S. 31—41, u. a.

8 Solche Tripel von inhomogenen Grundinvarianten lassen sich noch in
mannigfach anderer Weisebilden; tatsichlich findet man inder Literatur keine
Einheitlichkeit.

% Wie F. Lobell bemerkt (vgl. [12] S. 32 kursiv), geht die Bezeichnung
»Schrinkung® fiir 27 auf F. Buka (1881) zuriick. M. Chasles bezeich-
nete £; als ,,Verteilungsparameter’, W. Blaschke als,,Drall (vgl. [1] Bd. 1
S. 268); diese Benennungen sind jedoch uneinheitlich.
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Die inhomogenen Grundinvarianten (6) kénnen in die homo-
genen (5) iibergefithrt werden, indem man das Quadrupel

(8) (A1, &9, 1, k3)

bildet. Sind die GroBen (5) oder (6) als stetige Funktionen von #
bzw. v beliebig vorgegeben, so ist die Regelfliche ¥ bis auf eine
Bewegung im Raum eindeutig bestimmt.19

Verschiebt man die gerichteten Erzeugenden von ¥ alle parallel
durch den festen Raumpunkt O, so hei3t der von den positiven
Halbstrahlen gebildete Kegel , Richtkegel” von ¥ (Abb. 2).

Abb. 2

Sein Schnitt mit der Einheitskugel um O stellt die sphirische
Indikatrix (/) von ¥ dar, deren Orientierung durch die wachsen-
den Parameterwerte # gegeben sei. Bei Zylinderflichen ist (/) zu
einem Punkt ausgeartet. Dieser Fall soll jedoch im folgenden
ausgeschieden werden. Versteht man unter der Lie-#2 eines
Zylinders langs ¢ den Drehzylinder, der ihn lings ¢ von 2. Ord-
nung beriihrt, so ist das vorgelegte Problem fiir die Zylinder-
flichen ohnedies trivial.

Im folgenden ist es zweckmiBig, anstelle von # die Bogenlinge
v (e < v < 4) von (/) als Parameter einzufithren. Damit wird

0 Beweise hierfiir findet man (z. T. mit anderen Grundinvarianten) bei
K. Zindler [28] S. 20-21, F. Lobell [12] S. 33-34 (kursiv), E. Kruppa
[11] S. 71, J. Krames [18] S. 103—104.
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gleichzeitig ausgedriickt, daB die geometrischen Betrachtungen
vom zeitlichen Ablauf unabhingig sind. Der Anschaulichkeit ist
es jedoch férderlich, sich den Ablauf durchaus zeitlich vorzustel-
len, etwa so, dal3 der sphirische Bildpunkt der bewegten Erzeu-
genden ¢ auf (7) die konstante Bahngeschwindigkeit 1 hat, daB
also

(9) v =

ist. Dann bedeutet A# zugleich den Bogen zwischen den durch
vy = ¢, und vy = ¢, festgelegten Punkten von (7). Nach (2) be-
deutet Ao die sphirische Sehne dieses Bogens. Daher ist

. . Av

v = lim =1
(10) YT dndv—o A7

Ersetzt man die Sehne Ao durch den Bogen v, — o4, so wird

der Fehler wegen (10) beliebig klein, sofern Az genligend klein
ist. Im Hinblick auf den spiteren Grenziubergang Ao — o kann
demnach unter 4 v auch der Bogen v, — v, verstanden werden,

3. Schmiegstreifen 2, Ordnung einer Regelfliche ¥

Die drei Erzeugenden e, (7 = 1, 2, 3) von ¥ seien durch die
Parameterwerte v,, v, + 4o, v, + Av + A’v bestimmt (Abb. 1
S. 114). GemilB (10) ist do der Winkel von e, e, und A'v der
Winkel von e,, e5. Der kiirzeste Abstand von e, e, sei wieder 44,
der kiirzeste Abstand von ey, ¢gsei A'a. Da eg aus e, durch Schrau-
bung um z, mit dem Vorschub 4’z und dem Drehwinkel 4'v
hervorgeht, sind die drei Geraden e; durch die sechs Werte

(11) Aa, Ab, Av, Aw, A'a, A'v

bis auf eine Bewegung im Raum festgelegt. 1La3t man Ao, A'v
unabhingig voneinander beliebige Nullfolgen durchlaufen, so
erhilt man bei geeigneten Voraussetzungen iiber die Differenzicr-
barkeit als Grenzlage der durch ¢, bestimmten Regelfliche
2. Ordnung unabhingig von der Art der Nullfolgen die Lie-/*
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von ¥ lings ¢;. Diese Lie-#2 bestimmt zusammen mit der aus-
gezeichneten Erzeugenden e; den Schmiegstreifen 2. Ordnung
von ¥ lings ;.

Durch den Grenziibergang Av — o erhilt man aus (11) gemil
(6) die Grundinvarianten von ¥ an der Stelle v = 2,

. Aa
(122) b o) = Aliino Ao

. A6
(12Db) ky(vy) = lim TR

Av—0

. Aw
( = il
(12¢) ks (vy) = lirlio T

Entsprechend erhidlt man aus (11) fir 4A'v -0, Adv==o0 die
Grundinvariante £, von ¥ an der Stelle v = v, 4 4o

(13) by(vy+Adv) = lim ——.

A a
Ao AV

Mit (12a) und (13) ergibt sich die Drallainderung von ¥ an der
Stelle v = v, durch den Grenzwert

Durch das Wertequadrupel

(15) £y (v1), #2(vy), #3(v1), k; (71)

ist der Schmiegstreifen 2. Ordnung lings ¢; vollstindig bestimmt,
wie folgende Uberlegung zeigt.
Bildet man mit (15) die sechs Werte

(16)  Aaq = kAo, Ab= kyAv, Av, Aw = kA,

E:(kl—{~/e’ldv)zl'v, Ay, (Av >0, A'v > 0),

so weichen diese fir gentigend kleine Ao, A'v von (11) beliebig
wenig ab. Daher weichen auch die durch (11) und (16) definierten
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Regelflichen 2. Ordnung beliebig wenig voneinander ab; dar-
aus folgt, daf} ihre Grenzlagen fur Av, A'v — o iibereinstimmen.
Der Schmiegstreifen 2. Ordnung von ¥ lings e, ist demnach
durch (15) vollstindig bestimmt. Zwei Schmiegstreifen mit dem-
selben Wertequadrupel (15) sind also kongruent.

Zwei Schmiegstreifen 2. Ordnung mit den Werten (13) und

(17) ¢k (vy), ¢ ky(vy), k3(vy), ¢- A (vy) (¢ = const. &= 0)

sind gleichsinnig oder ungleichsinnig dhnlich, je nachdem ¢> o
oder ¢ < 0 ist; dies sicht man folgendermaBen ein. Der Faktor |¢|
bewirkt eine MaBstabinderung der Lingen Aa, A4, und A'q,
wihrend die Winkel dv, Aw, A’ v ungeindert bleiben. Da nach
(2) und (3) alle Winkel positiv genommen werden miissen, be-
wirkt der Faktor —1 die Anderung der Richtungen aller Lin-
gen; dies hat wiederum die Anderung sidmtlicher Schraubsinne
zur Folge, was einer Spiegelung an einer Ebene (oder einer
Spiegelung an einem Punkt des Raumes) gleichkommt.

4. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
von Regelflichen @ der verlangten Art. Folgerungen

Alle Gréflen, die zu der gegebenen Regelfliche 2. Ordnung /4,
gehéren, werden mit einem Querstrich bezeichnet, ohne Quer-
strich dagegen die entsprechenden GréBen, die zur Regelfliche @
gehoéren. Soll jeder Schmiegstreifen 2. Ordnung von @ zu einem
Schmiegstreifen 2. Ordnung von /£, dhnlich sein, so ist dafiir
wegen (15) und (17) notwendig und hinreichend, daf3 es zu jedem
Wert v von @ (mindestens) einen Wert o von £ gibt, so dal}

(o) by (0) = B (B) : By (B),
(18) ko (V)1 ky(v) = '1;2 (v): '(;1 (v),
by (v) = k3 (0)
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gilt. Es muf} also eine Funktion

(19) v=f(v)

geben, so daB3 (18) erfullt ist.
Es gelten nun die folgenden drei Sitze:

Satz 1. Zu jeder belicbigen reellen, eindeutigen und stetig
differenzierbaren Funktion 7 = f(v) gibt es bis auf Ahnlichkeit
genau eine Regelfliche @, deren siamtliche Lie-#? zur gegebenen
Regelfliche 2. Ordnung F, dhnlich sind.

Satz 2. Die nach Satz 1 (bis auf Ahnlichkeit) bestimmte Regel-
fliche @ ist genau dann von 2. Ordnung (und damit notwendig
zu Fy dhnlich), wenn entweder £ cine beliebige Regelfliche
2. Ordnung und in (21) 7 = v — v, v, = const. ist, oder wenn £
ein Rotationshyperboloid und 7 = f(2) eine beliebige Funk-
tion 1st.

Durch Satz 2 wird gewihrleistet, daf3 die Gesamtheit der
Regelflichen @ aus Satz 1 nicht bloB von den Regelflichen
2. Ordnung gebildet wird.

Satz 3. AuBer dem Rotationshyperboloid gibt es keine Regel-
fliche, deren sdmtliche Lie-#? zu demselben vorgegebenen
Rotationshyperboloid £ dhnlich sind.

Beweis von Satz 1

Bei gegebener Fliche F, sind % (7), Ei @) ({ =1,z2,3) be-
kannte analytische Funktionen von 7.1* Durch die Substitution
v = f(v) geht (18) uber in

'éi:'%l =g1<'l)),
(20) ky ki = g3(v),
’é3 =g3(7}>:

I Diese sind S. 139 bis S. 144 ausgerechnet.
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wobei g, (v) eindeutige, reelle und stetig differenzierbare Funk-
tionen von v sind. Aus der ersten Gleichung ergibt sich durch

Integration
?gl (Hd:¢
(21) ki(v)y =C-e° , C = const. 5 0.
Aus der zweiten Gleichung folgt damit
1_|£s'1 ()yde
(22) ky(v) = C-gy(v) - e

Damit sind die Funktionen £; (v) bestimmt. Wegen der willkir-
lichen Konstante € in (21) und (22) ist @ durch die Funktionen 4,
bis auf Ahnlichkeit eindeutig festgelegt.

Es sei

(23) t=a(o)

die Parameterdarstellung der sphérischen Indikatrix (/) von @
in Abhingigkeit von der Bogenlinge v von () (¢ < v < 6) be-
zogen auf den Kugelmittelpunkt als Ursprung. Die Parameter-
darstellung der Striktionslinie von @ sej

(24) r = 3(2).

Bedeutet 2z (¢ £« < d) die Lange auf den Erzeugenden von @,
gemessen von der Striktionslinie in Richtung a, so ist

(25) L= +u alv)

die Gleichung von @ mit den Parametern #, v. Sind £, (v) ge-
geben, so kann (235) in folgender Wejse bestimmt werden.12

Nach (23) ist der Einheitsvektor a mit der Erzeugenden ¢ gleich-
gerichtet (Abb. 3). Der Einheitsvektor % sei mit der vom Kchl-
punkt K ausgchenden Zentraltangente z gleichgerichtet. Der
durch g, ¥ bestimmte Begleitkérper von @ hat nach (3), (6) und
(9) die Drehgeschwindigkeit

(26) U= kya- U.

12 Damit wird zugleich bewiesen, daBl @ durch dic Grundinvarianten Z; cti-
deutig bestimmt ist. Der hier eingeschlagene Weg ist von den in FuBnote 10
S. 117 angegebenen Beweisen teilweise verschieden.
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zZ
\ n (
A
k; e

a ke

Kk f

Abb. 3

Der Kehlpunkt X hat nach (5) und (6) die Schubgeschwindigkeit
(27) o= koa + £ U

Da sich der Kehlpunkt jedoch lings der Striktionslinie § (¢) ver-
schiebt, ist » = §', also

(28) ¥ = bpa+ AU
Mittels des Drehvektors u erhilt man
(20) o = [ua] = [¥a].

Aus (29) folgt, dafl die Einheitsvektoren

(30) a(v), o' (), U(2)

ein rechtwinkliges Dreibein bilden. Fiur dieses bedeutet u (2)
den Darbouxschen Drehvektor. Daher ist

14

3

1) o' = [ual.

Mit Riicksicht auf (26) und (30) ergibt sich daraus

(32) o = kg U—a.

Aus (28) und (29) folgt die bekannte Bedingung fiir die Kehllinie
(33) ¥l =o.

Mittels (28) und (32) lassen sich die £; in den Vektoren a und 3
ausdriicken. Man erhilt die bekannten Formeln
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[
[
I

3 U= (3 ad),
3a
by = Ad"" = (aa’a”).

[~
)
I

(34)

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vektoren a und 4 aus den £,
zu bestimmen:

Da v Bogenldnge von (/) ist, erhilt man aus (32) den Kriim-
mungsradius g von (/) mit

(35) 1ip=|a"| = 4+ V14

Ist 23 = o, dannist p = 1. (J)ist dann ein KugelgroBkreis; dies
bedeutet, da3 @ eine Richtebene besitzt. Ist £4 == const. == 0, dann
ist p = const. < 1. (/) ist in diesem Fall ein Kugelkleinkreis und
der Richtkegel von @ ein Drehkegel. Es ist zweckmaBig, die
Falle £4 == const. und %5 = const. getrennt zu behandeln.

ky 2= const. Dann jst ¢’ = 0. Aus der Gleichung fiir den
Radius R der Schmiegkugel der sphérischen Indikatrix (7)

(36) R = @*+ 0% 7% =1

ergibt sich der Torsionsradius 7 von (/) in Abhingigkeit von der
Bogenliange v bis auf das Vorzeichen zu

(37) T= ko

Durch g (v) und 7 (v) ist (/) bis auf die Lage im Raum bestimmt.
Die verschiedenen Vorzeichen von 7 fiithren zu spiegelbildlichen
Kurven (7). Da diese durch raumliche Punktspiegelung zu gleich-
sinnig kongruenten Kurven werden, so legen beide denselben
Richtkegel fest. Durch diesen ist der Vektor a bis auf ein Vor-
zeichen bestimmt. Das Vorzeichen von a ist nun entsprechend der
Vereinbarung (7) S. 116 so zu wihlen, dafl 2, = (aa’a’) = 0 ist.
Der Vektor a ist damit bestimmt. Aus (29) folgt

(38) U = [ad]
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Mit den Vektoren a und % erhilt man aus (28) durch Integration

(39) §= [ (bga+ A Wdt+ 3, s = const.

Die Regelfliche @ ist damit im Fall £ == const. bis auf ihre Lage
im Raum eindeutig bestimmt,

k5 = const. In diesem Fall kann @ einfacher bestimmt werden,
da (7) als Kreis bereits bekannt ist. Es sei g— — a der halbe Off-
nungswinkel des Richtkegels von @ (Abb. 4). Dann ist

>
X

v . v .
10) a = |(cos & cosS ——— cOS o SIn ——, Sin &} .
) H
e cos a Cos o

Ilir « == o ist der Richtkegel zu einer Ebene entartet, fiir die (40)

ebenfalls gilt. Die Parameterdarstellung der Striktionslinie von
D sei

(41) =30 = (x(),y®) ()
a) x(v), y(v) =k const. Es sei # der Winkel der Tangenten
an den Grundri3

(42) r=2x2(v), y =y

9 Minchen Ak. Sb, 1959
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der Striktionslinie gegen die x-Achse (# == const.), » der Krim-
mungsradius von (42) und s die Bogenlinge von (42). Dann ist

dx y . ds
(43) ds cos r, as = sin 7, = 7.

Differenziert man (41) nach v, so erhilt man mit (43)

a3 dt . di
(44) Ty = o= (rcosz‘-?;/—, rsinge— -, z'(v)).

Die Bedingung o'y = o fur die Striktionslinie (vgl. (33) S. 123)
gibt nach kurzer Rechnung

14

(45) t =

cos o’
vgl. Abb. 4. Bildet man mit (40), (44) und (45) die Werte £, an
Hand von (34), so erhilt man

by =& (v) cosa— () tg a,
(46) ko= z' (v) sin a + 7 (2),

k3 = tg a.

Aus der letzten Gleichung folgt sofort «. Die ersten beiden Glei-
chungen bilden ein lineares System fiir 2z’ und 7, wobei die Deter-
minante

cos o —tgo 1

. - 5= 0
|SII’1(Z 1

47) Cosa

ist. Fir o« = o wird » =/, 2’ = £,, 43 =0. Das Vorzeichen von q
kann dabei beliebig genommen werden.

Es sei noch bemerkt, da3 der Grundrif3 (42) der Striktionslinie
keine Gerade sein kann, denn aus dem Ansatz

s

;{4
(48) 3 = (ﬁ

ds .
cos ¢, 'd; sin¢, 2 (7/)) , ¢ == const.

fr ihre Richtung folgt zusammen mit (40) und (33) nach kurzer

Rechnung % = 0; damit folgt aus (48) durch Integration
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(49) x (v) = const., y(v) = const.
entgegen der Voraussetzung a).

b) x(v) == const., y(v) = const., z(v) == const. Dieser Fall tritt
genau dann ein, wenn

(50) ko — ky kg = 0, ks = const.
ist, wie aus folgendem hervorgeht.

Es sei (50) erfiillt. Dann kann man fur a den Ansatz (40) ma-
chen. Aus (34) folgt mit (40) wieder

(46" by = tg a.
N . 4
Aus (38) und (40) erhilt man mit ¢ = ors
(51) U = (—sin o cos #, —sin « sin ¢, cos «).

Zerlegt man 3" in (28) mit Hilfe von (40) und (51) in Komponen-
ten der Richtungen x, ¥, z, so ergibt sich

(kg cosa — £y sina) cos

3 = | (&g cos o — £y sin o) sin ¢

(£ sin o -+ £, cos &)
Aus (50) und (46") folgt
(53) ky = Ry tg o
Damit gibt (52)
(54) 3= (o, 0, -~),
also gerade Fall b),
Setzt man dagegen (34) voraus, so folgt aus (33), daB} die z-

Komponente von a identisch verschwinden muB, daf3 also a mit

*
9
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der z-Achse einen festen Winkel bildet.1® Daher kann man fiir a
den Ansatz (40) machen. Durch Vergleich von (52) und

(55) ' = (0,0, 7' (v))
und mit (46") erhilt man

ky = 2'(v) cos a,
(56) ky = 5'(v)sin «,
kg = tg o.

Damit ist (50) erfiillt, und es gelten die Gleichungen (46) von
Fall a), wenn dort noch 7 (¢) = o gesetzt wird.

Durch die Funktionen #(#) und 2'(v) ist § eindeutig bis auf
die Lage im Raum bestimmt. Es ist nimlich

(57) ,
t t v

;= J‘ 7 (%) cos t* dt*, jr(t*) sin * d t*, Iz’(v*) a’v*).
ta

ta a

Aus (40), (44) und (45) folgt aulerdem, da3 der Grundri3 von a
Tangente an den Grundri (42) der Striktionslinie ist. Die Strik-
tionslinie ist also wahrer Umri3 von @ bei Parallelprojektion
senkrecht 2 = o. Es gilt jedoch auch das Umgekehrte: Ist die
Striktionslinie wahrer Umri3 einer Regelfliche ¥ bei Parallel-
projektion in Richtung z, so muB die Flichennormale o' = [ a
(vgl. (29) S.123) zu 5 senkrecht stehen. Daher hat o’ in Richtung =
keine Komponente; daraus folgt, dafl a mit der z-Achse cinen
festen Winkel bildet.*

Damit ist nun gezeigt, daB es zu jeder Funktion 7 = f (v) nach
Satz 1 eine Regelfliche @ gibt, deren simtliche Lie-#2 zur ge-

13 Damit ist gleichzeitig folgende Spezialisierung eines Satzes von Bonnet
bewiesen: Jede Regelfiiiche mit gerader Striktionslinie (S) hat als Richtkegel
einen Drehkegel, dessen Achse zu (\S) parallel ist, oder sie ist ein gerades Ko-
noid, vgl. Krames [18] S. 144.

M Krames [18] S. 136: Die Striktionslinic einer Regelfiiche @ ist dann
und nur dann zugleich wahrer Umrifl fiir parallele Projektionsstrahlen /,
wenn der Richtkegel von @ ein Drehkegel (mit zu /7 paralleler Achse) ist oder
wenn @ eine (zu / normale) Richtebene besitzt.
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gebenen Fliache £ dhnlich sind. Wegen der willkiirlichen Kon-
stante Cin (21) und (22) S. 122 ist @ bis auf Ahnlichkeit bestimmt.
Beweis von Satz 2 und Satz 3

Alle Lie-#? einer Regelfliche 2. Ordnung fallen mit dieser
selbst zusammen. Soll @ eine Regelfiiche 2. Ordnung sein, so
mul3 demnach notwendig @ zu F dhnlich sein. Dann ist

(58) ky(v) = k(T)-¢, ¢ = const. = 0.
Durch Differenzieren nach » erhilt man

(58 B@) = k@ 2.

Damit ist

(59) =R

Durch Vergleich von (59) mit der ersten Zeile von (18) S. 120 folgt

o @ _ k@ dp
(597 n@ | RE) 4

Diese Gleichung ist fir () identisch erfillt, wenn

(a) é; (7) = o fiir alle Werte 7 oder
(60) (b) ,%; (7) = o fiir den Wert 73, wobel die Funktion
7 (v) = 7y, = const. ist, oder

(c) % = 1 gilt.

Im Fall (a) ist 2,(7) = const.; die einzige Regelfliche 2. Ordnung
mit konstantem Drall ist jedoch das Rotationshyperboloid. Wegen

der Rotationssymmetrie sind fur dieses auch —fe—z@) und Z4(7) je

konstant. Die Funktionen £; eines Rotationshyperboloids erhilt
man aus (46) mit z’'(v) = o und dem vereinbarten Querstrich

(61) E:—?tg&., Z;:?, ky = tg &, 7 = const,
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Ist #, als Rotationshyperboloid durch (61) gegeben, und ist
7 = f(v) eine beliebige Funktion, so erhilt man die Grundinvari-
anten £, von @ aus (20) S. 121 mit

(62) g1 =0, go=—ctgl, gs=tga.

Danach ist

(63) A =C, ky=—0C-ctga, ky3=tga, C = const.
Damit erhilt man aus (46)

(64) o=12a, z(v)=o0, 7{t)=—C- ctga.

Dies bedeutet, dall @ wieder ein Rotationshyperboloid und damit
eine Regelfliche 2. Ordnung ist.
Damit ist gleichzeitig auch Satz 3 bewiesen.

Im Fall (b) ist die Funktion 7 = f (v) konstant gleich 7,. Daher
mul} nach 4. S. 120 die Regelfliche @ lauter dhnliche Schmieg-
streifen 2. Ordnung haben. Die einzige Regelfliche 2. Ordnung
mit dieser Eigenschaft ist das Rotationshyperboloid. Ist @ speziell
ein Rotationshyperboloid, dann notwendig auch /7. Dies bedeu-
tet, daf3 die Funktion 7 = f(v) nur dann zu eciner Regelfliche
2. Ordnung @ fiihrt, wenn £ ein Rotationshyperboloid ist. Ist
andererseits /7 ein Rotationshyperboloid, dann auch @ auf
Grund von Satz 3.

Im Fall (¢) ist #, beliebig. Aus (60c¢) folgt notwendig
(63) U= v—uv, v,= const.

Da (63) lediglich eine Verschiebung der Bogenlinge der sphiiri-
schen Indikatrix um vz, bedeutet, so leuchtet es geometrisch un-
mittelbar ein, daB3 (65) auch hinreichend dafur ist, daBl @ zu /7
dhnlich und daher cine Regelfliche 2. Ordnung ist.

Der Fall, daf3 /7, ein Rotationshyperboloid ist, soll zur Ver-
tiefung noch von einem anderen Standpunkt aus betrachtet wer-
den, zumal da die Aussage von Satz 3 zunichst sehr iiberrascht.
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E. Edlinger [4] untersuchte die Regelflichen, deren simt-
liche Lie-#2 Rotationshyperboloide sind, vgl. Fullnote 4 S. 112,
und zeigte: Laft man ein starres gleichseitiges hyperbolisches
Paraboloid auf einer seiner Mindingschen Biegungsflichen ohne
Gleiten rollen, so beschreibt die zur Schar der Eingriffslinien ge-
horende Scheitelerzeugende des Paraboloids eine Regelfliche,
deren samtliche Lie-#? Rotationshyperboloide sind. Jede Regel-
fliche mit dieser Eigenschaft 146t sich auch auf diese Weise er-
zeugen. Die Eingriffslinien werden von der einen Schar des Para-
boloids gebildet und sind zugleich die Drehachsen der Rotations-
hyperboloide, die die Lie-#2 bilden.

Nach diesem von E. Edlinger gefundenen Sachverhalt folgt
unmittelbar, dafB es auler dem Rotationshyperboloid keine Regel-
fliche gibt, die lauter ahnliche Rotationshyperboloide als Lie-#2
hat: Da nimlich die Erzeugenden eines hyperbolischen Para-
boloids mit der Scheitelerzeugenden dieser Schar lauter ver-
schiedene Winkel einschlieBen, so kann die nach E. Edlinger er-
zeugte Regelfliche nicht lauter dhnliche Rotationshyperboloide
als Lie-/? besitzen, es sei denn, die Regelfliche sei selbst ein
Rotationshyperboloid. Dieses entsteht nach E. Edlinger als Son-
derfall, wenn an Stelle der Mindingschen Biegungsfliche des Para-
boloids eine Gerade gesetzt wird, um die man das Paraboloid
roticren 1a0t.

Im Anschlull an Satz 1 gilt der folgende

Satz 4. Durch die Funktion 7 = f (v) sind die Regelflichen @
und /7y derart aufeinander bezogen, dal fiir entsprechende Er-
zeugende v von @ und 7 = f(v) von

a) die logarithmische Ableitung des Dralls nach der Bogen-

linge der sphirischen Indikatrix,

b) der Winkel der Striktionslinie mit der Erzeugenden,

c) die Kriimmung der sphirischen Indikatrix
bei beiden Flichen {ibereinstimmen.

Beweis
a) Es ist
d #(2) d . % (7)
= = 2\ . oo b = 27
66)  —— log 44 () h@ b 4 °F (D) T
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Nach (18) S. 120 gilt also

d d T =
(67) 2 1og £ (v) = =5 log £4(2).
b) Ist o(v) der Winkel der Striktionslinie 3 (¢) mit der Erzeu-

genden a (v), so ist wegen (28) S. 123

A) n@)

(68) g o(0) =i wT@ = o

Nach (18) folgt damit

(69) o (v) = 5(3).
c) Aus (35) S. 124 und (18) folgt

(70) 1:0(v) = 1:2(D).

Es soll nun noch der AhnlichkeitsmaBstab der Lie-#2 zur
gegebenen £ als Funktion von z bestimmt werden.

Der Drall von @ léngs einer Erzeugenden v ist £,(#); der Drall
von £ lings der entsprechenden Erzeugenden 7 = f(2) ist /;:(?)
Damit hat man als AhnlichkeitsmaBstab » (v) der Lie-/#2 von @
lings v zur festen Fliache £

(71) m(e) = ky(0): by (D), T = f(2).

Gibt es Regelflichen @, deren simtliche Lie-#2 zu einer gegebe-
nen Regelfliche 2. Ordnung F, kongruent sind ? Dann muf} 7 (v)
== 1 sein. Aus (71) ergeben sich (58) S. 129 mit ¢ = 1, und (59).
Die Fille (a) und (c), vgl. (60), fihren wie dort zu Flichen
2. Ordnung. Im Fall (b), also fur 7 = f (v) = v, = const., sind
Z@O), ,%i (Ty) konstant fir alle ». Daher mufl @ in diesem Fall
notwendig lauter kongruente Schmiegstreifen 2. Ordnung be-
sitzen, vgl. (17) S. 120 mit ¢ = 1. Dies bedeutet, daf3 die Grundin-
varianten £,(7) von @ Konstante sind. Aus (46) S. 126 folgt
dann o = const.,, »(#) = const. und 2’ (v) = const., also
z (v) = const. - v. Dies bedeutet, daB @ eine (allgemeine oder spe-
zielle) Regelschraubenfliche (oder im Sonderfall ein Rotations-
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hyperboloid) sein mufBl. Umgekehrt hat jede Regelschrauben-
fliche lauter kongruente Lie-#?% da man sie starr in sich ver-
schrauben kann. Damit gilt

Satz 5. Die Regelschraubenflichen sind die einzigen Regel-
flichen, die lauter kongruente Lie-#? besitzen und nicht selbst
von 2. Ordnung sind.1®

5. Eine anschauliche Erzeugung von @

Sind die Grundinvarianten £;(v) einer beliebigen Regelfliche
¥ gegeben, so kann ¥ nach K. Zindler [28] S. 20-21% dadurch
erzeugt werden, dafl man die Erzeugende ¢ und ihre Zentral-
tangente z die durch (5) S. 115 definierte Bewegung ausfithren Iift.
Die Flache ¥ erhalt man niherungsweise, wenn man die Bewe-
gung (3) in endlichen Schritten ausfithrt, indem man das Inter-
vall 7, < ¢ < #, in Teilintervalle 4 # unterteilt und in jedem davon
die Geschwindigkeiten (5) konstant 148t.

Ein anderer Weg, zu einer anschaulichen Erzeugungsweise der
Regelfliche ¥ zu gelangen, ist der folgende.

Durch die beiden Vektorfunktionen a(v) und 3(v) ist die Regel-
fliche nach (25) S. 122 bestimmt. Da die Funktion a (v) den Orts-
vektor der sphérischen Indikatrix (/) von ¥ bedeutet, so ist
a () bekannt, wenn (/) bzw. der Richtkegel & von ¥ bestimmt
ist. Da a'(z) der Tangentenvektor von (/) ist, so spannen a(2)
und a'(2) die Tangentialebene von K auf. Der Normalenvektor
von K ist daher ¥ = [a a’]. Der Winkel Az zwischen % () und
A (v 4 Av) ist demnach auch der Winkel der Tangentialebenen
von K lings a(v) und a(v--A4v). Nach (12¢) 5. 119 erhilt man
in erster Nidherung

(72) Aw = £y(v) Av.

15 Die Lie-#7? einer allgemeinen Regelschraubenfliche werden in 9., S. 153
bestimmt.

18 Vgl. auch L. Krames [18] S. 104, F. Lobell {12] S. 29-34 (kursiv),
E. Kruppa [11] S. 128.
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Der Mantel von X [4Bt sich nun ndherungsweise dadurch her-
stellen, daf3 der (radial aufgeschnittene) Einheitskreis zunichst
in lauter Scktoren mit den (kleinen) Zentriwinkeln A v eingeteilt
wird. Auf seinem orientierten Umfang sei v = a als Anfangs-
punkt festgelegt. Biegt man nun die Kreisscheibe derart (Abb. 3),

A\

Aw

v R
Abb. 5

vU=a

daB3 die Sektoren eben bleiben und dal jeder Sektor mit seinem
benachbarten den Winkel (72) bildet,’” wobei » durch den
gemeinsamen Radius der benachbarten Sektoren festgelegt ist,
so erhidlt man eine Niherungsfliche fir X, die fiir Ao — o den
Richtkegel K als Grenzlage hat. Der Kreisumfang geht bei der
Biegung in einen sphirischen Polygonzug iber, der eine Nihe-
rung der Indikatrix (/) von ¥ darstellt und fir 42 — o die Grenz-
lage (/) hat. Aus der geometrischen Bedeutung von Adv, Aw
folgt weiter, dal} 44 die tangentiale Kriimmung von (/) auf der
Einheitskugel ist; £; wird auch als konische Kriimmung von X
bezeichnet.

Ist @ eine Regelfliche, deren sdmtliche Lie-#2 zu F, dhnlich
sind, so kann ihre sphirische Indikatrix (/) auch in folgender
Weise erzeugt werden.

Es sei £ ein einschaliges Hyperboloid. 8
Die einparametrige Schar der Lie-#2 von @ 146t sich dadurch
erzeugen, dafl man die gegebene Fliche 2. Ordnung 7 in be-
stimmter Weise an @ entlangbewegt und gleichzeitig im Mal-

17 Durch die sich auf (3) S. 115 und (7) S. 116 bezichenden Vereinbarungen
ist festgelegt, nach welcher Seite zu biegen ist.

18 Falls nichts anderes gesagt ist, soll das Rotationshyperboloid im folgen-
den ausgeschlossen sein.



















































































































































