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Einleitung

Eine Reihe verschiedenartiger Integraltransformationen, die
wohlbekannt und von Wichtigkeit fiir die klassische Analysis
geworden sind, lassen sich unter folgendem gemeinsamen Ge-
sichtspunkt betrachten: Die analytische Schreibweise

(1) T(u) = [ K(x, ) #(x)dx
¢
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einer solchen Transformation erfolgt mittels eines Kernes X,
dessen partielle logarithmische Ableitung

0K

dx

A

in x rational ist. Solche Funktionen wollen wir im folgenden
der Kiirze halber multiplikativ nennen, auch wenn (was man
iblicherweise bei Verlethung des Namens ausschlieBt) X als
Funktion von z (bei festem #) Unbestimmtheitsstellen besitzt.
Letztere werden durch lokale Entwicklungen der Form

{:v
e (i )

xtexp (e, 2" + ...

charakterisiert und von uns daher auch als exponentielle Sin-
gularititen bezeichnet.

Die nachstehenden Ausfihrungen enthalten im weiteren Sinne
Beitrige zur Funktionalanalysis der Integraltransformationen
mit multiplikativem Kern. Thr Programm ist in fritheren Arbei-
ten (Koénig [5], Konig-H. Schmidt [6], H. Schmidt [10],
Réhrl [7]-[9]) herausgebildet worden und lautet in groben
Zigen etwa so: Widerspiegelung arithmetischer Eigenschaften
von multiplikativen Klassen in Eigenschaften ihrer Perioden.

Wir gehen darum anders vor, als dies in der Funktionalana-
lysis sonst iiblich ist: Die Oberfunktion #in (1) wird = 1 gesetzt,
Kern und Integrationsweg variieren dagegen in wohlbestimmter
Weise, und zwar durchliuft X die Elemente V7 einer multiplikati-
ven Klasse & (Definition in § 3) und € die bez. & geschlossenen
Wege, fiir die also

o
(2) Jﬂ"gj- (Vr)dx=o0
I
gilt fiir jedes V'» & R.
Diese Integralgesamtheit iberblickt man, wie im Falle der

algebraischen Funktionen, wenn man die endlich vielen Funda-
mentalperioden kennt.
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Die Hauptpfeiler des Kénig-Schmidt-Rohrlschen Aufbaues
sind .
der Reduktionssatz,
der Vollstindigkeitssatz,

das Orthogonalititstheorem.

Der erste legt die Maximalzahl ableitungsunabhingiger Funk-
tionen einer multiplikativen Klasse und damit cine obere Grenze
N flir die Anzahl der Fundamentalwege fest (§ 2). Der zweite
sagt aus, daB es &V Fundamentalwege gibt, derart, dal die zu-
gehérige Periodenmatrix nicht-verschwindende Determinante be-
sitzt (§ 7). Sofern die Perioden in Abhangigkeit von # einem
Differentialsystem genigen, enthalten sie daher ein Fundamental-
system an Losungen. Aus diesem Grunde sprechen wir vom Voll-
stindigkeitssatz. Das Orthogonalitatstheorem (§ 8) schlieBlich
verknlpft bilinear die Perioden fir je ein Paar zueinander kom-
plementirer Klassen,

Am Beginn unserer Ausfiihrungen deuten wir den Reduktions-
satz als Aussage Uber gewisse Untermoduln aus Differentialen
eines rationalen Funktionenkdrpers und beweisen ihn dann — fiir
einen beliebigen Grundkorper der Charakteristik o — im Rahmen
der von willkiirlichen Festsetzungen freien Arithmetik des ratio-
nalen Funktionenkdrpers, wie man sie etwa in Hasse [3] formu-
liert findet. Die Auszeichnung des unendlichfernen Punktes und
die dann notwendigen Ausnahmebetrachtungen in [7]-[10] wer-
den auf diese Weise hinfillig. Vor allem aber gewinnen wir gegen-
tiber den fritheren Arbeiten gréBere Beweglichkeit in der Aus-
wahl von Klassenbasen (im Sinne der Ableitungsunabhingigkeit),
was auch der Verwertbarkeit unserer Resultate fiir die explizite
Integration vorgelegter Differentialgleichungen zugute kommen
diirfte (siche § g).

Gleichzeitig aber erweitern wir die bereits vorliegenden Be-
griffe und Aussagen in einer Weise, wie sie in der Kénigschen
Arithmetik nicht vorgebildet ist. Wir lassen nimlich im Reduk-
tionssatz an Stelle der Ableitungen aller Elemente der Klasse die
Menge der Ableitungen eines Unterideals treten, welches aus
den Vielfachen eines ganzen Divisors g besteht. Es braucht dann
(2) nur noch fiir solche V7 zu gelten, welche in den Punkten eines
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Divisors g verschwinden, um € den Charakter eines geschlosse-
nen Weges zu geben. Ein offener Weg ist demnach Periodenweg
fir geeignete Ideale (z. B. fiir die Gesamtheit der Klassenfunk-
tionen, welche im Anfangs- und Endpunkt verschwinden). Die-
ser allgemeinere Periodenbegriff gibt unserer Darstellung gegen-
Uber friheren ein wesentlich neues Gesicht, fihrt zu stirkerer
Algebraisierung und Entlastung von schwierigen geometrischen
Diskussionen.

Der sachliche Gewinn liegt vor allem darin, daf3 nun erst die
Definition der komplementéren Klasse und die Formulierung des
Orthogonalititstheoremes ausnahmslos méglich wird. Letzteres
erscheint liberdies als eine untverselle Quelle fir eine Reihe von
Funktionalbezichungen, die vom Erginzungssatz der I'-Funk-
tion bis zu einer Sorte von Identititen reicht, die anscheinend
bisher nur in sehr einfachen Spezialfillen in der Literatur auf-
gefiihrt worden sind, zu denen z. B. die Darstellung

O(4, 2 du

o e 425 I(2) e u*
) = 27 J w—2
w
fiir eine der unvollstindigen I'-Funktionen gehért (Béhmer [2],

V, Nr. 3, (30)).

Uber die Auswertung des Orthogonalititstheoremes, insheson-
dere im Hinblick auf allgemeinere funktionalanalytische Pro-
bleme, soll bei spiterer Gelegenheit berichtet werden.

Schliefilich zeigen wir am Beispiel der Laplaceschen Diffe-
rentialgleichung (Differentialgleichung mit linearen Koeffizien-
ten), daf} sich auch Dinge, die im groBlen und ganzen lingst be-
kannt sind, im Lichte unserer Resultate vereinheitlichen und ab-
runden lassen.

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen

In den-beiden ersten Paragraphen legen wir die Grundlagen
fiir den Reduktionssatz und beschiftigen uns mit Funktionen
und Differentialen eines rationalen Funktionenkérpers K/£ in
einer Unbestimmten tiber einem Konstantenkorper 2 der Cha-
rakteristik o.






