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Bestimmung der Kontinua im En ohne n richtungs- 

abhängige Paratingenten (n > 2) 

Herrn Georg Faber zum achtzigsten Geburtstag gewidmet 

Von Otto Haupt in Erlangen 

Vorgelegt am 14. Dezember 1956 

Einleitung 

1. Im Zusammenhang mit Bemerkungen über dualisierbare Bo- 

gen in der Ebene wurde gezeigt, daß jede „nadelfreie“ stetige 

Kurve1 ohne parallele Paratingenten ein Konvexbogen ist (vgl. 

[4]). Bei dieser Gelegenheit wurde die Bestimmung (a) der ebe- 

nen Kontinua und (b) der (nicht „nadelfreien) stetigen Kurven in 

der Ebene ohne parallele Paratingenten in Aussicht genommen. 

Die Antwort auf die Frage (a) lautet (vgl. [5] sowie Genaueres 

in Nr. 2.3. der gegenwärtigen Mitteilung): Jedes ebene Konti- 

nuum K ohne parallele Paratingenten ist entweder ein Konvex- 

bogen (ohne parallele Paratingenten) oder ein Stern von endlichem 

Ko77iponentenordnungswert. Dabei ist verabredet: Ist die Ge- 

rade G Paratingente an K in r verschiedenen Punkten von K, 

von denen keine zwei der gleichen, in K enthaltenen Strecke an- 

gehören, so wird G als genau r verschiedene parallele Paratin- 

genten an K gezählt (r > 2). 

2. Bei der Behandlung der in Ziff. 1 genannten Frage (a) zeigt 

sich, daß wesentliche Teile der Betrachtungen auch für den Fall 

eines Kontinuums im euklidischen «-dimensionalen Raum (n > 3) 

gültig bleiben, wenn die Forderung des Fehlens paralleler Para- 

tingenten im Fall n = 2 geeignet für den Fall n > 3 verallge- 

1 Unter einer stetigen Kurve wird hier verstanden das Tripel (K;f(t), 

t £ J), wobei K ein im Kleinen (oder lokal) zusammenhängendes Kontinuum 
und /(/) eine eindeutige, stetige Abbildung der abgeschlossenen Strecke J 

auf K bedeutet. 

München Ak. Sb. 1956 
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meinert wird. Die von uns gewählte Verallgemeinerung ergibt 

sich aus folgender Bemerkung: Legt man für n = 2 die affine 

Ebene E2 zugrunde, d. h. adjungiert man zur euklidischen Ebene 

eine uneigentliche Gerade, so sind deren Punkte ein-eindeutig 

den verschiedenen „Richtungen“ in der euklidischen Ebene zu- 

geordnet; und es können so je zwei parallele bzw. nicht-parallele 

Geraden in der Ebene bezeichnet werden als solche mit linear ab- 

hängigen bzw. mit linear unabhängigen Richtungen, kurz als 

richtungsabhängig bzw. als richtungsunabhängig. Dementspre- 

chend erklären wir allgemein im affinen «-dimensionalen Raum 

En mit n > 2, je n Geraden Gv, v = 1, ...,«, als solche mit linear 

abhängigen bzw. unabhängigen Richtungen, kürzer als rich- 

tungsabhängig bzw. -unabhängig, wenn die Gv Treffgeraden 

eines und des nämlichen (n — 2)-dimensionalen linearen Teil- 

raumes der uneigentlichen Hyperebene des En sind oder nicht 

sind. Unter der gleichen Verabredung bezüglich der Vielfach- 

heitszählung für Paratingenten bei n > 3 wie bei n = 2 (vgl. 

Ziff. 1) erhält man den Satz (vgl. [5] sowie Genaueres in Nr. 2.3. 

der gegenwärtigen Mitteilung): Jedes Kontinuum im affinen 

En, mit n > 3, ohne n richtungsabhängige Paratingenten ist ein 

einfacher differenzierbarer Bogen, dessen Durchschnitt mit jeder 

Elyperebene höchstens n Komponenten besitzt und dessen (etwa 

vorhandene) hyperebene Teilbogen sämtlich Strecken sind. 

3. In der vorliegenden Mitteilung sollen die in Ziffer 1. und 2. an- 

geführten Sätze bewiesen werden. Man wird dabei zu weiteren 

Fragen geführt, beispielsweise zur Frage nach denjenigen Kon- 

tinuen, die keine n richtungsabhängige Paratingenten besitzen, 

wenn abgesehen wird von einer im Raum der Richtungen nir- 

gends dichten Menge (oder also von einer in der uneigentlichen 

Hyperebene nirgends dichten Punktmenge). Ferner erhebt sich 

die Frage nach der Gestalt der stetigen Kurven, die mit jeder 

Hyperebene höchstens n Teilbogen gemeinsam haben. 

Übrigens ist die in Ziffer 1 genannte Frage (b) inzwischen 

ebenfalls beantwortet (vgl. [10], [11]). Wir werden auf die anderen 

erwähnten Probleme sowie auf weitere Eigenschaften der in 

Ziff. 2 genannten Bogen im En (mit « > 3) an anderer Stelle zu- 

rückkommen. 
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§ 1. Vorbereitende Betrachtungen 

Der Grundbereich, in dem alle Betrachtungen dieser Arbeit 

sich abspielen, ist der «-dimensionale affine Raum E„ oder viel- 

mehr, da wir nur mit beschränkten Mengen, also nur mit eigent- 

lichen Punkten zu tun haben, der euklidische En\ soweit nicht 

ausdrücklich anderes bemerkt wird, ist n > 2 (d. h. der Fall der 

Ebene (n = 2) ist einbegriffen). Die /(-dimensionalen linearen 

Unterräume des E„ werden kurz als /(-Ebenen bezeichnet, wobei 

1 < k < n — 1 ist; für k = 1 bzw. k = n — 1 sind die .(-Ebenen 

speziell die Geraden bzw. die Hyperebenen. - Unter einem 

Büschel f> von Hyperebenen H mit der A dise A verstehe man 

die Gesamtheit aller Hyperebenen, deren Durchschnitt eine 

feste (n — i)-Ebene A ist. Genau dann, wenn A in der uneigent- 

lichen Hyperebene liegt, sind die H G & zueinander parallel. 

1.1. Als Paratingente P an eine Menge M C En im Punkt 

p G En als Berührungspunkt, n > 2, wird bezeichnet 

jeder Limes P von Geraden Gr derart, daß Gr (mindestens) zwei 

(verschiedene) Punkte qr, tr G M enthält und daß p = lim qr = 

= lim tr. Es ist also p G M, wobei unter M die abgeschlossene 

Hülle von M (im En) verstanden wird. 

1.1.1. Jede Paratingente an eine Teilmenge M' von M im 

Punkt p ist zugleich Paratingente mp an die Obermenge M. 

Jede Menge mit (mindestens) einem Häufungspunkt, insbeson- 

dere also jedes Kontinuum, besitzt (mindestens) eine Paratin- 

gente. Dabei wird unter einem Kontinuum im En, n > 2, jede 

mehrpunktige (d. h. mehr als einen Punkt enthaltende), be- 

schränkte, abgeschlossene und zusammenhängende Menge ver- 

standen. 

Enthält der Durchschnitt D der Menge M mit der Geraden 

G bzw. mit der Hyperebene H unendlich viele Punkte, so ist G 

bzw. so enthält H eine Paratingente an M mit jedem Häufungs- 

punkt von D als Berührungspunkt. 

Jeder Limes
2 einer Folge von Paratingenten an eine beschränkte 

Menge N ist wieder eine Paratingente an N. 

2 Es handelt sich um den Limes im Raum der Geraden des En. 
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1.1.2. Es sei / eine in M enthaltene Strecke; wir nehmen dabei 

stets an, daß Jeinegrößte in Menthaltene Strecke sei, d. h. nicht 

echte Teilmenge einer ebenfalls in M enthaltenen Strecke. Ge- 

mäß Nr. 1.1.1. ist die Trägergerade G — G(J) von J Paratin- 

gente an M in jedem Punkt der abgeschlossenen Hülle / von J. 

Wir bezeichnen J als verlängerten Punkt von M auf der Geraden 

G und G als Paratingente an M im verlängerten Punkt p = J. 

Ist dagegen P Paratingente an M in einem Punkt q, der zu keiner 

abgeschlossenen Strecke A mit A C M r\ P gehört, wobei 5 

die größte, in S enthaltene offene Strecke bedeutet, so sagen wir 

auch, P sei Paratingente an M im gewöhnlichen Punkt q. 

1.1.3. Festsetzung. In der Aussage ,,P ist Paratingente an M in 

p“ kann im folgenden p sowohl einen gewöhnlichen als einen 

verlängerten Punkt bedeuten; ein verlängerter Punkt p wird 

hierbei als genau ein Punkt (Berührungspunkt) gezählt und P 

als Paratingente in nur einem Punkt. In der Aussage „Aist Para- 

tingente an M in den Punkten^, . . ,,pr“ sind dementsprechend 

diese Punkte (Berührungspunkte) als sämtlich verschieden, bzw. 

als paarweise fremd, vorausgesetzt ; außerdem wird P als je eine 

Paratingente an M in jedem einzelnen der plt . . pr gezählt, es 

rechnet das gleiche P hier also im ganzen als r verschiedene 

Paratingenten, und wir sagen im vorliegenden Falle, es besitze M 

(mindestens) r Paratingenten. Sind die verschiedenen Geraden P 

und P' Paratingenten in/ bzw. in/', so gelten P und P' als ver- 

schiedene Paratingenten, ob nun die Berührungspunkte/ undp' 

verschieden oder ob sie gleich sind. 

1.1.4. Eine Menge B wird als einjächer Bogen bezeichnet, 

wenn eine topologische Abbildung/von B auf eine abgeschlossene 

Strecke existiert. Vermöge einer derartigen (im übrigen beliebi- 

gen) Abbildung / werden die Begriffe innerer und Endpunkt 

sowie vordere und hintere Umgebung eines Punktes von B er- 

klärt (nämlich als Bilder der inneren Punkte usw. der Urbild- 

strecke; diese Begriffe sind, bis auf allenfallsige Vertauschung 

von „hinten“ und „vorn“, unabhängig von der jeweiligen Abbil- 

dung/). Ist ein Endpunkt von B zugleich Endpunkt einer auf B 

und auf einer Geraden G liegenden (größten) Strecke / (wobei 

dann J — / wegen der Abgeschlossenheit von B und G), so be- 
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zeichnet man J auch als verlängerten Endpunkt von B auf G. 

Ein verlängerter Punkt von B auf G, der nicht (verlängerter) 

Endpunkt ist, heißt auch verlängerter innerer Punkt von B 

auf G. Soweit später von End- bzw. inneren Punkten von B auf 

einer Geraden G die Rede ist, kann es sich sowohl um gewöhnliche 

als um verlängerte Punkte handeln. 

1.1.4.1. Unter einer Stütz hyper ebene an M im Punkt q wird ver- 

standen jede q enthaltende Hyperebene H derart, daß eine Um- 

gebung von q auf M ganz in einem der beiden, von H berandeten, 

abgeschlossenen («-dimensionalen) Halbräume liegt. Es gilt der 

Hillssatz. Vor. Es sei B ein einfacher Bogen im E„, n>2. 

Ferner sei H Stützhyperebene an B in einem Punkt q von B, der 

entweder Häufungspunkt von Hr\B oder innerer Punkt von B 

ist. — B e h. Es besitzt B in q eine in H gelegene Paratingente mit 

q als Berührungspunkt. 

Bew. Entweder ist q Häufungspunkt von H r\ B\ dann folgt die 

Beh. aus Nr. 1.1.1. — Oder es ist q isolierter Punkt von H r\ B 

und dann (nach Vor.) innerer Punkt von B. Daher existiert eine 

vordere und eine hintere Umgebung Uv bzw. Uh von q auf B, die 

bis auf q untereinander und zu H fremd sind. Weil H Stützhyper- 

ebene in q ist, sind Uv — (q) und Uh — (q)3 beide enthalten im 

gleichen, offenen, von H begrenzten Halbraum R. Es seien Hr 

zu H parallele, in R gelegene Hyperebenen, die mit r —+ 00 gegen 

H konvergieren. Dann ist Hr Uv und Hr r\ Uh nicht leer für 

schließlich alle r. Ist etwa hr G Hr r\ Uh und vr G Hr r\ Uv, also 

hr-(= vr, ferner Sr die Verbindungsgerade der beiden Punkte hr 

und vr, so enthält die Folge der Sr eine Teilfolge, die gegen eine 

in /fliegende Gerade N konvergiert. Da gleichzeitig die hr und 

vr gegen q konvergieren, ist N Paratingente in q an B. 

1.2. Es heiße M C En, n > 2, vom schwachen (beschränkten 

Punkt-) Ordnungswert k bzw. von schwachem endlichem 

oder von unendlichem (Punkt-) Ordnungswert (bezüglich des 

Systems f) der Hyperebenen in E„, wenn eine im Raum aller 

Hyperebenen nirgends dichte Menge n von Hyperebenen exi- 

3 Es bezeichnet (q) die einpunktigc, q enthaltende Menge. 
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stiert derart, daß jede Hyperebene H aus f) — n mit M maximal4 

k Punkte bzw. endlich viele Punkte gemeinsam hat oder wenn M 

mit mindestens einer Hyperebene (aus b) unendlich viele Punkte 

gemeinsam hat. 

1.2.1. Es heiße M von endlichem. (Punkt-) Ordnungswert rela- 

tiv eines Büschels b von parallelen Hyperebenen, oder kürzer: 

M heiße b-endlich, wenn der Durchschnitt von M mit jeder 

Hyperebene aus b endlich ist. Speziell werde M als 6-einfach 

bezeichnet, wenn M r\H leer oder einpunktig ist für jedes 

H G b. Schließlich werde M als b-dehnungsbeschränkt (oder 

als b-Lipschitzisch) bezeichnet, wenn ein a mit o < a< 2“% exi- 

stiert derart, daß die Verbindungsgerade je zweier (beliebiger, ver- 

schiedener) Punkte von M mit der Lotrichtung zu den Hyper- 

ebenen von b einen Winkel kleiner als a bildet. Ein b-dehnungs- 

beschränkter Bogen ist also insbesondere b-einfach. 

1.2.2. Es sei wieder b irgendein Büschel paralleler Hyperebenen. 

Von einer Menge M sagen wir dann, M sei vom (M besitze den) 

(beschränkten) Paratingentenordnungswert k bezüglich 

(relativ) b, wenn es (genau) k verschiedene (vgl. die Festsetzung 

in Nr. 1.1.3.) Paratingenten an M gibt, die in Hyperebenen von 

b enthalten sind. Ferner heiße M vom (beschränkten) Paratin- 

gentenor dnungswert t bzw. von endlichem bzw. von unend- 

lichem Paratingentenordnungswert (schlechthin), wenn das 

Maximum5 der Paratingentenordnungswerte von M relativ aller 

Büschel b gleich t ist bzw. wenn M relativ eines jeden Büschels b 

beschränkten Paratingentenordnungswert besitzt bzw. wenn für 

mindestens ein Büschel unendlich viele Paratingenten an M in 

Hyperebenen des Büschels enthalten sind. 

1.3. Der einfachste Fall ist der des Paratingentenordnungswertes 

Null. Für diesen sei bemerkt: 

Satz. Vor. Es sei b ein Büschel paralleler Hyperebenen im 

En mit n > 2. Ferner sei K ein Kontinuum vom Paratingen- 

4 Das heißt höchstens k Punkte für jedes // £ f) - n und genau k Punkte 

für mindestens ein II G. b — n. 
5 d. h. wenn der Paratingentenordnungswert höchstens bzw. genau gleich 

t ist relativ aller bzw. relativ mindestens eines Büschels b (paralleler Hyper- 

ebenen). 
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tenordnungswert Null bezüglich b (d. h. K besitzt keine in 

einer Hyperebene von b enthaltene Paratingente). 

Beh. Es ist K ein einfacher Bogen, überdies ein h-einfacher 

und h-dehnungsbeschränkter Bogen. 

Bew. (I) Gemäß Nr. 1.1.1. ist K von endlichem Ordnungswert 

relativ b; da K unendlich viele Punkte enthält, ist also insbeson- 

dere isf in keiner Hyperebene von b enthalten. Daher ([1], S. 23, 30) 

ist K darstellbar als abgeschlossene Hülle einer Vereinigung von 

abzählbar vielen,6 b-einfachen Bogen und ist überdies zusammen- 

hängend im kleinen. - (II) Es sei G eine Hyperebene aus b, die 

(mindestens) zwei verschiedene Punkte aus K enthält, etwa^> und 

q. Da K (gemäß Ziff. I) zusammenhängend im kleinen ist, exi- 

stiert ([8], S. 58/59) ein einfacher Bogen B mit den Endpunkten 

p und q, welcher Teilmenge von K ist. Da K, also auch B, mit G 

nur endlich viele Punkte gemeinsam hat (Ziff. (I)), liegt B nicht 

in G. Da überdies B beschränkt ist, existiert folglich mindestens 

eine von G verschiedene Hyperebene H £ b, von welcher B in 

einem von seinen Endpunkten p, q verschiedenen Punkt t ge- 

stützt wird. Gemäß Nr. 1.1.4.1. enthält M eine Paratingente an B 

und somit auch an K in t. Die Annahme, daß G mit K (minde- 

stens) zwei Punkte gemeinsam hat, führt daher zu einem Wider- 

spruch mit der Vor. des Satzes. - (III) Gemäß Ziff. (II) hat K mit 

jeder Hyperebene G £ b höchstens einen Punkt gemeinsam. 

Wegen der Beschränktheit von K existieren Hyperebenen G', 

G" £ b derart, daß K mit G' bzw. mit G" (genau) einen Punkt 

r' bzw. r" gemeinsam hat sowie daß K im Durchschnitt D zweier 

abgeschlossener Halbräume liegt, deren einer von G' und deren 

anderer von G" berandet wird. Wieder sind r' und r" durch einen 

einfachen, in K enthaltenen Bogen R verbindbar (vgl. Ziff. (II)). 

Mit jedem G £ b, das nicht fremd ist zu D, hat R mindestens, 

also genau einen Punkt gemeinsam und mit jeder anderen Hyper- 

ebene aus b keinen Punkt. Wegen R C K ist folglich R mit K 

identisch, also K ein b-einfacher Bogen mit den Endpunkten 

r', r". - (IV) Ist K nicht b-dehnungsbeschränkt, so existieren 

6 abzählbar viele besagt: Keine oder endlich viele oder abzahlbar unendlich 

viele. 

21 München Ak. Sb. 1956 
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Punkte qr, q) G K mit q'r =j= q", r = 1,2,.., derart, daß die 

Verbindungsgeraden Sr von q'r und q"r schließlich alle mit der 

Lotrichtung zu den Plyperebenen von 6 Winkel bilden, die be- 

liebig wenig von 2~
l
 n abweichen. Wegen der Kompaktheit von 

K enthält die Folge der q'r bzw. q'r eine Teilfolge von Punkten 

qr bzw. ql derart, daß die q'r bzw. q” mit r —*  oo gegen einen 

Punkt q' G K bzw. q" G K konvergieren und die Verbindungs- 

geraden Sr von qr und q" gegen eine durch q' und q" gehende 

Gerade S, die in einer Hyperebene H* G & liegt (weil die Win- 

kel der Sr mit der Lotrichtung zu den Hyperebenen von £> gegen 

2“1 TZ konvergieren). Da K mit H* höchstens einen Punkt ge- 

meinsam hat (Ziff. (III)), ist q
] = q", also 5 Paratingente an K 

und in H* G I’ gelegen, im Widerspruch zur Vor. des Satzes. 

1.4. Die Menge M <Z.En, n > 2, heiße vom (starken) Kompo- 

nentenordnungswert k, wobei k > l, wenn M r\ H für 

jede Hyperebene H (des JE„) maximal k Komponenten (d. h. 

größte, zusammenhängende Teilmengen) besitzt. Sind die Kom- 

ponenten von M r\H sämtlich einpunktig für jede Hyperebene 

H, so sagen wir, M besitze den (starken Punkt-) Ordnungs- 

wert k. Enthält M r\H für (mindestens) ein H mehrpunktige 

Komponenten, so heiße M von unendlichem (starkem Punkt-) 

Ordnungswert. Es gilt nun der 

Satz. Vor. Es sei B ein einf acher Bogen in En, 2. 

Beh. Besitzt B den Komponentenordnungswert k, so auch den 

schwachen (Punkt-) Ordnungswert k (k > l). 

Bew. (l) Ist Weine Hyperebene und K eine mehrpunktige Kom- 

ponente von B r\H, so ist K ein abgeschlossener Teilbogen von 

B. — (2) Die Hyperebenen EI mit diskontinuierlichem7 B r\H 

liegen dicht im Raum der Hyperebenen. Nämlich: Andernfalls 

existiert ein H' derart, daß B r\H für jede, zu H' hinreichend 

benachbarte, zu H' parallele Hyperebene H mindestens eine 

mehrpunktige Komponente K (H) besitzt. Da die K (W) fremd 

7 Eine Punktmenge (des E„) heißt diskontinuierlich, wenn sie kein Konti- 

nuum enthält. Eine in sich kompakte Punktmenge besitzt, wenn diskonti- 

nuierlich, nur einpunktige Komponenten. (Vgl. [7], S. 152.) 
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sind für verschiedene H, so liefern diese H überabzählbar viele, 

paarweise fremde (mehrpunktige) Teilbogen von B. Es gibt in- 

des nur abzahlbar viele derartige Teilbogen. — (3) Nun besitzt 

aber B den schwachen (Punkt-) Ordnungswert k, wenn die 

Hyperebene H' mit diskontiunierlichem B r^H' dicht liegen im 

Raum der Hyperebenen (und wenn, wie in der Beh. unseres Sat- 

zes angenommen, B den Komponentenordnungswert k besitzt, 

vgl. [2], Nr. 3.2.). 

1.5. Wichtig ist ferner der folgende Zusammenhang zwischen 

Komponenten- und Paratingentenordnungswert einfacher Bogen. 

Hilfssatz. Vor. Es sei B ein einfacher Bogen im En mit 

n 2. Es existiere (mindestens) eine Hyperebene H, deren Durch- 

schnitt mit B mindestens (k -f- 1) Komponenten besitzt (k > 1). 

Beh. Bezüglich des Büschels paralleler Hyperebenen, welchem 

H angehört, besitzt B mindestens den Paratingentenordnungs- 

wert k; genauer : Es existieren Paratingenten in mindestens k, 

nicht in H gelegenen, untereinander verschiedenen, inneren 

(gewöhnlichen oder verlängerten) Punkten von B, die zu H paral- 

lel sind. 

Anmerkung. Der Fall, daß die gleiche Gerade Träger von Pa- 

ratingenten mit verschiedenen Berührungspunkten ist, wird zu- 

gelassen (Vgl. Nr. 1.1.3.). 

Bew. Es seien Kx, . . ., Ki+1 Komponenten von D = B r\H 

derart, daß die Kx in der angegebenen Reihenfolge auf B auf- 

einanderfolgen (d. h. daß Kx auf B etwa vor Ky+1 liegt, x = 

= 1,..., k). Als Komponenten der abgeschlossenen Menge D sind 

die Kx abgeschlossene,8 paarweise fremde Teilmengen von B. Da- 

her existieren k abgeschlossene Teilbogen Blt . . ., Bk von B der 

folgenden Beschaffenheit: Die Bx sind untereinander fremd und 

zu den Kx fremd bis auf höchstens Endpunkte; und zwar gehört 

von den Endpunkten von Bx einer zu Kx und der andere zu 

Kx+1\ x = 1, . . ., k. Jedes Bx enthält Punkte, die nicht zu H 

gehören. Wegen der Beschränktheit von Bx existiert daher eine 

8 Die Komponenten der beschränkten, abgeschlossenen Mengen Krt sind 
abgeschlossen. (Vgl. [7], S. 152.) 
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zu H parallele (also von H verschiedene) Stützhyperebene an B 

in einem inneren Punkt qx von Bx. Gemäß Nr. 1.1.4.1. existiert 

daher in qx eine zu H parallele Paratingente an Bx und mithin 

an B. Die qv . . ., qk sind untereinander verschieden, aber auch 

verschieden von den Endpunkten von B\ diese Endpunkte kön- 

nen nämlich — sofern sie überhaupt zu gewissen der Bx gehören - 

höchstens Endpunkte von Bx bzw. Bk sein. 

1.6. Eine Menge M des En, n > 2, heiße vom Rang r, wenn 

eine r-Ebenc, aber keine (r — i)-Ebene existiert, in welcher M 

enthalten ist; o K r K n. Im Falle r = 1 bzw. r = n — 1 heiße 

M auch linear bzw. hypereben, im Falle r K n—1 entspre- 

chend höchstens-hypereben. Für jedes Kontinuum vom Range 

n, welches den schwachen (Punkt-) Ordnungswert t besitzt, gilt 

n Kt (vgl. [3], S. 42, Nr. 1.2.). Da ein einfacher Bogen ein Kon- 

tinuum ist, folgt aus dem soeben Bemerkten zusammen mit 

Nr. 1.4. der 

Satz. Vor. Es sei B ein einfacher Bogen vom Rang n im En, 

n > 2. 

Beh. Besitzt B den Komponentenordnungswert t, so ist n < t. 

Folgerung. Vor. (1) Es sei B ein einfacher Bogen im En mit 

n > 2. — (2) Der Rang vo?i B sei n. — (3) Es besitze B den Para- 

tingentenordnungswert k mit k Kn —• 1. 

Beh. (1) Es besitzt B den Ko7npone?itenordnungswert 71. - 

(2) Es ist k — n — 1. 

Bew. Für den Komponentenordnungswert t von B folgt aus 

Vor. (2) und dem vorstehenden Satz, daß 71 < t. Zufolge Vor. (3) 

und Nr. 1.5. ist aber t Kn. Somit gilt t — n. Aus t = n und 

Nr. 1.5. folgt dann k — n — 1. 

1.6.1. Wir benötigen später die Tatsache, daß — kurz gesagt - in 

jeder Ecke eines einfachen Bogens unendlich viele Paratingenten 

an den Bogen mit der Ecke als Berührungspunkt existieren, die 

sämtlich in einer 2-Ebene liegen. Zu dem Zwecke beweisen wirden 

Satz. Vor. (1) Im En mit n 2 seien A und B einfache Bogen 

mit gemeinsa7nem Endpunkt c. - (2) In c existiere sowohl an A 
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als an B genau eine Halbtangente hA bzw. hB. - (3) Die Träger- 

geraden von hA und hB seien verschieden ; die von hA und hB 

auf gespannte 2-Ebene sei R. — (4) Es sei G eine Gerade durch c. — 

(5) Es sei G Paratingente in c weder an A noch an B (Es sei also 

G insbesondere weder Träger von hA noch Träger von hB). 

Beh. Es ist G Paratingente in c an C = A vj B genau dann, 

wenn G in R liegt und wenn HA , HB beide in der gleichen, durch 

G berandeten, abgeschlossenen Halbebene von R liegen. 

1. Zusatz. Besitzt sowohl A als B in c genau eine Paratingente, 

so folgt die Beh. aus Vor. (1)—(4) [also ohne Vor. (5)]. 

2. Zusatz. Unter den Vor. (i)-(3) besitzt C = A \j B im En 

mit n > 3 unendlichen Paratingentenordnungswert (bezüglich 

eines jeden Büschels, dem eine die 2-Ebene R enthaltende Hyper- 

ebene angehört). 

Bew. Betr. Dann. (1) Es sei y der von hA und hB gebildete Win- 

kel kleiner als 71, also o <C y <C n- Ferner sei K(A, rj) bzw. K (B, rj) 

der («-dimensionale) offene Rotations(halb)kegel mit c als Spitze, 

mit hA bzw. mit hB als Achse und mit dem Öffnungswinkel rj, wo- 

bei o < rj < 2-2 y. Mit ab bzw. mit \ab\ bezeichnen wir die 

Verbindungsgerade bzw. den Abstand der Punkte a und b. - 

(2) Es sei nun G eine Gerade, die der in der Beh. formulierten 

(als hinreichend nachzuweisenden) Bedingung genügt. Zu zei- 

gen ist: G ist Paratingente in c an C. Dazu genügt der Nachweis 

der Existenz von arGzA, br £ B mit ar =f= br, mit ar =j= c, br=f c, 

c = lim ar = lim br und mit G = lim ar br für r —* 00. Konstruk- 

tion der ar, br\ Es sei Q eine zu R orthogonale,9 zu G parallele 

Hyperebene, die nicht fremd ist zu A und B, die aber den Punkt c 

nicht enthält; ein solches Q existiert und werde im Folgenden 

festgehalten. Es gibt dann eine Folge von Hyperebenen Qr, die 

parallel sind zu Q, in denen c nicht enthalten ist und deren Ab- 

stand von c gegen Null konvergiert mit r—>co. Zu einer belie- 

big vorgegebenen, monotonen Folge positiver Zahlen rjs mit 

ijs —> o für —> co existiert eine monotone Folge von Indizes 

9 d. h. Q enthält eine (« — 2)-Ebene, die orthogonal ist zu R\ vgl. dazu 

Fußnote 10. 
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r (s) mit r (s) —> 00 für s —> 00 derart, daß As = K (A, rjs) r\ A 

r\ Qr(s) sowie Bs = K {B, r]s) r\B r\ Qr(s) beide nicht leer sind. Es 

sei etwa as E As und bs E Bs, ferner as bzw. b[ die (Zentral-) 

Projektion aus c von as bzw. bs in Q. Dann ist asbs parallel zu 

a's b's und a' = {hA r\ Q) = lim a's sowie b' = (JtB r\Q) — lim b[, 

wobei a' =4= b', also a' b' — lim asbs. Daraus folgt, daß lim asbs 

existiert, parallel zu a! b', also zu G ist und durch c geht. Somit 

ist G = lim asbs, w. z. z. w. - Betr. Nur dann. Es sei also G Para- 

tingente in ; an C = A\j B, aber weder an A noch an B in c. 

Es ist also G — lim ar br mit ar(EA — (c) und br EL B—(c) sowie 

mit c = lim ar = lim br. Wie im Beweis betr. Dann wählt man Q 

und zeigt: Zu jeder monotonen Nullfolge positiver Zahlen rjs exi- 

stiert eine monotone Folge von Indizes r (s) mit r (s) —>  00 der- 

art, daß für a'J = <zr(j) und b” = br(s) gilt: a'J £ K (A, rjs) r^A 

und b" E K (B, r\'s) r\ B (neben a'J —> c, b" —* c für s —00). 

Weiter werde jetzt a's als die Projektion von a" aus c in Q und b\ 

auf der Halbgeraden durch b'J mit c als Anfangspunkt so ge- 

wählt, daß \b[c\ : = | a's c \ : | c |, daß also a!s b's par- 

allel zu æ” b” ist. Da Q parallel zu G ist und G = lim a" b[', 

gilt neben a! = hA r\Q = lim a's auch b' = hB r\Q = lim b's, 

mithin a! b' C R- Daraus folgt G C R, w. z. z. w. 

Betr. Zusatz l. Nach der Annahme im Zusatz ist der Träger 

von hA bzw. von hB die einzige Paratingente in c an A bzw. B. 

Zum Bew. der Beh. brauchen daher nur Gerade betrachtet zu 

werden, die auch der Vor. (5) genügen. Damit ist man auf den 

im Satz betrachteten Fall zurückgeführt. (Übrigens folgt aus 

der Einzigkeit der Paratingente an A in c schon die Existenz von 

hA). - Betr. Zusatz 2. In der 2-Ebene R gibt es unendlich 

viele Geraden durch £, welche den Vor. (4) und (5) des Satzes 

genügen, mithin (gemäß des Satzes) Paratingenten in c an C 

sind. 

1.6.1.1. Bekanntlich besitzt jeder Bogen von endlichem {Punkt-') 

Ordnungswert in jedem seiner Punkte genau eine vordere und eine 

hintere Halbtangente (im Falle eines Endpunktes nur eine vor- 

dere bzw. hintere). Wir benötigen einen entsprechenden Satz 

auch für einfache Bogen von endlichem Komponentenordnungs- 

wert. 



Bestimmung der Kontinua im E, 3D? 

Satz. Vor. Es sei A ein einfacher Bogen im En mit n > 2. 

Außerdem sei A von endlichem Komponentenordnungswert. 

Beh. In jedem Punkt von A existiert genau eine vordere bzw. hin- 

tere Halbtangente (in den Endpunkten nur die vordere bzw. nur 

die hintere). 

Bew. Es seien h!, h" zwei verschiedene z. B. vordere Halbtan- 

genten an A im Punkt c G A. Es sei L diejenige (n — 2)-Ebene 

durch c, welche orthogonal10 ist zu derjenigen 2-Ebene, in der 

h' und /z" enthalten sind. Das Hyperebenenbüschel mit der 

Achse L sei 6. Da h! und h" vordere Halbtangenten an A in c 

sind, existiert eine Folge abgeschlossener, paarweise fremder 

Teilbogen Tr aus einer vorderen Umgebung von c auf A mit fol- 

gender Eigenschaft: Sind ar, aj die Endpunkte von Tr, so gibt 

es eine Nullfolge positiver rjr derart, daß ar G K'r und a" G K", 

wobei K’r bzw. K'J den Rotations(halb)kegel mit c als Spitze, mit 

h! bzw. k" als Achse und mit dem Öffnungswinkel rjr bezeichnet. 

Da h! =)= h" ist, sind K'r — (c) und K” — (c) fremd für schließlich 

alle r. Es gibt also überzählbare viele Hyperebenen H' aus B 

(nämlich zu schließlich allen K'r — (c) und K" — (c) fremde), deren 

jede mit schließlich jedem der Tr innere Punkte gemeinsam hat 

(d. h. für jedes r > N, mit für alle H' gleichem N). Unter diesen 

H' können aber nur abzählbar viele Vorkommen, deren Durch- 

schnitt mit (mindestens) einem der Tr mehrpunktige Komponen- 

ten besitzt. Denn jede solche Komponente ist ein Teilbogen von 

A (vgl. Nr. 1.5., Bew.) und für verschiedene H' sind diese Teil- 

bogen fremd. Andererseits gibt es nur abzählbar viele, paarweise 

fremde Teilbogen von A. Es gibt daher solche H\ deren Durch- 

schnitt mit jedem der Tr nicht leer ist und nur einpunktige Kom- 

ponenten besitzt. Der Durchschnitt eines solchen H' mit A be- 

sitzt also unendlich viele Komponenten, im Widerspruch mit 

der Vor. 

1.6.2. Nun ergibt sich noch der 

Hilfssatz. Vor. Es sei n > 3 und B ein einfacher Bogen im En• 

Der Rang von B sei mindestens 2 und höchstens (jt —• 1). 

10 L ist orthogonal zu R besagt: Jede Gerade durch c, die gleichzeitig zu 

h' und h" orthogonal ist, liegt in L. Es gibt genau ein solches L. 
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Beh. Es besitzt B den Paratingentenordnungswert Unendlich, 

d. h. es existieren Hyperebenen H so, daß B unendlich viele (ver- 

schiedene) Paratingenten besitzt, die zu H parallel sind. 

Beispiel. Zu den Bogen B im En mit n > 3, welche den Vor- 

aussetzungen des Hilfssatzes genügen, gehören die Vereinigun- 

gen zweier Strecken mit gemeinsamem Endpunkt, die nicht den 

gleichen Träger besitzen, d. h. nicht auf der gleichen Geraden 

liegen. 

Bew. (1) Es sei r der Rang von B, also 2 < r < n — 1, und Lr 

die B enthaltende r-Ebene. Es sei H eine zu Lr fremde Hyper- 

ebene; solche H (im En) gibt es wegen r < n — 1. Dann ist jede 

Paratingente an B parallel zu H\ denn jede Paratingente an B 

liegt in Lr. - (2) Gemäß (1) genügt es zu zeigen, daß B unend- 

lich viele Paratingenten besitzt. Es sind nun nur folgende Fälle 

möglich: Entweder existiert ein Teilbogen T von B, der keine 

Strecke als Teilbogen enthält. In jedem inneren Punkt p von T 

existiert dann (mindestens) eine Paratingente P an T, also an B; 

dabei gehört^ nicht zu einem verlängerten Punkt von B auf P. 

Die unendlich vielen inneren Punkte von T liefern also unendlich 

viele Paratingenten an B, die (im Sinne der Festsetzung von 

Nr. 1.1.3.) verschieden sind. — Oder B ist abgeschlossene Hülle 

einer Vereinigung von (abzählbar) unendlich vielen größten, bis 

auf höchstens Endpunkte paarweise fremden Strecken, etwa 7j, 

T2, . . ., deren jede abgeschlossen ist; denn es soll nach Vor. B 

ein einfacher Bogen sein. Die Trägergeraden dieser Strecke 

liefern daher Paratingenten an B in unendlich vielen verschiede- 

nen, je verlängerten Punkten auf diesen Geraden. Somit existie- 

ren wieder unendlich viele (im Sinne von Nr. 1.1.3.) verschiedene 

Paratingenten an B. — Oder es ist B Vereinigung von endlich 

vielen größten Strecken. Wegen r > 2 gibt es (mindestens) zwei 

unter diesen Strecken, etwa S' und S", die einen Endpunkt c 

gemeinsam haben und deren Vereinigung V den Rang 2 besitzt. 

In c sind aber für V die Voraussetzungen (i)-(3) des Satzes in 

Nr. 1.6.1. erfüllt, wenn A = S' und B = S" gesetzt wird. Daher 

ist der 2. Zusatz zu diesem Satz anwendbar. 

1.6.2.1. Der eben bewiesene Hilfssatz liefert folgendes Kriterium 

dafür, daß ein einfacher Bogen eine Strecke ist. 
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Satz. Vor. ( 1 ) Es sei B ein einf a cher Bogen im En mit n > 3. — 

(2) Der Rang von B sei nicht größer als (n— 1). - (3) Der 

Paratingentenordnungswert t von B sei endlich. 

Beh. Es ist B eine Strecke und daher t — 1. 

Bew. Ist der Rang rvon B größer als 1 (und kleiner als n), so ist 

der Paratingentenordnungswert von B Unendlich (Gemäß 

Nr. 1.6.2., Hilfssatz). Für r = 1 ist aber B eine Strecke. 

1.7. Schließlich benötigen wir einige Feststellungen hinsichtlich 

des Paratingentenordnungswertes bei gewissen Koittinuen mit 

Verzweigungspunkten. Wir bemerken : 

Hilfssatz. Vor. (1) Im En mit n > 2 sei p gemeinsamer End- 

punkt von drei einfachen Bogen Ait i = 1, 2, 3, — (2) Dabei soll 

der Durchschnitt je zweier der Bogen keine Umgebung von p 

auf auch nur einem dieser beiden Bogen At- enthalten. 

Beh. Ist H eine beliebig vorgegebene Hyperebene durch p, so 

existiert in p eine Paratingente ait A = A1\y Az \j A die in H 

enthalten ist. 

Bew. Nur folgende beiden Fälle sind möglich: I. Fall. Unter 

den A{ gibt es (mindestens) eines, etwa Av das in p eine in H 

gelegene (Halb-)Tangente besitzt. Da jede Tangente in p an Al 

zugleich Paratingente an A1 und daher an A in p ist, folgt die 

Beh. - II. Fall. Keines der A{, i — 1, 2, 3, besitzt \n p eine in H 

liegende Tangente. Dann gibt es (mindestens) zwei unter den 

A0 etwa A1 und A2, derart, daß (mindestens) eine Halbtangente 

in^> an Ax und (mindestens) eine in^» an A2, abgesehen vom Punkt 

p selbst, ganz im gleichen offenen, «-dimensionalen, von H be- 

grenzten Halbraum E liegt. Daher hat jede in E gelegene, zu H 

parallele und hinreichend benachbarte Hyperebene H' mit Ax 

(mindestens) einen Punkt qx und mit A2 (mindestens) einen Punkt 

q2 gemeinsam; auf Grund der Vor. (2) gibt es unter diesen H' 

solche zu H beliebig benachbarte, für die qx 4= gewählt wer- 

den kann. Ähnlich wie in Nr. 1.1.4.1., Hilfssatz, Bew., ergibt 

sich daraus die Existenz einer Paratingente an Ax KJ A2 und da- 

mit an A in p, die in H liegt; w. z. z. w. 

1.7.1. Mit Hilfe der Nr. 1.7. ergibt sich weiter der 
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Ililfssatz. Vor. (l) und (2) wie in Nr. 1.7., Hilfssatz (n > 2). - 

(3) (Mindestens) eines der A{, etwa Alt besitze einen Kompo- 

nentenordnungswert, der nicht kleiner als k ist (k > 1). 

Beh. Der P ar ating ent en ordnungswert von A = w VJ A3 

ist nicht kleiner als k. 

Bew. (I) Nach Vor. (3) existiert eine Hyperebene H, deren Durch- 

schnitt mit A1 mindestens k Komponenten besitzt. — (II) Ferner 

gibt es (gemäß Nr. 1.7.) mindestens eine (zu H parallele, ev. in 

H gelegene) Paratingente an A in p. — (III) Für k = 1 folgt die 

Beh. aus Ziff. (I) und (II). - (IV) Ist aber k > 2, so besitzt A1 

(zufolge (I) und Nr. 1.5.) zu H parallele Paratingenten in min- 

destens (k — 1) verschiedenen, inneren, insbesondere also von p 

verschiedenen Punkten von Av Dazu kommt gemäß ZiFf. (II) 

noch eine, zu H parallele oder in H gelegene Paratingente im 

Endpunkt^ von Av 

1.7.2. Schließlich gehört hierher noch der 

Hilfssatz. Vor. (1) Es seien Ax und A2 einfache Bogen in E„, 

n > 2, mit einem gemeinsamen Endpunkt p. — (2) In p besitze 

B = A1^JA2 eine Spitze, d. h. in p existiere an Ax sowohl 

als an A2 genau eine Halbtangente, und beide Halbtangenten fal- 

len zusammen (mit der einzigen Halbtangente an B inp). - (4) Der 

Durchschnitt A1 A2 enthalte keine Umgebung von p weder auf 

A1 noch auf A2. 

Beh. In jeder Hyperebene H durch p liegt (mindestens) eine 

Paratingente an B in p. 

Bew. (I) Entweder enthält H die Trägergerade (den Träger) / 

der Halbtangente an B in p. Es ist aber f Paratingente an B und 

daher die Beh. richtig. - (II) Oder / liegt nicht in H. Dann ist II 

Stützhyperebene an B in p und der Beweis der Beh. verläuft ent- 

sprechend wie im Fall II. des Beweises für den Hilfssatz der 

Nr. 1.7. 

§ 2. Kontinua im En ohne n riclitungsabhängige Paratingenten 

(:n > 2) 

Nach den Vorbereitungen in § 1 gehen wir an den Beweis der 

in der Einleitung angegebenen Sätze. 
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2.1. Zunächst wird gezeigt 

Satz. Vor. (1) Es sei fr ein Büschel paralleler Hyperebenen im En 

mit n 2. — (2) Es sei K ein Kontinuum im En, das in keiner 
Hyperebene aus fr enthalten ist. - (3) Diejenigen Hyperebenen 

H‘ aus t>, in denen Paratingenten an K enthalten sind, bilden 

eine in 6 nirgends dichte Teilmenge n' von fr. 

Beh. (1) Es ist K darstellbar als Vereinigung von abzahlbar 

vielen, \>-einfachen, halboffenen oder offenen11 Bogen , die 

untereinander sowie zu allen H' G n' fremd sind, und von den 

Durchschnitten D' — H' r\ K für alle El' G rt'. Jeder abgeschlos- 

sene Teilbogen eines jeden Aj ist b-dehnungsbeschränkt (und ein 

einfacher Bogen). 

(2) Es ist n' abgeschlossen in fr. Jeder der in Beh. (l) genannten 

Bogen Aj mündet12 in genau einem H' oder in genau zweien der 

H'. Im ersteren Falle wird das betreffende Aj als ein Stachel Sr 

(relativ fr) bezeichnet, im letzteren Fall als überbrückend oder als 

eine Brücke B{ (relativ fr). Jeder Stachel ist ein halboffener, jede 

Brücke ein offener (fr-einfacher) Bogen. 

(2 a) Mündet die Brücke Bi in H[ und H2, so liegt „zwischen“ 

H[ und H'2 in fr kein H' G n'. 

(2 b) In einem (beliebigen) H’ G n' münden höchstens endlich 

viele Brücken - falls überhaupt solche Brücken existieren. Da- 

gegen können in einem H' G n' abzahlbar unendlich viele Sta- 

cheln münden. 

(3) Enthält n' mindestens 2 Hyperebenen H' (in denen also Para- 

tingenten an K liegen), so mündet mindestens eine Brücke in 

jedem H' G n', das in fr mindestens eine einseitige, kein H' G tt' 

enthaltende Umgebung besitzt; falls dabei n' insbesondere end- 

lich ist, mündet in jedem ET G tf mindestens eine Brücke (weil 

11 Ein fr-einfacher Bogen heiße offen bzw. halboffen, wenn er sich vermöge 
fr (ein-eindeutig) in eine offene bzw. halboffene Strecke (Intervall) projiziert. 
Unter einem abgeschlossenen Bogen wird immer ein einfacher Bogen im Sinne 
der Definition in Nr. 1.1.4 verstanden. 

12 Eine Menge M mündet in einem Punkt s, wenn s Berührpunkt von M, 

wenn also s fr M ist. Und M mündet in einer Menge N, wenn M in (minde- 
stens) einem Punkt von N mündet. 
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dann jedes H' G tt' eine solche Umgebung besitzt). - Besteht da- 

gegen n' aus einer einzigen Hyperebene H', so mündet in H', 

genauer in H' r\ K, mindestens ein Stachel (und Brücken exi- 

stieren nicht). 

Zusatz. Die Vor. (3) des Satzes ist jedenfalls dann erfüllt, wenn 

K endlichen Paratingentenordnungswert relativ t> besitzt. Ist 

speziell dieser Paratingentenordnungswert (von K relativ b) Null, 

also n' leer, so ist K ein einfacher (sogar ein b-einfacher, abge- 

schlossener) Bogen (gemäß Nr. 1.3., Satz). 

Bew. Da der Fall eines leeren n' durch Nr. 1.3., Satz, erledigt 

ist, wird im folgenden Beweis n' stets als mindestens ein H' ent- 

haltend angenommen. - (I) Es gibt zwei Stützhyperebenen aus b 

an K, etwa G', G" G b derart, daß K im Durchschnitt C zweier 

von G' bzw. von G" berandeter, abgeschlossener Halbräume ent- 

halten ist (vgl. Nr. 1.3., Satz, Bew., (III)). Es sei Q ein abgeschlos- 

sener, «-dimensionaler Quader, in dem K enthalten ist; zwei der 

Seiten von Q sollen in G' bzw. G" liegen, während die anderen 

Seiten von Q fremd sind zu K. Die Projektion von C vermöge b 

auf eine zu G' orthogonale Gerade F, d. h. der Durchschnitt von 

C mit F, ist ein abgeschlossenes Intervall (Strecke) J. Die in b 

nirgends dichte Menge n' derjenigen Hyperebenen H' G b, in 

welchen Paratingenten an K liegen, ist abgeschlossen (in b), weil 

jeder Limes von Paratingenten wieder Paratingente ist (vgl. 

Nr. 1.1.1.). Und n' projiziert sich (vermöge b) in eine abgeschlos- 

sene, nicht leere, nirgends dichte Teilmenge N von J. Bezeich- 

net man mit /das größte offene, in J enthaltene Intervall, so ist 

N r\J Komplement einer Vereinigung von abzählbar vielen, 

paarweise fremden, offenen Intervallen / C J; Q — 1, 2, . . .13 

Jedes Jr ist Vereinigung (Limes) einer aufsteigenden Folge ab- 

geschlossener Intervalle / T, r = 1, 2, ... ; dabei ist JQ bzw. JQT 

Projektion vermöge b eines Teilquaders Q von Q bzw. eines ab- 

geschlossenen Teilquaders QQX von Qg. - (II) Es ist K x = K r\Qqx 

beschränkt und abgeschlossen; außerdem liegt keine Paratin- 

13 Es besitzt N, wenn überhaupt einseitige Häufungspunkte, dann nur ab- 

zahlbar viele; jeder dieser ist Endpunkt eines Jr. Brücken und Stacheln mün- 

den (höchstens) in solchen H (E t>, die den Endpunkten eines Jr, also den 

isolierten Punkten und den einseitigen Häufungspunkten von N entsprechen. 
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gente an K x in einer Hyperebene aus b. Daher ist jede mehr- 

punktige Komponente von Kgx ein Kontinuum,8 für das die Vor- 

aussetzungen von Nr. 1.3., Satz, erfüllt sind. Jede solche Kom- 

ponente ist also ein einfacher (b-einfacher und b-dehnungsbe- 

schränkter) Bogen B. Es seien H'QX und Hgx diejenigen beiden 

Hyperebenen aus b, in denen die Endpunkte von J liegen. Für 

jeden der Bogen B liegt (mindestens) einer seiner Endpunkte in 

einer der Hyperebenen Hgx, Hgx\ denn der durch Wegnahme der 

Endpunkte aus B entstehende b-einfache offene11 Bogen B* ist 

Komponente der (inKgx offenen) Menge Kgx— H'qx— Hgx = Mgx, 

weil andernfalls B echte Teilmenge einer zusammenhängenden 

Teilmenge von KQT wäre, also B nicht Komponente von KQX. 

Jede Komponente von MQX mündet aber in H'gx oder in Hgx 

(vgl. z. B. [6], S. n8).13a Ferner sind die abgeschlossenen Bogen B 

paarweise fremd als verschiedene Komponenten der (abgeschlos- 

senen) Menge Kgx. Schließlich sind D'qx = K r\Hgx und 

Dex = K r\H'er endliche Mengen, weil andernfalls H'QT oder Hgr 

eine Paratingente an K enthält (gemäß Nr. 1.1.1.; denn D'qx, D”X 

sind kompakt (und abgeschlossen)). Daher ist Kgx Vereinigung 

endlich vieler, b-einfacher (und b-dehnungsbeschränkter), ab- 

geschlossener, paarweise fremder Bogen Bg/I sowie endlich vieler 

(ev. keiner) einpunktiger Teilmengen von D'QX und Dgx, die unter- 

einander und zu Bg/J fremd sind. - (II 1) Unter den Bg/i gibt es 

mindestens einen, der in Hgx und in H"x, mithin in D' und in 

Dgx, mündet, also eine Brücke zwischen Hgx und Hgx. In der Tat: 

Nach dem Brückensatz (vgl. z. B. [6], S. 118) gibt es mindestens 

eine Komponente K' von C = K — D'gx — Z>”r, die sowohl in 

Dgx als in Dgx mündet. Ist nun R' bzw. R" derjenige von H'gx 

bzw. von Hgx begrenzte, offene, «-dimensionale Halbraum, der 

fremd ist zu Kgx, und setzt man M' = R' r\K sowie M" = R"r\K 

sowie Cgx = Kgx — D'QX — D”x, so gilt C = M' VJ Cgxvj M". 

Da M', M" und Cgx paarweise fremd sind sowie offen in C, ist 

jede Komponente von C ganz in einer dieser drei Teilmengen 

von C enthalten. Und weil Dgx bzw. D'gx nicht zur Begrenzung 

von M' bzw. von M" gehört, muß die in Dgx und Dgx mündende 

Komponente K' von C Teilmenge von Cgx sein. Nun sind aber 

13 a Es besitzt also Mgx keine einpunktigen Komponenten. 
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die BQll nach Wegnahme ihrer Endpunkte gerade die Kompo- 

nenten von Cgr (Vgl. auch Ziff. (II) dieses Beweises betr. den 

Teilbogen B von KQT). Daher ist K' gleich einem der B . - 

(IÏ 2) Geht man von KQT zu KQ T+1, über, so erweisen sich unter 

den endlich vielen Punkten von D' oder Dgr jedenfalls diejeni- 

gen, welche fremd sind zu den B , als Punkte von mehrpunk- 

tigen Komponenten von K T+1, folglich als Endpunkte b-ein- 

facher Bogen. Für r —oo ergibt sich nun: Es ist K r\ Qe Ver- 

einigung von abzahlbar vielen, b-einfachen, paarweise fremden 

Bogen, deren jeder in (mindestens) einer der Hyperebenen aus 

n' mündet, die einen Endpunkt von / enthält; im allgemeinen 

gibt es zwei solcher Hyperebenen, etwa H[, H2, und mindestens 

einer dieser Bogen mündet dann sowohl in H[ als in H'2, ist also 

offen und eine Brücke (nur falls einer der Endpunkte von J zu- 

gleich Endpunkt von/ist, braucht diesem Endpunkt kein H' n' 

zu entsprechen und es handelt sich dann um einen Stachel). Es 

kann aber nur endlich viele solche Brücken (zwischen H'x und H'j) 

geben. Denn jede Brücke hat mit jeder, zu / nicht fremden Hy- 

perebene aus 6 (genau) einen Punkt gemeinsam. Gibt es also un- 

endlich viele Brücken zwischen H[ und H2, so enthält, da die 

Brücken paarweise fremd sind, jede der zu / nicht fremden 

Hyperbenen aus b unendlich viele Punkte von K, also (gemäß 

Nr. i.i.i.) eine Paratingente an K, gehört aber nicht zu n' (ge- 

mäß der Definition von / ). Daraus folgt die Beh. sowohl des 

Satzes als des Zusatzes. 

2.1.1. Anschließend sei erwähnt der 

Hilfssatz. Vor. (i) Im En mit n > 2 seien bx, . . ., b„ Büschel par- 

alleler Hyperebenen ; diese b,, seien linear unab hängig, d. h. 

die {n — 2)-dimensionalen Achsen der bv sollen linear unabhängig 

sein,
u
 v = 1, . . ., n. — (2) Es sei K ein Kontinuum A

5 — (3) Für 

jedes b„ sei die Menge derjenigen Hyperebenen aus br, in denen 

Paratingenten an K enthalten sind, nirgends dicht in b„. 

Beh. (1) Es ist K zusammenhängend im Kleinen. — (2) Jeder 

Stachel Sr und jede Brücke B; bezüglich eines (beliebigen) Bü- 

14 Dies ist genau dann der Fall, wenn der Durchschnitt dieser n Achsen 

leer ist. 
15 Es darf K auch für eines der in einem II G bp enthalten sein. 
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schels b paralleler Hyperebenen mündet, wenn in der Hyper- 

ebene H G b, dann in genau einem Punkt von H. Die abge- 

schlossenen Hüllen Sr, Bi der Sr und Bi sind einfache Bogen 

(d. h. topologische Bilder einer abgeschlossenen Strecke, vgl. 

vgl. Nr. 1.1.4.). 

Zusätze. (1) Die Voraussetzungen des vorstehenden Hilfssatzes 

sind erfüllt, wenn K von endlichem Paratingentenordnungswert 

ist. - (2) Ist die Voraussetzung (1) vorstehenden Hilfssatzes nur 

für n — 1 (linear unabhängige) Büschel erfüllt, so braucht K 

nicht den Beh. (1) und (2) zu genügen; dies gilt also insbesondere 

für die im Satz der Nr. 2.1. betrachteten Kontinua. 

Bew. Betr. Beh. (1) (vgl. [9], S. 270 ff.) (A) Es sei K x K 

nicht zusammenhängend im Kleinen. Dann gibt es eine feste 

«-dimensionale, abgeschlossene Kugel C = C mit ^ als Zentrum 

und eine Folge von Punkten xr ^ K mit x xr und mit ;rr ^ 

für r —>• 00 von folgender Eigenschaft: Die Komponente Kr 

von C r\ K, zu der xr gehört, ist fremd zu x, aber nicht fremd zur 

(n — i)-dimensionalen Sphäre S = C—C, und zwar für jedes 

r — 1, 2, . . .; die Kr sind (Kontinua und) paarweise fremd; es 

existiert ein Punkt yr G r> Kr und ein 7 £ 5 mit yr —für 

r —* co. Wegen x G C ist x ^- y. — (B) Zufolge der linearen Un- 

abhängigkeit der b„ gibt es eine natürliche Zahl t mit 1 < / < « 

derart, daß die Achse von bt fremd ist zur Verbindungsgeraden 

von x und y. Mithin gibt es eine Hyperebene //£ b( derart, daß 

x und y sowie schließlich alle xr bzw. yr im Innern verschiedener, 

von H berandeter, «-dimensionaler abgeschlossener Halbräume 

liegen; die gleiche Eigenschaft besitzt dann jede Hyperebene aus 

einer Umgebung u von H in bt. Da K und Kr Kontinua sind, da 

ferner xr, yr G Kr, so gibt es eine natürliche Zahl r0 derart, daß 

der Durchschnitt eines jeden Kr für r0 < r mit einem jeden 

H" G u nicht leer ist. Jedes H" enthält also unendlich viele 

Punkte von K, d. h. eine Paratingente an K (vgl. Nr. 1.1.1.), und 

diese H" liegen nicht nirgends dicht in b,. Widerspruch zur Vor. - 

Betr. Beh. (2). Indirekt. Die Brücke T oder der Stachel T möge 

gleichzeitig in den Punkten münden, wobei x =j=_y. 

Dann gibt es also xr Œ T — T — H (weil T fremd zu H) sowie 

yr G T mit x,.-* x und yr —* y für r —00 derart, daß xr, yr die 
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Endpunkte eines einfachen Bogens Kr (nämlich eines Teilbogens 

von 7) und daß diese Kr paarweise fremd sind.15a Kwîx, xr\y, yr 

lassen sich nun die Überlegungen im Bew. betr. Beh. (1), (B) an- 

wenden. - Betr. Zusatz (2). Es sei n = 2 und b = bj das Bü- 

schel der Parallelen zur y-Achse des E2. Es sei K das Sinusoid: 

y = sin A:
-1 für o <1 x < 1 ; o < y < 1 für x = o. Hier ist x = o 

die einzige Paratingente an K in b ; und y = sirur-1 für o < x < 1 

ist ein Stachel relativ b, der in jedem Punkt (o, y) mit o < y < 1 

mündet. 

2.2.1. Wir bemerken weiter 

Satz. Vor. (1) Es sei b ein Büschel paralleler Hy perebenen im En 

mit n > 2. — Das Kontinuum K sei in keiner Hyperebene aus b 

enthalten. — (2) (a) Es sei K von endlichem Paratingentenord- 

nimgswert (also bezüglich eines jeden Büschels); (b) insbeson- 

dere seien Paratingenten an K enthalten genau in den k Hyper- 

ebenenen Hx, , Hk aus b, wobei 1 < k. 

Beh. (A) Ist k = 1 und Hx die (einzige) Hyperebene aus b, in der 

Paratingenten an K enthalten sind, so ist Dx = Hx r\ K zusam- 

menhängend. Und in Dx mündet mindestens ein Stachel (wäh- 

rend Brücken nicht existieren). 

(B) Hingegen gilt für 2 < k folgendes : 

(1) In jeder Kompo7iente eines jeden Dy = K r\ Hy , % = 1, . . . k, 

mündet mindestens eine Brücke B{ zwischen Hx und einer der in 

b zu Hx benachbarten unter den Hyperebenen Hx, ..., Hk. — 

(2) fedes Dx besitzt nur endlich viele (ein- und mehrpunktige) 

Komponenten (x = 1, . . ., k). 

1. Anmerkung. Bezüglich k = o, d. h. des Falles, daß in kei- 

ner Hyperebene aus b Paratingenten aus b liegen, vgl. den Satz 

in Nr. 1.3. 

15 a Zufolge der Annahme gibt es nämlich innere Punkte xr, yr von Ta = T 

mit x'r—+x und yr —*- y, die sämtlich verschieden sind. Ist Kx = xxyx der 

durch xx = x\, yx = y[ begrenzte Teilbogen von T0, so ist = T0 — Kx 

Vereinigung fremder Teilbogen Zj, T'r Weil T aber b-einfach ist, sind 

schließlich alle xr sowohl als y'r, etwa für r > t, innere Punkte eines der 

7j’, T'2, etwa von 7j'. Setzt man x2 = x't, y2 = y't, so läßt sich auf T[ und 

K2 = x2y2 der gleiche Schluß anwenden wie vorher auf Tu und Kx\ usw. 



Bestimmung der Kontinua im E, 317 

2. Anmerkung. Die Vor. (2) (a) des Satzes wird nur beim Be- 

weis von Beh. (B) benutzt. Statt der Vor. (2) (a) würden die Vor. 

(1) und (3) des Satzes in Nr. 2.1.1. genügen. 

Bew. (I) Wir zeigen zunächst: 

Lemma. Vor. (1) und (2) wie im Satz (Nr. 2.2.1.). - (3) Es sei 

k! mit 1 < k' < k beliebig und H = Hk, sowie D = Dk, — KnsHk. 

gesetzt. Zu H ist in b unter den übrigen Hv . . Hk benachbart 

entweder keine (k = l) oder eine (k = 2) evtl, zwei (k > 3), 

etwa H' evtl. H' und H". - (4) Es sei D — eine „Spal- 

tung“ von D in die r > 2 „Stücke“ D'e.
16 

Beh. (1) Falls k~>2, mündet in jedem Stück D’g mindestens eine 

Brücke /?,• zwischen H und H' oder H", soweit H" existiert. - 

(2) Falls k = 1 ist, existiert keine Spaltung von D und in D mün- 

det mindestens ein Stachel (aber keine Brücke). 

Bew. des Lemmas. Betr. Beh. (1) (des Lemmas). Fall k~>2 

(Wenn k = 2, existiert H" nicht.) 

[1,1] Für jedes Q existieren (vgl. [2], S. 129, Nr. 2.1.1.) Um- 

gebungen Ug (in A,,) von D'g sowie Hyperebenen H'0, H'0' G 6 

von folgender Beschaffenheit: (a) Die Ug sind paarweise fremd. - 

(b) Jedes U sowie H liegt in der offenen, von H'0 und HQ be- 

grenzten (Parallel-)Schicht R0. — (c) Es ist R0 fremd zu H' und 

zu H" (soweit H" existiert). - (d) Es gehört (7/Q ^ HUg zur 

Begrenzung G(Ug) von Ug ; dabei ist {H'0 w //") = T'g^J Tg 

mit Tg C //o, Tg C Ho, wobei T'Q und Tg abgeschlossen und 

fremd sind. - (e) G(Ue) — (Tg^J T'g
r
) ist fremd zu K. - (f) Es ist 

HQ ^ HQ ^ (R0 — H) fremd zu allen Hx, x = 1, . . ., k. 

[1, 2] Ersetzt man H'ü und durch Hyperebenen //*, H* aus 

b, die näher an H liegen und wiederum H einschließen, ferner 

RQ durch die von //*, //* begrenzte offene Schicht R* und dem- 

entsprechend Ue durch U* = Ue r\ /?*, so besitzen /?* und U* 

wieder die Eigenschaften [1,1], (a)-(f). 

[2] Es sind/fß und//^ nicht fremd zu (höchstens) endlich vielen 

Brücken und Stacheln, die in H, H' oder H" münden; denn in 

H'0 und //'' liegen keine Paratingenten an K (vgl. Nr. 2.1., 

16 D. h. es seien die D'e nicht leer, abgeschlossen in D und paarweise fremd. 

22 München Ak. Sb. 1956 
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Satz). Daher kann und soll H'0 und HQ SO nahe an H gewählt 

werden (vgl. Ziff. [1,2]), daß die abgeschlossene Hülle V der 

Vereinigung aller in H' w H" mündenden (also nicht in H, 

d. h. nicht in D mündenden) Stacheln fremd ist zu R0, oder, was 

damit gleichbedeutend ist, fremd ist zu allen T'g, T", Q = 1, . . ., r. 

Es ist V (abgeschlossene) Teilmenge von K. 

[3] Es seien SQT, r = l, . . ., tQ, diejenigen endlich vielen in D1 

mündenden Stacheln, die nicht fremd sind zu T^T'J. (Der 

Fall, daß es keine Sgr gibt, (te — o), wird eingeschlossen). Wirset- 

zen Ze = (K r\ Ue) ^ ((Jrii'S'jr)- Diese ZQ sind abgeschlossen 

und paarweise fremd. Ferner sind die Zg fremd zur Vereinigung 

W von V mit K r\ (R
1
 R"), wobei R' bzw. R" den abgeschlos- 

senen, von H' bzw. H" begrenzten Halbraum bezeichnet, in dem 

H nicht enthalten ist; falls H" nicht existiert, sei R" die leere 

Menge. Es ist W — V w (W r\ (R
1
 ^ R")) abgeschlossene Teil- 

menge von K. 

[4] Schließlich seien Bx, . . ., Bm die in H, cl. h. in D mündenden 

Brücken; dabei k > 2 und m > 1. Mündet nun z. B. in D\ keine 

der Brückeii B^, so ist Zx fremd zu W w ((J =] BJ ^ = 2 Zjj 

— X. Es ist alsoV abgeschlossen und K — X Zx. Weder X noch 

Zx sind leer (weil D[ und D'% beide nicht leer; denn r > 2). Somit 

ist X \j Zx eine Spaltung von K und folglich K nicht zusammen- 

hängend; im Widerspruch damit, daß K ein Kontinuum ist. 

Betr. Beh.(2) (des Lemmas) Fall k= 1. Hier gibt es keine Hyper- 

ebenen H', H", und keine Brücken; aber in D mündet (minde- 

stens) ein Stachel, weil K nicht in H enthalten ist. (Vgl. Nr. 2.1., 

Satz, Beh. (1)). Benutzt man wieder die beim Beweis der 

Beh. (1) des Lemmas eingeführten Bezeichnungen, so sind hier 

V und JTleer, ferner X = \_)
r

e=iZQ, alsoW = (_j£ = 1 ZQ eine Spal- 

tung von K (weil r > 2). Widerspruch. 

(II) Beweis des Satzes (Nr. 2.2.1.). 

Die Beh. (A) folgt aus der Beh. (2) des Lemmas. 

Die Beh. (B) ergibt sich so: (a) Jeder inDx = Kr\Hx münden- 

den Brücke ist eindeutig zugeordnet ein Stück D'Q einer beliebig 

vorgegebenen Spaltung von DK und jedes Stück dieser Spaltung 

tritt bei dieser Zuordnung auch auf. Nämlich: In jedem Stück 
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mündet mindestens eine Brücke (gemäß Lemma, Beh. (1)). 

Außerdem kann eine Brücke, etwa B, nur in einem der Stücke 

D'Q münden. Da nämlich K als von endlichem Paratingentenord- 

nungswert angenommen ist (vgl. Vor. (2) (a)), sind die Voraus- 

setzungen von Nr. 2.1.1., Hilfssatz bzw. Zusatz (1) erfüllt; ge- 

mäß der Beh. (2) dieses Hilfssatzes mündet aber jede Brücke (und 

jeder Stachel) in genau einem Punkt von HK, also in genau einem 

der Stücke D'q, wenn sie (er) überhaupt in Hy mündet. - (b) Ge- 

mäß Nr. 2.1., Satz, Beh. (2 b), gibt es nur e7idlich viele, in Dy 

mündende Brücken. Wegen (a) ist aber die Anzahl der Stücke 

einer beliebigen Spaltung von Dx nicht größer als die Anzahl t 

dieser Brücken. Andererseits ist Dy in q Stücke spaltbar, falls 

Dy (mindestens) q Komponenten besitzt (vgl. z. B. [2], Nr. 1.3.1., 

S. 126). Somit ist die Anzahl q der Komponenten von Dx höch- 

stens gleich t, also jedenfalls endlich. Ferner existiert auch eine 

Spaltung von Dx, deren Stücke die q Komponenten von Dy sind 

(vgl. [2], Nr. 1.3.1.). Zufolge (a) mündet daher in jeder Kompo- 

nente von Dx mindestens eine Brücke. Damit sind Beh. (B) (1) 

und (2) des Satzes bewiesen. 

2.2.2. Ein wesentliches Teilergebnis des abschließenden Satzes 

(Nr. 2.3.) ist enthalten in dem folgenden 

Satz. Vor. (1) Es sei K ein Kontinuum im En vom Rang r{K) < 

<j n — 1, wobei « j> 2. — (2) Es besitze K endlichen Paratingenten- 

ordnu?igswert ( also je beschränkten bezüglich eines jeden Büschels 

paralleler Hyperebenen des Ej). 

Beh. Es ist K eine Strecke. 

Bew. Vollständige Induktion. - (A) Für 71 = 2 klar. - (B) Es sei 

also n > 3. Induktionsvoraussetzung. Der Satz sei richtig für 

alle t mit 2 < t <j n. — Induktio7isbehauptung. Der Satz ist 

richtig für n — t. - 

Bew. (I) Es sei K C En und b ein Büschel paralleler Hyper- 

ebenen in En derart, daß K in keinem H (E b enthalten ist. 

Solche b gibt es; da nämlich K mehrpunktig ist, gibt es Punkte 

P, q G K mit p =j= q, also Hyperebenen H’ derart, daß p und q 

in verschiedenen, offenen, von H' begrenzten (Ldimensionalen) 

Halbräumen liegen, weshalb K weder in H' noch in einer zu H' 
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parallelen Hyperebene enthalten ist. Nach Vor. (2) gibt es höch- 

stens endlich viele Hyperebenen aus 6, in denen Paratingenten 

an K liegen; diese Hyperebenen, falls solche überhaupt existie- 

ren, seien Hx, . . ., Hk. Gemäß Nr. 2.1., Satz (vgl. auch Nr. 2.2.1., 

Satz) gilt dann 

dabei bezeichnen B{ die Brücken und Sr die Stacheln. Da die 

Menge n' von Hyperebenen in Nr. 2.1., Satz, hier endlich ist, 

gibt es insgesamt nur endlich viele Brücken B{ (vgl. Nr. 2. 1., 

Satz, Beh. (2 b)); der Fall, daß es keine Hx oder keine B{ oder 

keine Sr gibt, ist ausdrücklich einbegriffen. 

(II) Alle Brücken B{ und alle Stacheln Sr (soweit vorhanden) 

sind Strecken. In der Tat: Die Bit Sr sind (b-)einfache Bogen 

(gemäß Nr. 2.1.1., Hilfssatz, Beh. (2)), sie liegen im Eu mit n >3, 

ihr Rang ist nicht größer als der von K, also nicht größer als 

n — 1 und sie besitzen endlichen Paratingentenordnungswert 

(als Teilmengen von K). Daher sind die Vor. von Nr. 1.6.2.1., 

Satz, für die Bi und Sr erfüllt (soweit solche B{ und Sr existie- 

ren). 

Folgerung. Im Fall k — O ist K selbst ein einfacher Bogen der eben 

erwähnten Art, also eine Strecke. Damit ist für k = o die In- 

duktionsbehauptung bewiesen. 

(III) Die Annahme k > 1 führt zu einem Widerspruch. In der 

(III, 1) fede mehrpunktige Komponente C eines Dx = K r\ 

ist eine Strecke. (Man beachte, daß gemäß Nr. 2.2.1., Satz, 

Beh. (B) (2), die Anzahl der (ein- und) mehrpunktigen Kompo- 

nenten von Dy endlich ist.) In der Tat: Jede mehrpunktige Kom- 

ponente C von DK ist ein Kontinuum von endlichem Paratingen- 

tenordnungswert (weil dies von K vorausgesetzt wird). Außerdem 

ist der Rang r(C) von C nicht größer als r(K) —• 1 = n — 2 ; denn 

nach Konstruktion von b ist K in keinem H £ b enthalten (vgl. 

Ziff. (I)) und folglich ist r(K r\H) <r(L r\H) = r(K)— 1, 

wobei L der kleinste, K enthaltende lineare Unterraum von En, 

also nicht in H enthalten ist. Gemäß der Induktionsvorausset- 

*=(UIU(^*))^(U I 

*•=1 

Tat: 
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zung folgt aus C C H, aus r(C) < n — 2 und aus der Tatsache, 

daß He in En_x ist: Es ist C eine Strecke. 

(III, 2 ) Jede Komponente C eines Dx = K r\ Hx ist einpunktig 

(k > 1). Nämlich: Da K in keinem //fr enthalten ist, mündet 

in C eine Brücke V (falls k > 2) oder doch ein Stachel V (jeden- 

falls für k = 1). (Vgl. Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (B) bzw. (A).) Es 

ist V eine Strecke (vgl. Ziff. (II)). Ist nun C mehrpunktig, also 

Strecke (gemäß Ziff. (III, 1)), und mündet die Strecke V in 

einem Endpunkt von C, so ist W = C w V Vereinigung zweier 

Strecken mit gemeinsamem Endpunkt, aber verschiedenen Trä- 

gergeraden; mündet aber V in einem inneren Punkt von C, so 

ist in C w V ein ebensolches Streckenpaar enthalten, das wir 

ebenfalls mit W bezeichnen. Wegen W C En mit n > 3 besitzt 

aber W unendlichen Paratingentenordnungswert (gemäß Nr. 

1.6.2., Hilfsssatz, Beispiel), im Widerspruch mit der Voraus- 

setzung, daß, K, also auch die Teilmenge W von K, endlichen 

Paratingentenordnungswert hat. 

(III, 3) Da Dx nur endlich viele Komponenten besitzt, speziell im 

Falle k = 1 nur eine einzige (gemäß Nr. 2.2.1., Satz), so existiert 

keine Paratingente an die (endliche) Menge Dx. Weil ferner die 

Brücken und Stacheln (gemäß Ziff. (II)) Strecken sind, können 

Paratingenten an K, die in Hx liegen, nur dann auftreten, wenn 

in einer Komponente, d. h. in einem Punkt/» vonDx, mindestens 

zwei unter den Brücken oder Stacheln münden und dann p 

als gemeinsamen Endpunkt, aber verschiedene Trägergeraden 

besitzen. Somit enthält K wiederum Streckenpaare der in Ziff. 

(III, 2) betrachteten Art, womit die Annahme, daß Hx Paratin- 

genten an K enthalten, sich als widerspruchsvoll erweist. 

(III, 4) Aus Ziff. (III, 3) folgt, daß es keine Hyperebenen in f 

gibt, in denen Paratingenten an K enthalten sind, d. h. daß die 

Annahme k > 1 widerspruchsvoll ist (für Büschel fr, in denen K 

nicht enthalten ist). In dem somit nur noch möglichen Fall k = o 

ist aber die Induktionsbehauptung richtig (gemäß Ziff. (II), 

Folgerung). 

2.3. Nunmehr sind sämtliche Hilfsmittel vorhanden zur Bestim- 

mung aller Kontinua im En (mit n > 2), die einen Paratingenten- 



322 Otto Haupt 

ordnungswert k mit l < k < n —• 1 besitzen. Um das Ergebnis 

auch für den Fall n = 2 kurz formulieren zu können, bezeichnen 

wir als einen Stern im jede Vereinigung von abzahlbar vielen, 

abgeschlossenen Strecken, die sämtlich den gleichen Punkt p 

als Endpunkt gemeinsam haben und deren jede eine größte 

Strecke ist, d. h. nicht echter Teil einer Strecke mit dem End- 

punkt p, die im Stern enthalten ist; der Fall, daß der Stern aus 

einer einzigen Strecke besteht, sei einbegriffen. 

Wir haben dann das 

Theorem. Vor. (1) Es sei K ein Kontinuum im En mit n > 2. - 

(2) Es besitze K einen Paratingeiitenordnungswert t mit tf. n —• 1. 

Beh. (A). Falls n > 3, ist entweder t — 1 oder t = n— 1. Für 

t = 1 ist K eine Strecke ; für t = n — 1 ist K ein einfacher Bogen 

vom Ko7>iponentenordnungswert und vo7n Ra7ig 71, der überall 

eine (einzige) Tangente besitzt und dessen höchstens-hyperebene 

Teilbogen sämtlich Strecken sind (und wobei höchstens n — 1 

Paratingenteji des Boge7is zur gleiche7i Hyperebene parallel snid). 

(B) Falls n = 2, ist stets t = 1 U7id K e7itweder ein euifacher 

Bogen vom Komponentenordnungswert und Rang 2 (7iämlich 

ein, nicht notwendig differenzierbarer Konvexbogen ohne paral- 

lele Paratingenten) oder ein Stern von endlichem Komponenten- 

ordnungswert (der eine beschränkte, abgeschlossene Menge ist). 

Anmerkungen, (a) Nicht jeder Bogen im En vom Komponen- 

tenordnungswert n (mit einer einzigen Tangente in jedem Punkt 

und nur mit Strecken als höchstens-hyperebenen Teilbogen) be- 

sitzt einen Paratingentenordnungswert < n — 1. Beispiel: n = i, 

Kreisbogen vom Radius 1 und von der Länge 3.2—1 TZ. - (b) Da- 

gegen besitzt jeder Stern von endlichem Komponentenordnungs- 

wert den Paratingentenordnungswert 1 (für 71 = 2). — (c) Daß 

unter den betrachteten Kontinuen solche Vorkommen können, 

in denen Strecken als Teilmengen auftreten, ist bedingt durch 

die Festsetzung in Nr. 1.1.3., derzufolge die Trägergerade einer 

Teilstrecke des Kontinuums als Paratingente nur in eine7n (näm- 

lich verlängerten) Punkt, mithin als nur eine Paratingente der 

betreffenden Richtung gezählt wird. Trifft man diese Festset- 

zung nicht und verbietet demgemäß das Auftreten von Teil- 
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strecken, so bleiben in Beh. (A) nur differenzierbare, nirgends 

hyperebene Bogen vom Punktordnungswert n und in Beh. (B) 

nur Konvexbogen ohne Teilstrecken übrig. Auf die Frage, in- 

wieweit aus der Differenzierbarkeit der Bogen vom Komponen- 

tenordnungswert n deren stetige Differenzierbarkeit folgt, soll 

in einer späteren Note eingegangen werden, die sich mit derarti- 

gen Bogen beschäftigt. - (d) Ein Stern in E% ist von endlichem 

Komponentenordnungswert genau dann, wenn er lokal zusam- 

menhängend ist. 

Bew. Da K als Kontinuum Paratingenten besitzt (vgl. Nr. 1.1.1.), 

ist stets t~> 1. 

(I) Vorbemerkung. Ist der Rang r(K) von K nicht größer als 

n — 1, so ist K eine Strecke (gemäß Nr. 2.2.2.), also t — 1, und 

zwar für n > 2; in diesem Fall ist daher die Beh. richtig. Dem- 

entsprechend wird für das Folgende die Annahme gemacht, daß 

K den Rang n besitzt, daß also K in keiner Hyperebene enthalten 

ist. 

Es sei nun 6 ein (beliebiges) Büschel paralleler Hyperebenen. 

Der Paratingentenordnungswert von K relativ b sei k. Im Falle 

k = o ist K ein einfacher Bogen, auf den die in Ziff. (II, 3) (vgl. 

weiter unten) angestellten Überlegungen anwendbar sind, so daß 

wir diesen Fall zur Erledigung in Ziff. (II, 3) zurückstellen kön- 

nen. 

Es sei also k > 1 und es seien Hx, K= 1, . . ., k', mit 1 <k'<.k, 

diejenigen Hyperebenen aus b, in denen Paratingenten an K 

liegen. Da der Rang von Dx = K r\Hx kleiner als n (vgl. Nr. 

2.2.2., Satz, Bew., Ziff. (III, 1)) und da jede Komponente von Dx 

einpunktig oder ein Kontinuum von endlichem Paratingenten- 

ordnungswert ist, so folgt aus Nr. 2.2.2. sowie Nr. 2.2.1.: Jedes 

Dx ist Vereinigung von endlich vielen, paarweise fremden, ab- 

geschlossenen Mengen, die entweder einpunktig oder Strecken 

sind. Ferner genügt K den Voraussetzungen von Nr. 2.1.1., 

Satz bzw. Zusatz (1), so daß die Brücken B{ und Stacheln Sr 

(relativ b) (im Sinne von Nr. 2.1., Satz) je in genau einem Punkt 

eines Dx münden und die Bit Sr einfache Bogen sind. Gemäß 

Nr. 2.1. und Nr. 2.2.1. gibt es nur endlich viele Brücken und ab- 

zählbar viele Stacheln. Daher ist K Vereinigung von abzählbar 
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vielen einfachen Bogen, die paarweise fremd sind bis auf höch- 

stens Endpunkte. 

(II) Betr. Beh. (A). (n > 3). 

(II, 1) Es besitzt K keine Verzweigungspunkte im Sinne der topo- 
logischen Kurventheorie (vgl. [8], S. 99). Nämlich: (II, 1, 1) We- 

gen der paarweisen Fremdheit der B{ und S,17 können Verzwei- 

gungspunkte von K nur in einem Dx liegen. Da K einen Para- 

tingentenordnungswert < n — 1 besitzt, ist jedes Bi und jedes 

Sr entweder vom Komponentenordnungswert n oder eine Strecke 

(gemäß Nr. 1.6., Folgerung, und Nr. 1.6.2.1.). - (II, 1, 2) Ist (v) 

eine einpunktige Komponente von Dx und ist v Verzweigungs- 

punkt von K, so ist v gemeinsamer Endpunkt von mindestens 

3 Bogen B{ oder Sr. Besitzt mindestens einer dieser drei Bogen 

den Komponentenordnungswert n, so ergibt sich aus Nr. 1.7.1., 

Hilfssatz, ein Widerspruch mit der Voraussetzung (2) unseres 

Satzes (in Nr. 2.3.). Sind dagegen alle drei Bogen Strecken, so 

ergibt sich aus Nr. 1.6.2., Hilfssatz, Beispiel, ein Widerspruch. - 

(II, 1, 3) Es sei jetzt T eine viehrpunktige Komponente von Dy, 

also T eine Strecke (vgl. Ziff. (I)). Entsprechend wie in Ziff. (II, 

1, 2) folgt, daß kein Punkt von T Verzweigungspunkt von K ist, 

also insbesondere in keinem inneren Punkt der Strecke T ein B{ 

oder ein Sr mündet. Es kann daher höchstens in den Endpunkten 

von T ein B{ oder Sr münden, und zwar nur ein einziges. 

(II, 2) Gemäß Ziff. (II, 1) dieses Beweises münden unter den B{ 

und Sr einerseits in jeder der endlich vielen einpunktigen Kompo- 

nenten (v) von Dx höchstens je zwei, andererseits (höchstens) in 

den Endpunkten der mehrpunktigen endlich vielen Komponen- 

ten T von Dx höchstens je eines; die T sind sämtlich Strecken. 

Somit ist K Vereinigung von endlich vielen einfachen Bogen; 

und da K keine Verzweigungspunkte besitzt (vgl. Ziff. (II, 1)), 

ist K selbst ein einfacher Bogen (vgl. [8], S. 64). 

(II, 3) Aus der Vor. (2) unseres Satzes (Nr. 2.3.) und aus r(K) = n 

(vgl. Ziff. (I)) ergibt sich jetzt gemäß Nr. 1.6., Folgerung, daß 

17 Die Bi und Sr sind einfache Bogen und haben höchstens Endpunkte ge- 

meinsam. (Vgl Nr. 2.1.1, Hilfssatz, Beh. (2).) 
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der einfache Bogen K den Komponentenordnungswert n be- 

sitzt; ferner ergibt sich aus Nr. 1.6.2.1., daß jeder höchstens 

hyperebene Teilbogen von K eine Strecke ist. Die Existenz der 

Halbtangenten in jedem Punkt von K folgt aus Nr. 1.6.1.1., 

Satz, weil der einfache Bogen K (vgl. Ziff. (II, 2)) endlichen 

Komponentenordnungswert besitzt; und die Existenz der Tan- 

gente folgt aus Nr. 1.6.1., Zusatz 2. 

(III) Betr. Beh. (B) (n = 2) Wegen t > 1 und t <Ln — 1 ist hier 

t—i. Außerdem kann r(K) = 2 angenommen werden (vgl. 

diesen Beweis Ziff. (I)). Es gibt also in einem (beliebigen) Bü- 

schel 6 paralleler Geraden höchstens ein H, das eine Paratingente 

enthält. 

HI, 1) Besitzt K bezüglich b den Paratingentenordnungswert 

Null, so ist K ein einfacher Bogen (gemäß Nr. 1.3., Satz), der 

gemäß Nr. 1.6., Folgerung, den Komponentenordnungswert 2 

besitzt. 

III, 2) Es besitze also K den Parathigentenordnungswert Eins 

bezüglich b. Es sei H' die (einzige) Gerade aus 6, die Paratin- 

gente an K ist. Gemäß Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (A), ist D = H'r\K 

zusammenhängend, also (wegen n = 2) D einpwiktig oder eine 

Strecke. Brücken relativ b gibt es nicht. Der Rang r(Sr) eines 

jeden der (gemäß Nr. 2.1., Satz, Beh. (2 b)) abzählbar vielen 

Stacheln Sr (relativ b) ist entweder 1 oder 2. Da Sr einfacher 

Bogen ist (vgl. Nr. 2.1.1., Satz, Beh. (2)), muß jedes Sr entweder 

eine Strecke oder ein Bogen vom Komponentenordnungswert 

Zwei sein (letzteres wegen Nr. 1.6., Folgerung). Dementspre- 

chend unterscheiden wir zunächst die beiden Fälle (III, 2, 1) 

und (III, 2, 2), nämlich: 

(III, 2, 1) Es ist D einpunktig, etwa D = (d). In d münden alle 

Sr. Man hat die Unterfälle: (III, 2, la). Alle Sr sind Strecken. 

Dann ist K ein Stern mit mindestens 2 (größten) Strecken ohne 

gemeinsame Trägergerade (weil r(K) = 2). Ist dieser Stern K 

nicht von endlichem Komponentenordnungswert, so gibt es eine, 

d nicht enthaltende Gerade G, deren Durchschnitt mit K un- 

endlich viele Komponenten besitzt. Dann ist aber G Paratin- 

gente an K (gemäß Nr. 1.1.1.) und der Stern enthält somit mehr 
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als 2 (sogar unendlich viele) größte Strecken. Da die Sr fremd 

sind bis auf den gemeinsamen Endpunkt d, sind hier für K die 

Voraussetzungen von Nr. 1.7., Hilfssatz, erfüllt; mithin existiert 

eine zu G parallele, d enthaltende Paratingente an K im Wider- 

spruch zur Vor. (2) unseres Satzes (der Nr. 2.3.). Es besitzt also 

der Stern K endliche Komponentenordnung. - (III, 2, lb) Min- 

destens eines der Sr, etwa 6^, besitzt den Komponentenordnungs- 

wert Zwei. Da die Sr paarweise fremd sind bis auf den gemein- 

samen Endpunkt d, sind die Voraussetzungen von Nr. 1.7.1., 

Hilfssatz, erfüllt, falls mindestens 3 Stacheln in d münden; in 

diesem Fall besäße also K mindestens den Paratingentenord- 

nungswert 2, gegen die Vor. Daher mündet in d, außer 6^, nur 

noch höchstens ein und wegen r(K) — 2 auch genau ein Sr, 

etwa S2. Es ist K = S1yy S2 zufolge der Definition der Sr ein 

einfacher Bogen. Außerdem besitzt K den Komponentenord- 

nungswert Zwei (Vgl. Nr. 1.6., Folgerung). 

(III, 2. 2) Es ist D eine Strecke. Da K Vereinigung von D und 

abzahlbar vielen untereinander und zu D fremden b-einfachen 

Bogen, nämlich den Sr, ist, enthält AT nur abzahlbar viele (größte) 

Strecken. Somit gibt es Büschel b" paralleler Geraden derart, 

daß der Durchschnitt von K mit keinem H G b" eine Strecke 

enthält. Besitzt nun K bezüglich b" den Paratingentenordnungs- 

wert Null, so hegt der schon erledigte Fall (III, 1) vor. Besitzt 

aber K den Paratingentenordnungswert Eins bezüglich b", so 

sei H" G b" die Paratingente an K. Nach Konstruktion von b" 

ist D = H" r\K keine Strecke, also einpunktig; damit sind wir 

auf den schon erledigten Fall (III, 2.1) zurückgeführt. 

(III, 3) Schließlich ist noch zu bemerken, daß ein Bogen im E2 

vom Paratingentenordnungswert Eins und vom Komponenten- 

ordnungswert Zwei ein Konvexbogen ist, d. h. daß sein Durch- 

schnitt mit einer beliebigen Geraden besteht entweder aus kei- 

nem, einem oder zwei Punkten oder aus einer Strecke. In der 

Tat überzeugt man sich, daß der Bogen mindestens den Para- 

tingentenordnungswert Zwei besitzt, falls einer der Durch- 

schnitte aus einer Strecke und einem Punkt oder aus zwei 

Strecken besteht. 
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