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Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 13. Mai 1955

Einleitung

Von L. H. Loomis [12]! stammt der Begriff des sich aus einem
lincaren Funktional iiber einem Funktionen-Vektorverband ab-
leitenden Riemann-Integrals (vgl. § 1). O. Hauptund Chr. Pauc
[71, [13], [9; S. 174 ff.] haben fiir kompakteund ineinerdemnéchst
erscheinenden Arbeit auch fur lokal kompakte Riume eine
Theorie des zu einem an den Raum adaptierten Inhalt (verall-
gemeinerten Jordan-Inhalt) gehorigen Riemann-Integrals ent-
wickelt. Damit verhalten sich hinsichtlich des Riemannschen In-
tegralbegriffs die Untersuchungen von Loomis zu denen von
Haupt und Pauc dhnlich wie hinsichtlich des Lebesgueschen In-
tegralbegriffs die Integrationstheorie von M. H. Stone [14] zur
Theorie Radonscher Male von N. Bourbaki [5]. Gemeinsamer
Ausgangspunkt von Loomis und Stone ist ein Vektorverband von
auf einer Menge definierten, reellen Funktionen und ein positi-
ves, lineares Funktional uber diesem, welches bei Stone noch zu-
sitzlich als stetig vorausgesetzt wird. Gemeinsamer Ausgangs-
punkt von Haupt-Pauc und Bourbaki ist dagegen ein lokal kom-
pakter, topologischer Raumn sowie ein an die Topologie des Rau-
mes adaptierter Inhalt bzw. ein positives Radonsches MaB, d. h.
ein positives, lineares Funktional auf der Menge der stetigen,
reellen Funktionen mit kompaktem Triger.

Nun 146t sich bekanntlich nach S. Kakutani [11] mittels des
Stoneschen Darstellungssatzes fiir Boole-Verbiinde die Stone-
sche Integrationstheorie auf die Bourbakische im folgenden Sinne

* Verf. fiihlt sich Herrn Professor Chr. Pauc fiir cine Reihe von An-
regungen sowie fiir sein in einem regen Briefwechsel bekundetes Interesse am
Fortgang dieser Arbeit zu herzlichemn Dank verpflichtet.

! Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das Literaturverzeichnis am
SchluB der Note hin.
Minchen Ak, Sb. 1955
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zuriickfithren: Jedem stetigen, positiven, linecaren Funktional u
auf einem Funktionen-Vektorverband {iber einer Menge £ ent-
spricht ein positives Radonsches Maf3 p auf einem lokal kompak-
ten Raum Z derart, daB die sich aus der Stoneschen bzw. Bour-
bakischen Theorie ergebenden Riume L' (Z, p) und L (Z, j)
isomorphsind. Sofern man also ,,fast berall gleiche* Funktionen
nicht zu unterscheiden braucht, ist das Radonsche Maf3 u ein
vollwertiger Ersatz fir das Funktional p.

Schon das Beispiel der klassischen Theorie des Riemann-Inte-
grals auf der Zahlengeraden, wo jede Riemann-integrierbare
Funktion einer stetigen ,,fast tiberall gleich® ist, zeigt, dal} der
Aquivalenzbegriff , fast iiberall gleich* fiir die Riemannsche In-
tegrationstheorie zu grob ist. Aus diesem Grundefilltder Versuch,
die abstrakte, d.h.topologiefreie Loomissche Theorie des Riemann-
Integrals auf die konkrete, d. h. an lokal kompakte Riume ge-
bundene Theorie von Haupt-Pauc mittels des Darstellungsraumes
von Kakutani-Stone zurtickzufiithren, unbefriedigend aus und
fihrt zu einer unerwiinschten Verwischung der Verhiltnisse.

Im Teil I dieser Note wird dieses ,,Darstellungsproblemn'’ unter
Verwendung anderer Hilfsmittel geldst: Es sei Z eine Menge, £
ein Vektorverband von auf #Z definierten, beschrinkten, reellen
Funktionen, wobei noch — von den Trennbarkeitsforderungen
(16) und (17) abgeschen — wie auch bei Loomis die Abgeschlos-
senheit von £ gegeniiber der Bildung von min(1, g) fiir Funktio-
nen g & £ vorausgesetzt wird. Dann wird in § 4 die Existenz eines
lokal kompakten Raumes £ behauptet, welcher u. a. folgende
Eigenschaften besitzt: £ liegt in £y dicht; jede Funktion g & £
kann zu einer auf % stetigen, im Unendlichen verschwindenden
Funktion g’ fortgesetzt werden; zu jedem positiven,linearen Funk-
tional /7 | L existiert ein an £ adaptierter Inhalt 2/ derart, daB die
auf Z im Sinne von Loomis beziiglich 7 Riemann-integrierbaren
Funktionen genau die Verengerungen der beztiglich p' im Sinne
von Haupt-Pauc auf Z§ Riemann-integrierbaren Funktionen
sind; zwel auf £ bzw. E;z Riemann-integrierbare Funktionen,
von denen die erste Verengerung der zweiten ist, besitzen gleiches
Riemann-Integral auf % bzw. Z§. Der Raum £y ist durch Z
und ¢ im wesentlichen eindeutig bestimmt und, wie bereits aus
einer seiner genannten Eigenschaften hervorgeht, vom linearen
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Funktional 7 | % unabhingig; gerade hierdurch unterscheidet er
sich wesentlich vom Darstellungsraum von Kakutani-Stone.

Die Loésung des Darstellungsproblems erfordert als Vorberei-
tung zwangsliufig die Untersuchung positiver, linearer Funktio-
nale auf Vektorverbinden von stetigen, im Unendlichen ver-
schwindenden Funktionen auf einem lokal kompakten Raum
(§ 3). Da bei unserer Darstellung das beliebige, nicht notwendig
stetige, positive, lineare Funktional 7/ letzten Endes mit einem
Radonschen MaB auf £y, also einem sfefigen, linearen Funktio-
nal in Bezichung gesetzt wird, spielt hierbei eine geeignete Be-
messung des Stetigkeitsdefektes von 7 eine Rolle. Die hierfiir no-
tigen Hilfsmittel stellt § 2 bereit.

Wihrend im Teil T der Note ein fest vorgegebenes, lineares
Funktional im Mittelpunkt der Betrachtung steht, beschiftigt
sich Teil 1T mit F¢/tern positiver, linearer Funktionale und der
Frage, die vage Konvergenz solcher Filter auf das Konvergenz-
verhalten von Mengenfunktionen zurtickzufithren (§ 5). Hierbei
werden die Begriffsbildungen von Teil I herangezogen. Selbst
fur den Spezialfall der vagen Konvergenz cines Filters positiver
Radonscher Mafe auf einem lokal kompakten Raum (§ 6) schei-
nen hiertiber bislang nur verstreute Teilresultate, meist unter un-
nétigen Voraussetzungen Gber den Raum, vorzuliegen.

Vorliegende Note enthilt keine Beweise; diese sollen in grofie-
rem Zusammenhang an anderer Stelle (voraussichtlich in der
Mathematischen Zeitschrift) erbracht werden.

1. Teil

Riemann-Integrierbarkeit beziiglich eines linearen
Funktionals

§ 1. Abstrakter Fall?

1. 1. Fiir das Folgende seien vorgegeben: (a) eine nicht leere
Menge % von Elementen p, ¢, . . .; (b) eine Menge € von reellen,
endlichen Funktionen g | £ mit den Eigenschaften

2.Die in diesem Paragraphen erwithnten Resultate finden sich zum grofen
Teil bei L. H. Loomis {12]; sie bilden die Grundlage fiir das Folgende.
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(1) e hEY > ag + 4 E L (a,f reelle Zahlen);
(2) get — |glEey
(3) gE¥ > min(1,g) €Y

(¢) cin reelles, positives, lineares Funktional /7 ¥,

Dann ist ¥ ein Vektorverband von reellen Funktionen; insbe-

sondere liegen mit je endlich vielen Funktionen gy, .. ., g, auch
die Funktionen max{g, ..., g, und min(g, ..., g,) in ¥. Aus

g & ¥ folgt min(a, g) & ¢ fur jede reelle Zahl « > o.

Mit P = {a, f, ...} bezcichnen wir den Korper der reellen
Zahlen. Fur eine Teilmenge 4 von £ sei y , die auf Z definierte,
charakteristische Funktion von 4.

1. 2. Unter der (zweiseitigen) Vervollstindigung ¥ = B(X, 1)
von ¢ beziiglich 7 verstehen wir die Menge aller reellen Funktio-
nen f | £, zu welchen bei beliebig vorgegebenem ¢ = o Funktio-
nen g, 4 & ¥ existieren mit

e<f</h und 1(h—y) <e.

¢ hat mit ¢ die Eigenschaften (1) bis (3) gemein. Das Funktional
7 |¢ kann auf genaw eine Weise zu einem positiven, linearen
Funktional ]_]§ fortgesetzt werden. Fiir jede Funktion f € ¥
gilt

y I =swp(g); £</ g€Y)
v =inf (I(h); h>f hEN.

¥ ist vollstindig im Sinne der Gleichung B 7) = & Wir be-
zeichnen 7 | ¥ als die Vervollstindigung des Funktionals 7 | L.

1.3. Mit § = F(, /) bezeichnen wir das System aller Mengen
A C E mit g, & ¢ Dann ist § ein Boolescher Mengenverband,
welcher nicht notwendig eine Einheit besitzt, Die durch die Glei-
chung

(s) w(A) = I(x4) (4E7F)

definierte Mengenfunktion pu |§ ist ein wvollstindiger Inhalt,
d. h. p | § ist (endlich-)additiv und nicht negativ, es gilt & & §
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fiir jede Menge M < E, zu welcher bei beliebig gegebenem ¢2>0
Mengen A, B € §mit A & M & B und u(B — A) < ¢ existie-
ren.

Mit € bezeichnen wir die aus allen ,,§-Treppenfunktionen*’

Z 2’1' Z/l,- (At E %J ;";' e P)

i=1

bestehende Menge. Auch € besitzt dann die Eigenschaften (1)
bis (3) von &. Wegen ¢ < ¥ ist die Verengerung 7| € von 7 |¢
und damit die Vervollstindigung & = B(C, 7) definiert. & be-
sitzt ebenfalls die Eigenschaften (1) bis (3) von £ und ist tiberdies
eine Algebra von Funktionen, enthilt also mit je zwei Funktionen
fund g auch deren Produkt /- g. Es gilt € © & < &; die Vervoll-
stindigung des Funktionals 7| € ist gleich der Verengerung
7 | € des Funktionals 7 |¢. Die Funktionen aus & heiBen Rie-
mann-integrierbar beziiglich 7 oder u (im eigentlichen Sinne);
fir eine Funktion f € & heiBt 7(f) das (eigentliche) Riemann-
Integral von f bezlglich 7 oder p, in Zeichen

1(f) = [ fan.

In 1. 5 wird [ fdp als Riemann-Stieltjessches Integral gedeutet.
Erwihnt sei noch die folgende Sdttigungseigenschaft von &:
Aus |g| < |f|,fESund g € Lfolgt g € S.
1. 4. Eine endliche, nicht negative, reelle Funktion f | £ heif3t
(£-)mefbar, wenn die Urbildmenge

[f>0={p:f(£)>4 p E E)

ein Element von § ist fiir alle reellen Zahlen 4 >> o, abgesehen
von héchstens abzihlbar unendlich vielen Ausnahmen. Eine be-
liebige, endliche, reelle Funktion S| £ heit meBbar, wenn
JT = max(f, o) und f~ = (—f)* meBbar sind.

Die Bedeutung der rein verbandsalgebraischen Eigenschaft
(3) von { liegt u. a. darin, die MeBbarkeit aller Funktionen aus
¥ zu garantieren.

L. 5. Eine reelle Funktion f | Z ist dann und nur dann Riemann-
integrierbar, also ein Element von &, wenn sie deschrinkt, mef3-
bar und im Komplement einer Menge A € § gleich Null ist.

Miinchen Ak, Sb. 1955 15
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Ist / nicht negativ und Riemann-integrierbar, so 1a0t sich das
Integral [ fdp auch als Riemann-Stieltjessches Integral deuten.
Es ist

[fdn = —f/lda(l),

wenn a eine obere Schranke von f und «(4) die, abgesehen von
héchstens abzdhlbar vielen Ausnahmen, fiir alle 2 > o definierte,
monotone, beschrankte Funktion a(4) = u([f > 4]) bezeichnet.

Notwendig und hinreichend dafiir, dal jede beschrinkte Funk-
tion aus ¢ Riemann-integrierbar ist, ist die folgende, vom Funk-
tional 7 unabhingige Bedingung:

(6) Zu jeder Funktion g C § existiert eine Funktion h & £ der-
art, daf} g(x) = o ist fiir jedes x © FE mit h(x) < 1.

1. 6. Eine endliche, nicht negative, reelle Funktion f | Z heilit
uneigentlich Riemann-integrierbar beztglich 7 oder u, wenn f
I-mef3bar und

sup ([gdn; £ <f, £ €8) < 4 oo

ist. Man definiert dann das uneigentliche Riemann-Integral
“[ fdu von f durch

) “ffau = sup ([gdn; ¢ <7, g€ ).

Eine beliebige, reelle Funktion f | Z heiBt uneigentlich Riemann-
integrierbar, wenn f* und /= uneigentlich Riemann-integrierbar
sind. Man setzt

O fdp = rran—="{sap.

Uneigentlich Riemann-integrierbar beziiglich /7 sind insbeson-
dere die Funktionen aus £. Das fiir alle / © & erklirte eigentliche
Riemann-Integral 7(f) = [fdp wird durch das uneigentliche
Riemann-Integral zu einem positiven, linearen Funktional auf
£ fortgesetzt. Es ist also

“ffau = 105
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fiir alle f € &, ferner
“ffdn < I(f)
fiir alle £ > o aus L.

Bemerkung. Da & die in 1.3 genannte Sittigungseigen-
schaft besitzt, sind die Begriffsbildungen von [4] anwendbar. Im
Sinne dieser ist das uneigentliche Riemann-Integral “f /du die
einzig mogliche Fortsetzung des Funktionals I(f) = [ fdpu,
f € &, zu ecinem &-singuliren, positiven, linearen Funktional
auf ¥

§ 2. Zerlegungssitze

2. 1. Nach einem in [2; S.116] bewiesenen Zerlegungssatz
kann jedes positive, lineare Funktional Z tiber einem Vektorver-
hand M von Funktionen auf einer Menge Z in seinen stetigen
Teil L, | M und seinen rezn-unstetigen Teil L, | M zerlegt wer-
den. Genauer gilt: (A) Es existiert ecin stefiges, positives, linea-
res Funktional Z, |9, d. h. fir jede Folge von Funktionen
LHEMmit L1 /,d hhmit A<AL<... <[, <...<f=
sup f,, und f & M gilt lim L, (f,) = L.(f). — (B) Es existiert
ferner ein rein-unstetiges, positives, lineares Funktional L, | M,
d. h. es ist & = o das einzige stetige, lineare Funktional auf M,
fir welches o < K(f) < L,(f) fiir jede Funktion f > o aus MM
gilt. = (C) L=L, + L,. - (D) Die Zerlegungsteile Z, und L,
sind durch die Eigenschaften (A) bis (C) eindeutig bestimmt.

Fiir eine Funktion £ > o aus M berechnet sich Z,(f) gemil der
Formel

() L(f)y=inf(sup L(f); fulf, J. EM).

2. 2. Entsprechend kann auch jede nicht negative, additive
Mengenfunktion g |8 {iber einem Booleschen Mengenverband
B von Teilmengen einer Menge £ in ihren g-additiven Teil
0. | B und ihren rein-endlich-additiven Teil 0, | B zerlegt wer-
den.® Den Eigenschaften (A) bis (D) aus 2. 1 entsprechen hier die
folgenden Eigenschaften der Zerlegungsteile: (A') o, | B ist

® Vgl. K. Yosida und E. Hewitt [16] sowie H. Bauer [2; S. 113).
15*
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nicht negativ und g-additiv, d. h. fiir jede Folge von Mengen
E?BmltATAdhrmtAlCAC .EA4,C ...C
= U4, und 4 € B gilt limo,(4,) = Qc(A) - (B, B
ist nicht negativ und rein-endlich-additiv, d. h. es ist v = o die
einzige o-additive Funktion 7 [ B mito < 7(4) < ¢,(4) fiir alle
A€ B.-(Che=g, + 0, ~ (D) Die Zerlegungsteile g, und g,
von g sind durch (A") bis (C') eindeutig bestimmt.
Fiir jede Menge A4 & B berechnet sich o,(4) gemil der For-
mel

) e.(4) =inf(supo(4,); 4,14, 4,€9).

2. 3. Nunmehr kniipfen wir wieder an die Betrachtungen in § 1
an. Vorgegeben sei wie dort ein System € von auf einer Menge £
definierten, reellen Funktionen mit den Eigenschaften (1) bis (3)
und ein positives, lineares Funktional / | £.

Ausgehend von den Zerlegungsteilen 7, und 7, von / definie-
ren wir die zweiseitigen Vervollstindigungen

£ =2 7) und {, =B 7)
sowie die Booleschen Mengenverbinde

%, = %(2: /) und %p = %(2’ ]p>'

Mit u, bzw. p, bezeichnen wir die nach 1. 3 sich aus 7, baw. /,
ableitenden, auf §, bzw. §, definierten, vollstindigen Inhalte.
SchlieBlich sei &, bzw. &, die Menge der bezlglich 7, bzw. /,
Riemann-integrierbaren Funktionen.

2. 4. Zwischen den so definierten Systemen von Mengen bzw.
Funktionen bestehen folgende Bezichungen:

(10) £=8 n Y
(11) § =3 3y
(12) S— e n g,

Nach 1. 2 kénnen /, und 7, zu positiven, linearen Funktionalen
]—CIE und ];IE; vervollstindigt werden. Es erweist sich [—,'g,
als stetig und 7, |8, als rein-unstetig. Entsprechend verhalten
sich die Inhalte p, und p,: Es ist p, |, o-additiv und p, |5,
rein-endlich-additiv.
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Wegen (10) kénnen 7, und 7, auch als lineare Funktionale auf
£, wegen (11) p, und g, als Inhalte auf § betrachtet werden.

Satz 1. 1. Es ist I, | § der stetige und I, | R der rein-unstetige
Teil des Funktionals I, also

(13) L=1 und I=1I, (auf D).

1. Es ist p, |§ der o-additive und p, |§ der rein-endlich-
additive Teil des Inhalts | §.

U1 Auf S ist ]—,(f) = [ fdu,der stetige und I,(f) = [ fdp, der
rein-unstetige Teil des durch das Riemann-Integral I(f)= [ fdu
definierten Funktionals 1| &

Nach 1. 6 sind die Funktionen aus € in bezug auf jedes positive,
lineare Funktional auf £ uneigentlich Riemann-integrierbar. Ins-
besondere existiert “[ fdpu, fir jedes f € L. Uber dieses auf £
definierte, lineare Funktional gilt:

Satz 2. 1. Fiir jede Funktion f & £ ist

(19) LU = fdp..
I1. Das durch (")f Jfdn auff definicrte Funktional hat (“)f fdp,

sum stetigen und [ fdpu, sum rein-unstetigen Teil. Insbesondere
gilt
(15) Offdp = “f fdu +“ffdp,
Jfiir jedes f & L.
SchlieBlich vergleichen wir die auf £ definierten Funktionale

I(f) und “[ fdp beziiglich der sich aus ihnen ableitenden Rie-
mann-Integrale:

Satz 3. 1. Die auf ¢ definicrten, positiven, lincaren Funhtio-
nale I1(f) und “[ fdp fiihren sur gleichen Menge & von cigent-
lich Riemann-integrierbaren Funktionen und zum gleichen Rie-
mann-Integral iiber €.

1. Das auf & definierte, positive, lineare Funktional

D(f) = I(f)—“f fdu
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ist rein-unstetig. Beziiglich D sind genau dicjenigen Funktionen
| E Riemann-integrierbar, welche beschrinkt und im Kom-
plement einer Menge A & gleich Null sind. Fiir jede derartige
Funktion ist das Ricmann-Integral beziiglich D gleich Null.

§ 3. Konkreter Fall

3. 1. Nunmehr sei die Menge 7 speziell ein lokal kompakter?,
topologischer Raum. Die Funktionen aus { seien stefige, reelle
Funktionen g | E, welche im Unendlichen verschwinden, d. h.
fiir jede reelle Zahl a > o ist die Urbildmenge [| g | > a] kom-
pakt. ¢ genlige neben (1) bis (3) den folgenden Zusatzforderungen.

(16) Zu jedem Punkt p & E existiert eine Funktion g & mit
g(p) # o.

(17) Zu je zwei verschiedenen Punkten p, g & I existiert eine
Funktion h & L mit h(p) == k(q).

Beispielsweise gentigt die Menge (%) aller stetigen, reellen
Funktionen g | £ mit kompakten: Triger den Bedingungen (1
bis (3) sowie (16) und (17).

Aus den genannten Eigenschaften von £ folgt:

Lemma 1. Jede stetige, reelle Funktion f|E, welche im Un-
endlichen verschwindet, bann gleichmdfig durch Funktionen aus
L approximiert werden.

3. 2. Neben £ und ¢ sei wie bisher cin positives, lineares Funk-
tional /|2 vorgegeben. Dann definicren wir gemal § 1 die Ver-
vollstindigung 7 | von 7 |¢, den Inhalt u | § und die Menge &
der Riemann-integrierbaren Funktionen.

Der vollstindige Inhalt u | § erweist sich als ein an /2 adap-
tierter Inhalt im Sinne von O. Haupt und Chr. Pauc [8], d. h.:
1. jede Menge aus § ist beschrdnks®; in § ist cine offene Basis von

¢ Im folgenden bedeutet ,,kompakt** stets genauer , bikompakt #zd Haus-
dorffsch*‘.

5 Eine Menge 4 C 7 heilt beschrinkt (oder relativ kompakt), wenn ihre
abgeschlossene Hiille 4 kompakt ist.
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E enthalten; 3. zu jeder Menge A € § und jedem & > o existiert
eine offene Menge U € § mit 4 — A4 S Uund p(U) < e.

Satz 4. Der Inhalt p | ist an die Topologic von E adaptiert.

Da der Inhalt u | § vollstindig ist, gilt nach [8] auch die Um-
kehrung von 3.: Existiert fiir eine beschrinkte Menge 4 © £
zu jedem & > o eine offene Menge U & § mit A—ACUund
w(U) < e, soist A & §. Hieraus und aus 3. folgt insbesondere,
daB § mit jeder Menge A auch deren abgeschlossene Hiille 4
und deren offenen Kern 4, also auch deren Begrenzung A— A
enthilt und daB u(4) = u(4) = u(A) ist.

3.3. Satz 5. Jede Funktion f € K(E) ist Riemann-integrier-
bar beziiglich 1. Das Integral | fdp, aufgefaPt als lineares Funk-
tional iiber R (E), ist das einzige positive Radonsche Maf o auf
E, in bezug auf welches jede Menge A & § o-integrierbar ist mit
o(4) = u(A4).°

Es gilt somit definitionsgemiB [ fdu = [fdo fiir alle f € &(E).

Mit Hilfe des Radonschen Mafles g lassen sich nunmehr die
Elemente von § und & in einfacher Weise kennzeichnen. Hierzu
nennen wir eine Teilmenge 4 von £ p-guadrierbar, wenn sie
beschrankt und o (A — A4) = oist.

Satz 6. Es ist § das System aller p-quadricrbaren Teilmen-
gen von E.

Satz 1. Es ist @ das System aller beschrankten, o-fast iiberall
stetigen Funktionen f | E. Ferner ist @ die zweiseitige Vervoll-
staindigung von S(E) beziiglich o. Jede Funktion f € & ist p-inte-
grierbar mit

[fdo= [ fdp.

Demnach fiithren die Funktionale 7|¢ und [ fdp | 8(£) zum
gleichen adaptierten Inhalt und zum gleichen Riemann-Integral.

¢ Beziiglich der hier und im folgenden verwendeten Begriffe aus der Theorie
Radonscher Mafie vgl. N, Bourbaki [3]. Es sei jedoch erwihnt, daB ein
positives Radonsches MaB g definitionsgemdfs ein positives, lineares Funktional
auf § (%) ist; fiir jede Funktion f € & (£) bezeichnet [ fdo den Funktions-
wert von g an der Stelle f. Eine Menge 4 © X mit p-integrierbarer, charak-
teristischer Funktion y 4 heiBit g-integrierbar; man setzt e(A4)= [ x4 do.
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Bemerkung. Bei O.Haupt und Chr. Pauc (7], [13], [o;
S. 174 ff.] wird fiir kompakte” Riume £ und in einer demnichst
erscheinenden Arbeit auch fiir lokal kompakte Riume eine Theo-
rie des Riemann-Integrals entwickelt, welche nicht von einem
Funktional, sondern einem an % adaptierten Inhalt x4 |§ aus-
geht. Diese ordnet sich in unseren Aufbau folgendermalien ein:

=1
gesetzt. Dann ist / ein positives, lineares Funktional iiber der
Menge € der F-Treppenfunktionen; die Vervollstindigung von
7| € ist gleich dem Riemann-Integral bei Haupt-Pauc.

Fiir eine §-Treppenfunktion /= 3'4;x .. werde 7(f) = 3 A,u(A))
i1

3.4. Aus der Adaption des Inhaltes x| § an £ folgt [8] ins-
besondere die g-Additivitit von u. Also gilt

(18) p,=p und pu,=o0

fiir den o-additiven Teil g, und den rein-endlich-additiven Teil
u, von i Vermoge der in 2. 4 aufgezeigten Koppelung der Zer-
legung p = p, + p, mit der Zerlegung 7 = 7, + 7, von 7|
lassen sich nunmehr iber 7, und 7, genauere Aussagen machen;
hierbei beniitzen wir die Bezeichnungen von § 2.

Satz 8. 1. Jede Funktion f &R ist o-integrierbar und un-
eigentlich Riemann-integrierbar, es gilt

(19) L(f) =] fdo =" fdu (fEY.
II. Esist § =, und @ = &,.
I111. Es is¢ ‘SP das System aller beschrinkten Teilmengen von

E und €, das System aller beschrinkten Funktionen f | E mit

kompaktem Triger.

Dieser Satz zusammen mit (18) besagt u. a., daf3 die Funktio-

nale 7 |¢ und 7, |¥ zum gleichen adaptierten Inhalt und zum
gleichen Riemann-Integral fiihren.

? In [9] genauer fiir bikompakte, vollstindig regulire Riaume, in welchen
das Axiom 77 nicht notwendig erfiillt zu sein braucht.
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Korollar. Der sich aus I | € ableitende Inhalt p | § ist dann und
nur dann identisch Null, wenn das Funktional I |L rein-unstetig
ist.

Satz 9. Fiir jede Funktion f > 0 aus L ist
(20) L6 = liTO[ (min (a, f)).

Es ist I|¢ dann und nur dann stetig bztw. rein-unstetig, wenn

(21) GETOZ(min (a,f)) = o
bz,
(22) I (min(1, /) = 1(f)

fiir alle f > o aus £ gilt.

3. 5. Beispiel eines rein-unstetigen, positiven, linearen Funk-
tionals®: Es sei E das halboffene Einheitsintervall (o,1] = {&:
o< & < 1} der Zahlengeraden. £ ist lokal kompakt. £ bestehe
aus allen stetigen Funktionen f | [0,1], aufgefaBt als nur {iber Z
definiert, mit f(0) = o und in & = o existierender rechts-
seitiger Ableitung f'(0). Fir jedes f & & werde /(f) = f'(0)

gesetzt.

Bemerkung. Alle in diesem Paragraphen auftretenden
o-Integrale [ fdp existieren bereits im Sinne eines NV-Integrals.
D. h.: Erweitert man das Funktional [ fdo |8(£) gemiB dem
ersten Erweiterungsverfahren von M. H. Stone [14], welches
nur Folgen (und nicht gerichtete Systeme) von Funktionen aus
K (Z) heranzieht, und ist V die diesem Erweiterungsproze8 zu-
grunde liegende Quasi-Norm, so sind die in g-Integralen [ fdo
dieses Paragraphen auftretenden Integranden bereits V-summier-
bar.?

# Nach L. H. Loomis [12; S. 172], wo das Beispiel aber nicht in unserem
Sinne interpretiert wird.

? Vgl. die Darstellung der Stoneschen Theorie bei Haupt-Aumann-Pauc
[9; S. 130 ff.].
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§ 4. Zuriickfithrung des abstrakten Falles auf den konkreten

4. 1. Es liege wieder der abstrakte Fall des § 1 vor: E sei eine
Menge, £ cine Menge reeller Funktionen auf Z mit den Eigen-
schaften (1) bis (3) und 7 | ¥ ein positives, lineares Funktional.

Lemma 2. Die Teilmenge £* von ¢ aller beschrinkten Funktio-
nen ans £ gendigt den Bedingungen (1) bis (3). Die Verengerung
I* | = T | von I auf $* ist ein positives, lincares Funktional.
Fiir den zugehirigen Inhalt p* | §* und die Menge T* der be-
ziiglich I* Ricmann-integrievbaren Funktionen gilt: §* =§,
wr =, S* =& und { fdu* = [ fdp fiir alle f & ©.

Es fiihren also /* |¢* und 7 |¥ zum gleichen Riemann-Inte-
gral. Daher bedeutet es fur das Folgende keine Beschrankung der
Allgemeinheit, anzunchmen:

(23) Die Funktionen aus \ sind beschrdnkt.

SchlieBlich setzen wir tiber ¥ noch die aus 3. 1 bekannten Tren-
nungsbedingungen voraus:

(16) Zu jedem p = E existiert cin g & ¢ mit g(p) 3 o.
(17) Zup, g & FE mit p == qexistiert cinh < L mit h(p) == (g).

Im Hinblick auf unser weiteres Vorhaben bedeuten die Zusatz-
voraussetzungen uber ¢ keine wesentliche Beschriankung der All-
gemeinheit. Abgesehen von dem Trivialfall, in welchem £ nur
aus der konstanten Funktion g = o besteht, 146t sich stets eine
nicht leere Menge 7/, © £ derart angeben, dall die Menge ¥,
der auf 7, verengerten Funktionen aus £ ein zu ¥ isomorpher
Vektorverband mit den Eigenschaften (16) und (17) ist. Im Gbri-
gen 140t sich ein zum folgenden analoger Satz auch ohne Benut-
zung von (16) und (17) beweisen; aus Griinden der bequemeren
Darstellung fordern wir von € noch diese beiden Zusatzeigen-
schaften.

4. 2. Satz 10. Es existiert cin lokal kompakter Rawm Eg mit
folgenden Eigenschaften : 1. E ist eine dichte Teilmenge von Eg;
2. jede Funktion g & ¢ kann (auf genau eine Weise) zu einer steli-
gen Funktion g' | Eq fortgesetzt werden, welche im Unendlichen
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verschwindet,; 3. die Menge &' der stetigen Fortsetzungen g' aller
Funktionen g € ¢ besitst auf Egy die Eigenschaften (16) und
(17) von € auf E.

Zusatz. Der lokal kompakte Raum Ey ist durch die FEigen-
schaften 1. bis 3. bis auf Homdiomorphien, welche die Punkte von
E festlassen, eindeutig bestimmt. Das Bestehen der Bedingung
(6) fiir € ist notwendig und hinreichend dafiir, daff dic stetige
Fortsetzung g' | Ey einer jeden Funktion g & ¢ cinen kompak-
ten Trdger besitzt. Eg ist dann und nur kompakt, wenn die auf E
konstante Funktion = 1 gleichmdifig durch Funktionen aus &
approximiert werden kann.

Aus dem Zusatz folgt inshesondere, da} Z§ vom Funktional
1|8 unabhingig ist.

Bemerkung. Der Beweis dieses Satzes beruht wesentlich auf
einem noch unveréffentlichten Approximationssatz von G. N6-
beling und H. Bauer.*

4. 3. Das Funktional 7 | € wird auf ¥’ Gbertragen vermége der
Festsetzung

(24) I'(g") = 1(g);

hierbel ist g eine Dbeliebige Funktion aus ¥ und g’ ihre stetige
Fortsetzung auf Zy. Dann ist 7' ¢’ ein positives, lineares Funk-
tional.

Da jede Funktion g € ¥ nur auf genau eine Weise zu ciner ste-
tigen Funktion ¢’ | £ fortgesetzt werden kann, geniigt ¢ auch
den Bedingungen (1) bis (3), welche fiir ¢ nach Annahme erfiillt
sind. Somit hat ¢’ beziiglich £ alle Eigenschaften, die in § 3 tiber
¥ bezliglich £ vorausgesetzt wurden. Also sind die Entwicklun-
gen des § 3 auf Z, £ und 7’ anwendbar.

Es sei p' | §' der sich aus /' |¢ ableitende, an £y adaptierte
Inhalt und &’ die Menge der beziiglich 7/ Riemann-integrier-
baren Funktionen. ¢' bezeichne das nach Satz 5 eindeutig be-
stimmte Radonsche MaB, fiir welches o' (4")= u'(A") fiir alle
A & F ist.

" Zusatz bei der Korrektur: Erscheint im Jahreshericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung unter dem Titel ,,Allgemeine Approximations-
kriterien mit Anwendungen‘,
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4. 4. Zwischen der Theorie des Riemann-Integrals bezliglich /7
in Z und der des Riemann-Integrals beziiglich 7/’ in £ besteht
der folgende einfache Zusammenhang:

Satz 11. 1. Es ist § gleich der Spur von §' in E. Fiir je zwet
Mengen A @ Fund A" C F' mit A = A" ~ E gilt

(25) p(d) = (A" = o' (4.

1. Es ist & gleick der Menge der auf F verengevien Funktio-
nen aus &', Fiir je zwei Funktionen fE S und f' € & wmit
F=f|Eist

(26) [fdu=]fdn =[fde.

4. 5. Zu beachten ist, daB Gleichung (24) fir die Zerlegungs-
teile 7, und /7, bzw. 7, und /,von 7 |2 bzw. 7' | ¥ i. a. nicht gilt.
Aus der Stetigkeit des Funktionals 7 | { folgt zwar die Stetigkeit
von /' | ¥, aber nicht notwendig umgekehrt. Wegen der o-Addi-
tivitit von g ist g, = p’ und ;L;, = 0; daher kann ersichtlich die
Zerlegung o = p, + p, von p mit der entsprechenden Zerlegung
von ' ebensowenig verglichen werden.

Wohl aber tritt zu der Darstellung (14) des stetigen Teils 7,
von / mittels y jetzt eine weitere hinzu, welche das in £} definierte
Radonsche MafB} o' heranzicht.

Satz 12. Es sei f > 0 eine Funktion aus mza’f Eg diejenige
Fortsetzung von f auf Eg, welche in allen Punkten von EyE
gleich Null ist. Dann gilt

(27) L(f) = | /de"

Hierbei ist Ifdg’ das ,,schwache* ¢’-Oberintegral von £, d. h.
gleich der Quasi-Norm N(f) von f beim ersten Stoneschen Er-
weiterungsproze$3, angewandt auf [f'do’ | R(Zy) (vgl. die Be-
merkung in 3. 35).

Der folgende Satz steht in engem Zusammenhang mit einem
in [3] von uns gewonnenen Resultat:
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Satz 13. Fiir jede Menge A & § gilt
@8) (A =@(A) und p,(A) =@~ A),

wenn A die abgeschlossene Hiille von A in E'y bezeichnet.

Hierbei ist 1/ (A4) bzw. @' (4) das ,,schwache’ dufere bzw.
innere MaB einer Menge A4 © Eg, welches man im Sinne der
klassischen Maftheorie ausgehend vom o-additiven Inhalt g’ |§’
erhilt. Bezeichnet 7/, die charakteristische Funktion von 4 be-

ziiglich 4, so ist insbesondere u'(4) = IZIA do'.

Bemerkung. Formel (27) verallgemeinert die erste Hilfte von
(19). Geniigen nimlich £ und £ den in 3. 1 ausgesprochenen Be-
dingungen, so ist £y, = % und f = /.

II. Teil

Vage Konvergenz von Filtern linearer Funktionale

§ 5. Abstrakter Fall

5. 1. Im folgenden bezeichne ¥ wieder (vgl. 1. 1) ein System von
auf einer Menge /£ definierten, reellen Funktionen mit den Eigen-
schaften (1) bis (3). Dartiber hinaus fordern wir die Beschrinkt-
heit einer jeden Funktion ¢ & ¥ und die Griltigkeit der Bedingung
(6). Die Menge aller auf ¥ definierten, posz#zven, linearen Funktio-
nale heiBe 3. ().

Wir verschen 3 ({) mit der Topologie der punktweisen Konver-
genz und bezeichnen diese als vage 7opologie'®. Beziiglich dieser
ist 34 (¥) ein vollstindiger, uniformer Hausdorff-Raum. Die uni-
forme Struktur ist definiert durch die Familie der Quasi-Metriken

(29) 8y, ..., (I 1) = max |1 (g)=1"(g)], (', 1" € 34(1)).

Hierbei ist gy, .. ., g, ein System beliebiger, aber endlich vieler
Funktionen aus €.

1% Die Verwendung dieser aus der Theorie Radonscher MaBe stammenden
Bezeichnung im vorliegenden abstrakten Fall wird durch die formale Analogie
und vor allem durch den folgenden Satz 15 gerechtfertigt.
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Ein Filter @ in J.(¥) ist dann und nur dann vag konvergent
gegen ein Funktional /7, € 3.(¥), d. h. konvergent gegen 7 im
Raum J4(¥), wenn

(30) limg 7(g) = Zy(g)
ist fiir jede Funktion g & €.

Beispiel. Ist /¢ ein lokal kompakter Raum und ¢ = &(Z%),
so ist 3. (R(£)) die Menge M.(~) der positiven Radonschen
MaBe auf Z und die vage Topologie in M, (/%) gleich der ,,topo-
logie vague'* von N. Bourbaki [3].

5. 2. Die in § 1 eingefiihrten Begriffe gestatten es nun, die vage
Konvergenz wenigstens einer Folge in 3.(¥) auf das Konvergenz-
verhalten einer Folge von Mengenfunktionen zurlickzufihren,

Es sei namlich 7, /4, ..., 7, ..

aus 34 (¥). Nach 1. 3 ist jedem 7, ein vollstindiger Inhalt 4, |3,
»=o0,1, ..., zugeordnet. Es gilt

. eine Folge von Funktionalen

Satz 14. Notwendig und hinreichend fiir die vage Konver-
genz der Folge I, I, . . gegen 1y ist die Giiltighkeit der Gleichung

lim 1,(Q) = po(Q)

Jfiir jede Menge Q & 80 8y

5. 3. Zur Kennzeichnung der vagen Konvergenz eines Filters
@ in 34 (¥) reichen die den Funktionalen 7 & J.(¥) zugeordneten
Inhalte x | § im allgemeinen nicht aus. Unter zusitzlichen Vor-
aussetzungen tber ¢ koénnen aber Kriterien fiir die vage Kon-
vergenz von Filtern in 5.(¥) gewonnen werden, die den Kriterien
tber vage Konvergenz von Filtern Radonscher MaBe im folgen-
den Paragraphen entsprechen. Die Bereitstellung der hierfiir not-
wendigen Begriffsbildungen, welche zum Teil an A. D. Alexan-
droff [1] und E. Hewitt [10] anknlipfen, wiirde den Rahmen
der Darstellung Gberschreiten. Wir begnugen uns hier mit der
Zurlckfiihrung des Problems auf das im folgenden Paragraphen
behandelte.

5. 4. Hierzu fordern wir von £ noch zusdtzlick, dall die Be-
dingungen (16) und (17) von 4. 1 erfiillt sind. Dann existiert zu {
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und £ der lokal kompakte Raum £’ = £E§ des Satzes 10. Nach
§ 4 existiert zu jedem Funktional 7 & J4(Y) ein (eindeutig be-
stimmtes) Radonsches MaB ¢’ € M, (£") mit

(31) I(g) = [g'dd

fiir jede Funktion g € ¢ und deren stetige Fortsetzung ¢’ | £,
Ordnen wir jedem 7 & J34(¥) das so definierte Radonsche Maf3
o' & M(E") als Bild (/) zu, so gilt

Satz 15. Die Abbildung v ist eine Homdbomorphie des Rau-
mes 3+(%) auf den Rawm M (E').

Ein Filter @ in 34(¥) konvergiert hiernach vag gegen /7, € J:(%),
wenn und nur wenn der Bildfilter (@) in M (£") vag gegen
7(7,) konvergiert.

Bemerkung. Die in Satz 15 behauptete Homdomorphie be-
zieht sich nur auf die fopologische Struktur und im allgemeinen
nicht auf die wuniforme Struktur der Riume I (¥) und ML(E").

§ 6. Konkreter Fall

Vage Konvergenz von I'iltern Radonscher Mafle

6. 1. Es sei nun speziell £ ein lokal kompakter Raum, £ die
Menge 8(Z%) aller stetigen, reellen Funktionen f| Z mit kom-
paktem Triger und M (£) = J. (K(£)) die Menge der positi-
ven Radonschen MaBe auf £. Vage Konvergenz eines Filters
@ in M (E) gegen ein MaB g, © M. (F) ist gleichbedeutend mit
dem Bestehen der Gleichung

(32) limg [ fdo = [fde,
fir alle f € R(&).

6. 2. Es sei @ ein Filter in M, (£) und g, cin positives Radon-
sches Mal} auf Z. Dann gilt

Satz 16. Der Filter @ konvergiert dann und nur dann vag
gegen gy, wenn

limy 0(Q) = o, ()
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ist fiir jede py-quadrievbare, kompakte (oder jede oy-quadrierbare,
offene oder jede py-quadrierbare Borelsche) Menge Q.11
Ohne Heranzichung quadrierbarer Mengen gilt

Satz 17. Fiir die vage Konvergens des Filters @ gegen g ist
Jede der beiden folgenden Bedingungen notwendig und hinrei-
chend :

1. Fiir jede kompakie Menge K und jede beschrinkte, offene
Menge G ist

lim, g(K) < 0(K) und limg0(G) > 0o(G).

11. /st K eine kompakte und G eine beschrinkte, offene Menge
mit K G, so existieren zu jedem o0& M () eine kompakt:
Menge K, mit KS K, S G und eine offene Menge G, wmit
K G, S G derart, daff

limgo(Ky) = 0y(K) und limge(Gy) = 2o(G)
st.

Korollar. Notwendig und hinreichend fiir die vage Kownuver-
genz einer gerichteten Familie {0}, , von positiven Radonschen
Mafien gegen ein positives Radonsches Mafl p, ist folgende Be-
dingung:

Zu jeder kompakten Menge K und jeder beschrankten, offencn
Menge G mit K © G existieren eine durch [ fallend gerichiete
Familie {K},., von kompakten Mengen mit K & K, © G
fiir alle + = ] und eine durch [ steigend gerichtete Familic
{Glic) von offenen Mengen mit K © G, = G fir alle + €]
derart, daf

lim o,(K,) = (&) und lim ¢,(G,) = 0y(G)
teJ tef

7st.

11 Das aus Satz 16 insbesondere folgende Kriterium iiber die vage (schwache]
Konvergenz einer Folge positiver Radonscher MaBe in einem Aompakien
Raum £ (formuliert mit g,-quadrierbaren Borelschen Mengen) geht unseres
Wissens auf Chr. Pauc zuriick und ist in einem Brief vom 21. 2, 1955 an den
Verf. enthalten. Vgl. diesbeziiglich eine demniichst erscheinende Arbeit von
0. Haupt und Chr. Pauc. Fiir den #-dimensionalen, euklidischen Raum findet
sich das Kriterium in der genannten speziellen Form bei C. de la Vallée
Poussin [15].
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Es sei noch bemerkt, daB im Spezialfall einer Folge
{0.};_ 1.2, ... positiver Radonscher MaDe die im Korollar auf-
tretenden Mengen K; und G,, 7=1,2,..., noch der zusitz-
lichen Bedingung unterworfen werden kénnen, simtlich gg-qua-
drierbar zu sein.

Ist der Raum Z speziell kompakt, so ist jede der wie folgt ver-
einfachten Bedingungen I und II des Satzes 17 notwendig und
hinreichend fiir die vage (schwache) Konvergenz von @ gegen g,:

1*. Fiir jede abgeschlossene Menge K gilt limg0(K) < go(K);
ferner ist limg 0 (E) = gy (£).22

11*. Ist K eine abgeschlossene und G eine offene Menge mit
K C G, so existiert zu jedem o S M () eine abgeschlossene
Menge K, mit K CK,C G derart, daffi limg0(K,) = 0o (K)

isz.18

6.3. SchlieBlich fiihrt der Satz 14 des letzten Paragraphen im
jetzt vorliegenden Fall zum folgenden Satz:

Satz 18. Eine Folge oy, 0y, - .. positiver Radonscher Mafe auf
E konvergiert dann und wnur dann vag gegen ein positives
Radonsches Maf o, auf E, wenn fiir jede (oder jede kompakte
oder jede offene oder jede Borvelsche) Menge Q, welche p,-quadrier-
bar fiir v=o0,1, ... ist, gilt

lim 0,(0) = &,(0)-
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