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Dyaden in der Theorie der Flichenabbildungen
Von Frank Lébell in Miinchen

Vorgelegt am 8. Oktober 1954

Kurzlich wurden in diesen Sitzungsberichten?® alle Fille ange-
geben, in denen die drei ,,Grundformen‘’ ecines Fliachenpaares
t(n,v) 2 v (%, v), d. h. die quadratischen Differentialformen

dr?, dy?, drdy,

linear abhéngig sind, und es wurde dieses Verhalten geometrisch
gedeutet. Bald danach wurden Beziehungen mitgeteilt,? in denen
die soeben genannten oder mit ihnen nahe verwandte Formen
ganz allgemein zu einer hinzugenommenen vierten Form stehen;
speziell ist hierbei an die Form

cdrdy

gedacht, wo ¢ den Einheitsvektor der positiven Normalen der
Fliche t bedeutet. Es wurde dabei nicht haltgemacht bei For-
men mit skalaren Koeffizienten, die bei den Grundformen die
Fundamentalgrofen 1. O. der Flichen ¢ und v und des Flichen-
paares ¥ 22 v, bei anderen Formen aus den Fundamentalgréfen
gebildete Funktionen sind, sondern es wurden auch Formen mit
vektoriellen Koeffizienten betrachtet.

1. Bei der weiteren Beschiftigung mit diesem Gegenstand stellte
sich nun heraus, dal} ein Zusammenhang mit Dyaden oder Affi-
noren besteht, durch welche die durch die Fliachenabbildung
I —Y in jedem Paar entsprechender Bertihrebenen e (z,v) —¢' (x,v)
induzierte Affinitat ausgedriickt werden kann. Einen Hinweis hier-
auf enthielt nicht nur der Schlul} der zweiten der obenerwihnten
Noten, sondern eine schon vor mehreren Jahren veréffentlichte
Arbeit® tiber das Vektorpolynom

! Diese Sitz.-Ber. (1954) S. 135 ff.
* Diese Sitz.-Ber. (1954) S. 149 ff.
Minchen Ak. Sb. 1954 23*
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}\2'1’1_}‘.1+j2; (1)

wo
I = Ly X Ly fs = Y X Dy I = Tu X9y —1L, XY, (1 a)

die vektoriellen Differentialinvarianten der Abbildung 1 -—y
sind, neben die noch die skalare Differentialinvariante

J = Ty — LoV (1b)

tritt,? die, wenn ;{51 == 0 ist, durch die drei vektoriellen Invari-
anten eindeutig bestimmt ist.5
Fir den Fall, dal3 die beiden einander zugeordneten Berii/ir-
ebenen € und €’ der Flichen 1 und v paralle! sind, wurde niam-
lich damals die nachstehende Identitit angegeben,® die der Affi-
nor A erflillt, der die Affinitat zwischen den Ebenen € und ¢’ aus-
driickt: _
frr A2—j - Adf- 1 =o0;
hier bedeutet | die identische Transformation der Ebene g, die
durch eine die Beriithrpunkte ineinander iiberfithrende Trans-
lation mit der Ebene ¢’ zur Deckung gebracht zu denken ist.
Multipliziert man die linke Seite dieser Gleichung von links
skalar mit {;, so geht sie in die folgende iiber:

‘A2—I’11"A+I'11'2' =0

-1

i
oder _
Ao/ - A+K-| =o0, (2)

wenn mit 2/ und X die GroBen j,1:13 und 1,1, :13 bezeichnet
werden, die, wie schon bei fritheren Gelegenheiten festgestellt
wurde,? als Verallgemeinerungen der doppelten miztleren Kriim-
mung und des Kriimmungsmafes einer Fliche anzusehen sind.

Wenn der Affinor A ein symmetrischer Tensor ist, d. h. die ihn
darstellende Dyade A gleich ihrer konjugierten A oder das

3 Sitz.- Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. KI., 1946 S. 175 ff.

4 Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S. 217 ff.

5 Is besteht nimlich eine Syzygie, die in der in * angegebenen Arbeit auf
S. 222 bewiesen ist.

8 In der in ? genannten Note auf S. 183.

7 Zum ersten Male in den Sitz.-Ber. d. Bayer, Ak. d. Wiss., Math.-nat. Kl
1947 S. 23.
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skalare Produkt von A mit jedem Vektor kommutativ ist, so
folgt hieraus, weil dann der Bedeutung von A entsprechend

Ady = drA = dy (3)

ist, durch links- und rechtsseitige skalare Multiplikation der linken
Seite der Gleichung mit Z¢ ein schon frither gewonnenes Ergebnis::

dy2—2H - -dgdy + K - dx? = o. (")

Der bekannteste Fall, in dem A = A gilt, ist der der GauBschen
Abbildung einer Fldche ¢ auf die Einheitskugel v = ¢ durch
parallele Normalen.?

Die Beziehung (2") 146t sich aber, wie wir wissen, fiir den Fall,
dall A wicht symmetrisch ist, verallgemeinern; es tritt dann auf
der linken Seite noch das Glied /- ¢dy &y hinzu, wo J = j:¢f;
ist.¥ Kann vielleicht auch die Geltung der Beziehung (2) in die-
sem Sinn erweitert werden ? Wenn A == A ist, [40t sich aber Zy?
nicht durch Multiplikation von A2 mit & von links und von
rechts gewinnen; es miiBBte an Stelle von A? allgemein A A stehen,
denn dann wiirde man, weil Adr = &z A ist, einen Term

dtAAdr = dy?

bekommen. Um das Produkt ¢drdy = — dx (¢ X dy) auf
analoge Weise zu erhalten, multen wir in (2) noch einen
Summanden haben, der die aus A durch linksseitige vektorielle
Multiplikation mit ¢ entstandene Dyade ¢ X A, die kurz mit A*
bezeichnet werde, enthilt; denn es ist A* dr = ¢ X dJy, also
dy A¥dy =dy ¢ dy.

Wenn wir, durch solche Uberlegungen angeregt, den Ausdruck

AA—2H A+ K-1— 7] A*

ausrechnen, finden wir in der Tat, dall er — unter der Voraus-
setzung f; X j, = o — verschwindet.

8 Vgl. die in ! angefithrte Note S. 137. Der Affinor A hiingt in diesem
Sonderfall mit dem Tensor I' zusammen, der in einer im Jahresbericht der
Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 39 (1929) verdffentlichten Arbeit
des Verfassers iiber Flichentheorie auf kinematischer Grundlage auf S. 179
eingefithrt wurde, und zwar vermoge der Bezichung

A=—cxTxec.
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2. Wir konnen aber auch ein allgemeiner giiltiges Ergebnis
erzielen. Alles bisher Gesagte galt ja unter der Annahme, daf
die beiden Fliachen r und v in entsprechenden Punkten parallele
Beriihrebenen haben; daB3 daraus immer folgt, daf3 auch § zu j;
und {, parallel ist, wurde frither schon festgestellt und ist zudem
unmittelbar aus der Komplanaritit von t,, I,, v,, v, zu erschen,

Weiterhin sei also i1 X 1, == O vorausgesetzt.

Dyaden, die die zwischen den einander zugeordneten Beriihr-
cbenen ¢ und ¢’ bestehende Affinitit vermitteln, kénnen wir nun
auf verschiedene Arten herstellen.

Eine besonders einfache Dyade solcher Art erhalten wir da-
durch, dal} wir in ¢ ein Paar senkrechter Einheitsvektoren wih-
len und diese als Rechtsfaktoren zweier dyadischer Produkte an-
nehmen, als deren Linksfaktoren die ihnen je durch die Affinitit
e — ¢ zugewiesenen Vektoren in € zu nehmen sind, und dal}
wir dann die Summe dieser Produkte bilden. Entscheiden wir
uns fiir die Einheitsvektoren f, und f, der Hawuptrifirichtungen
in ¢ als Rechtsfaktoren und die ihnen entsprechenden Vektoren
f, und f, in ¢’ als Linksfaktoren, so wird diese Dyade

A=ffi+ffa @

Die Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung rechtfertigt sich
damit, daB diese Dyade im Falle paralleler Ebenen ¢ und &’ un-
mittelbar in die im Abschnitt 1 betrachtete Dyade A iibergeht.”
Als Summe von nur zwei dyadischen Produkten ist die neuc
Dyade A ausgeartet; dies ist auch daran zu erkennen, dal sich

At = o0

ergibt. Da nun in der Tat Af, = f, und Af, = f; ist, wird ganz
allgemein

Ady = dy;

denn es kann ja mit einem geeigneten Winkel y stets dr/ds
= f, cos 7 + fysin ¥ gesetzt werden, und es wird dann der ent-
sprechende Vektor dy/ds = f, cos z -+ f; sin 7.

¢ In diesem Sinn wurde diec Dyade A schon in der in 4 genannten Arbeit
erwihnt.
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Wie wir wissen, ist aberl®
fi = mf+afs+ne, f=— 72T+ 75 fy + e, (s)
wo ny und ny die Hauptrifimafstibe, ¢, und ¢, die Querrifs-
mafistdbe und v, und vy, die Normalrifimafstibe, d.h., da
f, und f, Einheitsvektoren sind, die GréBen der Normalkom-
ponenten von f; und f, beziiglich der Fliche 1 bedeuten, und

es giltt gy = gy = — 7.

Hiernach wird N

4"
A=fy - f + 75fy o —qafy - fa + g1fe  f1+ ¢ ("flfl + vof o).

- . . \ . . _ - __ ’
Nun efgﬂ)t sich aus (1a), wenn man g, = fy, 1, = fs, v, = f;,
v, = fy setzt, wegen? 7y - n, = 2/

Y1f1— Yo fa, ©6)

ferner, weil j; = f; X f, der Einheitsvektor ¢ ist, I = {:¢f; = i;
wir koénnen daher v,f; < vofs durch 2 /¢ — 3 ersetzen und
finden

A =nf - fi "f‘”zfz'fz+{<f1’fz_fz'f1)+C'<2HC_S>:
ferner

R=mbvfitmfefo— L (hofo—fo f) + G He—3) ¢,

] =2MH¢

folglich durch einfaches Ausrechnen
RA = (ot 4 Z) oo+ (8 + L) o ot
+ L) (e fy 4 fy 1) + (2B e —3) - (2 He—3).
SchlieBlich erhalten wir wegen ¢ X f; = f, und ¢ X f, = —f,

A* = i (f1-f1 + o fo) —nafyfo +20f2 fy-

10 Siche die in ? angefiihrte Note S. 155 oben und die iltere Arbeit, auf die
dort auf S. 150 in Fufinote 3 hingewiesen wurde.

1 Die Ubereinstimmung der QuerrimaBstibe fiir zwei zueinander senk-
rechte Tangentenrichtungen der Fliche ¢ kennzeichnet diese Richtungen als
HauptriBrichtungen in g fiir die Abbildung £ —> ¥; vgl. Sitz.-Ber. d. Bayer.
Ak. d. Wiss., Math.-nat. K1., 1947 S. 22.
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Multiplizieren wir A mit —2 A = —n; —n,, A*¥ mit —/,
addieren zu den so gewonnenen Produkten die Dyaden AA und
K -1, wobei wir hier den Idemfaktor in der Form

I=fi-fi+forfatcec

— naturgemiB anders als in der Beziechung (2) — annehmen, und
2
berlicksichtigen wir,” daBl K = 2 ny + ¢,9, = #1925 + {1— und

¢ = fy:¢f; = J; ist, so finden wir
AA— 2 A—J A*+ K. =3.3—2H3.3,+K3,-3,. (7

In dieser Gleichung kénnen wir tatsichlich eine Verallgemeine-
rung der obenerwihnten, frither bewiesenen Beziehung!? erblik-
ken; denn wenn wir ihre beiden Seiten von links und von rechts
je mit &t skalar multiplizieren, nimmt die rechte Seite wegen!®
3:dr =0 und 34y = —3,dy = — yds mit ds* = dx? den
Wert

v2d?
an, wahrend die linke Seite

dy? —2H -dydy+K-dy2 — J-cdrdy =
=dy:— 3,3 drdy + 3,3, drP— /- J1dydy

wird.

Fragen wir uns noch, was aus (7) wird, wenn wir nun doch,
entgegen unserer Voraussetzung, j; X j, = 0 annehmen! Da
nach (6) dann I = 2/7¢, ferner vy, = v, = o wird, so erhalten

wir auf der rechten Seite von (7) in diesem Fall K¢ -¢. Dal} sich
nicht wie am SchluB3 von Abschnitt 1 Null ergibt, liegt daran, dal}
wir hier den Idemfaktor | nicht gleich f;-f; -+ fo* fs annehmen
konnten, wie wir es dort entsprechend der Tatsache, dal} die
Wirkung des Affinors A auf eine Ebene beschrinkt war, zu
tun gendtigt waren, so dal3 dort auf der linken Seite gerade das
Glied K¢ - ¢ fehlen muBte. Es ist also in der Ordnung, daB dieses
Glied jetzt auf der rechten Seite auftritt.

12 Vgl. die in 2 genannte Note S. 153 (14) in Verbindung mit der Be-
ziehung (¢ X dy)? = dy? — (cdv)? = dy? — y2d s>

13 Vgl. die in 2 angefithrte Note S. 151 und die dort in FuBnote 5 zitierte
iltere Arbeit.
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Als befriedigender wird man es freilich empfinden — wir
kehren jetzt wieder zu der Annahme {; X {, == 0 zuriick —, wenn
es gelingt, die Affinitit e — ¢’ als Bestandteil einer nicht aus-
gearteten raumlichen Affinitit durch eine Dyade vom Rang 3 dar-
zustellen. Das ist aber leicht zu erreichen: Die Dyade

D = A+32'317 (8>

die auf die Ebene € wegen 3, 4t = o wie A allein wirkt und dem
Normalvektor §; = ¢ von ¢ den Normalvektor I, von y zuordnet,
kann, sofern die Abbildung r — 9 reguldr ist, niemals singulidr
werden, weils stets J; == 0 aus der Ebene € und J, == 0 aus der
Ebene ¢’ herausweist. Es bietet keine Schwierigkeit, durch Ein-
setzen von A = ® —75,-3F; in (7) die Gleichung abzuleiten,
der ®@ genligt und aus der durch Multiplikation mit Zt von bei-
den Seiten ebenfalls die oben besprochene Bezichung zwischen
den Grundformen des Fliachenpaares entsteht.

Durchfiihren wollen wir aber diesen Gedanken hier mit dem
Affinor B, der £ in ¢’ und den Vektor ¢ in den Vektor — 2 H¢
transformiert. Freilich missen wir bei ihm die Moglichkeit in
Kauf nehmen, dal} er entartet; er tut das entweder, wenn / ver-
schwindet, oder wenn die Normale ¢ = I, von ¢ in ¢’ fillt, d. h.
wenn 3,3, = K = o ist, womit im Einklang steht, daf} seine
skalare Invariante — d. i. das duBere Produkt der drei Linksfak-
toren, wenn die Rechtsfaktoren wie hier ein rechtshindiges ortho-
gonales Tripel von Einheitsvektoren bilden — den Wert —2 AKX
besitzt, wie man mit Hilfe von (5) leicht verifizieren kann. B driickt
sich durch A folgendermafllen aus:

B=A—2Hc¢-c. (9)

/

Da hiernach

A=B+2Hc ¢
und

A=B-L2Hc ¢
ist, wird

AA=BB+2//c-e¢B+2HBe c-y4H2c ¢
es ist aber gemif (6)

Be =B = ¢cA—2Hce = yif; +vofa—2He=—35,

i
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folglich
AA =BB—2Hc¢ 3—2HI c4+4H%cc.

Weil ferner
ist, finden wir:

AA—2HA— JA* =
BB—2H ¢ §—2H3 c+ygHc-c—2/HB—4H?c ¢ — JB¥,

mithin wird vermoge (7)
BB—2/4B-—/B*+ Kl =33 4+2H3,"I+K3,-3;. (10)

Skalare Multiplikation mit #1 von beiden Seiten fiihrt auch

hier zu der frither schon aufgestellten Bezichung, von der ohen
die Rede war.1?

3. Es liegt nahe, nun auch noch nach der Cayley-Hamilton-
schen Gleichung fur die verschiedenen besprochenen Affinititen
zu fragen.’* Da man zu ihrer Aufstellung am besten von der
charakteristischen Gleichung der betrachteten Affinitit ausgeht
und man diese am leichtesten findet, wenn man thre Fixrichtun-
gen kennt, so tut man gut, zunichst wieder den Sonderfall zu be-
handeln, in dem die Ebenen ¢ und &’ parallel sind, auBlerdem
aber sich den Affinor B vorzunehmen, der als aus der Ebene
= = ¢’ herausweisende Fixrichtung die von vornherein bekannte
Richtung ¢ besitzt. Setzen wir weiter flir den Augenblick voraus,
daB in ¢ zwei verschiedene reelle Fixrichtungen existieren, und
bezeichnen wir diese mit r, und g, so wird die charakteristische
Gleichung bekanntlich:

(9, —21L,) (0,—2r,) (—2Hc—xre) = 0.

Die Berechnung dieses dreifachen Produktes wird am einfach-
sten vor sich gehen, wenn wir zunichst das Vektorprodukt

(Du —X Iu) X (vu —x Jn,)

1 Vgl. hierzu den SchluB der in ® genannten Note.
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hestimmen; es wird gleich dem Vektor?
Wy X Ty — A (B X Py X 9y) + 9y X 9y = 22f, —2f + fa.

Multiplizieren wir ihn skalar mit ¢ oder j;, so werden die Koeffi-
zienten 13, —111, 11js, also proportional den Zahlen? 1, —2 /7, K.
Die charakteristische Gleichung wird somit

0WE—2fN+K) (n+2H) =o0. (11)

Dies gibt uns AnlaBl, zunidchst die Dyaden B + 241 und
B2— 2/ B+ K1 zu ermitteln, und zwar wollen wir das ohne
die soeben gemachte Einschrinkung tun, vielmehr unter der
allgemeinen Voraussetzung, dal} j; X j, == 0 sein darf, so daB
auch die Annahme zweier verschiedener Fixrichtungen in ¢
hinfallig wird:

Nach (4) und (9) ist

B=ffi+f-fo—2icc,
folglich
B+ 2/l = (f| +2Hf) - fi 4 (fa + 2H7,) - fa;

wir sechen, dal die Dyade B + 2/7| ausgeartet ist, wie es sein
mul, und als Rechtsfaktoren nur die Vektoren f; und f, enthilt,
Ferner erhalten wir, wenn wir berlicksichtigen, dal3 nach (5)

fllfl = 721’ f;fz = 722: ﬁf2 = 91, f;fl — —gg,
fie =1y, fe=r,
ist,
B2 = (n, fi -+ Ylfé —2Hy, C) : fl +<_ 92 f{ + 773% —2H-,f2c) . fz

+4H?c-c,
folglich, da ja 2 4 = ny -+ n, ist,
B2 — 2B = (—nyf, -+ g1 fo— 2,0 f, +
+ (—gofr—mfo—2Hvy0) - fo + 8H%c-c

nun ergibt sich, ebenfalls aus (5),

F1Y2)
_ ‘72f1l-‘721f~_; = — (mn, 4+ q1q2) o — (g271 + 121 72) €.

- ”21:1’ + 71% = — (mny + q192) f— (514



344 Frank Lébell
Demnach kommen, da K = »,#, 4 ¢, ¢, ist, in der Dyade
B2—2/HB+ A1

f, und f,, wie zu erwarten, liberhaupt nicht mehr als Linksfak-
toren vor, sondern nur noch ¢.

Daher wird

(B +2/1) (B2—2/B+KI) =0
oder
B + (K —4H? B+2KH | = o. (12)

Dies ist die Cayley-Hamiltonsche Gleichung der durch die
Dyade B dargestellten Affinitdt, die wir uns aufzustellen vor-
nahmen.

Aus ihr kénnen wir auf die oben dargelegte Weise die entspre-
chende Gleichung fiir eine beliebige andere Affinitit ableiten,
die auf die Bertihrebene e dieselbe Wirkung austibt wie B, dem
Normalvektor ¢ aber einen beliebig vorschreibbaren Vektor zu-
ordnet.

Zum SchluB sei der Vollstindigkeit zuliebe noch bemerkt:
Die Beziehung (12) 148t sich, allerdings auf Kosten groferer
Rechenarbeit, natiirlich auch dadurch gewinnen, dal3 die beiden
tiber der Zeile (12) in Klammern stehenden Ausdricke in umge-
kehrter Reihenfolge skalar multipliziert werden; es sei deshalb
das dyadische Produkt, in das die dreigliedrige Dyadensumme
nach den oben gegebenen Hinweisen umgeformt werden kann,
explizit mitgeteilt:

B2—2HB+KI =
= o ((~vi@H +n) Fveqr)f1— (r2 @H +m1) + v1¢0) fo +

+ BH*+K) ).

Die Richtigkeit der Gleichung (12) kann man durch eine

freilich etwas mithsame Rechnung auch unmittelbar verifizieren;

zu ihrer Vorbereitung sei, unter Beriicksichtigung von (6), B noch
auf die folgende Form gebracht:

B = snyfy fy 4+ 72fs - o +4(f1'f2—‘f2'f1>_c'3‘-
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Fiir den Fall, dal3 B nicht ausgeartet ist, besteht die Moglich-
keit, sich die Arbeit dadurch zu erleichtern, daB3 man die mit B!
multiplizierte Bezichung (12) auf ihre Giiltigkeit priift. Es ist
aber, wie leicht nachzurechnen,

2 HKB™ = 2H (nyfy - f1 + mafo fo - {’ (Fr-fa—fa-fo) — ¢+ 3g;
dabei ist zu bedenken, daB3 nach (1a) und (35)

Sy = Ke—(y172 + 12{) fi— (11 7 + ya71) fo

2

ist, wie man auf einem Weg, der dem zu (6) fithrenden dhnlich
ist, inden kann.



