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Differentialgeometrische Eigenschaften 

der Integralflächen linearer partieller Differential- 

gleichungen zweiter Ordnung 

Von Robert Sauer in München 

Vorgelegt am 8. Oktober 1954 

Mit  2 Abbildungen 

Die vorliegende Untersuchung bezieht sich auf die lineare 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche die gesuch- 

te Funktion f(x,y) nicht explizit enthält, also 

a-fxx + 2 ß/vy + yfw + Pfx + afy = °- 

Die Koeffizienten sind Funktionen der unabhängigen Veränder- 
lichen x,y und sollen ebenso wie die gesuchte Funktion f(x,y) 
die jeweils erforderlichen Stetigkeits- und Differenzierbarkeits- 

voraussetzungen erfüllen. Durch reelle Koordinatentransforma- 
tion läßt sich stets erreichen, daß die Koeffizienten p und a 

verschwinden, daß also die Differentialgleichung die speziellere 
Form 

(0 L{fl  = a (x y)fxx + 2 b (x, y)/xy + c(x, ÿ)fyy = o 

annimmt. Diese Form legen wir der weiteren Betrachtung zu- 
grunde. Wir werden die Integralflächen der Differentialgleichung 
(1) durch gewisse differentialgeometrische Eigenschaften kenn- 
zeichnen und hierauf zeigen, daß man aus den Lösungen einer 

Differentialgleichung (1) durch gewisse lineare Transformatio- 
nen sofort die Lösungen aller „projektiv-verwandten“ Differen- 

tialgleichungen erhält. 
Wir setzen fortan 

(2) D = fxx fyy —fxy =|= o und ac — b2 4= o 

voraus, beschränken uns also einerseits auf nicht abwickelbare 

Integralflächen und andrerseits auf Bereiche der x, jy-Ebene, in 
denen die Differentialgleichung entweder vom hyperbolischen 
(cic — b2 <j o) oder vom elliptischen Typus (ac— b2 > o) ist. 
München Ak. Sb. 1954 
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Ein kurzer Vorbericht über die Ergebnisse der vorliegenden 

Untersuchung wurde beim Internationalen Mathematikerkon- 

greß in Amsterdam gegeben.1 

1. Kennzeichnung der Integralflächen im hyperbolischen 

Bereich (ac — b2 % < 0) 

Im hyperbolischen Bereich der ;t, y-Ebene (ac — b2 < o) ist 
D o, es gibt positiv und negativ gekrümmte Integralflächen. 
Durch 
(3) ady2— 2 bdy dx + cdx2 = o 

sind zwei Scharen reeller Kurven (Charakteristiken) bestimmt, 

welche ein Kurvennetz erzeugen. Seien und die Steigun- 

gen der Charakteristiken der ersten bzw. zweiten Schar, so folgt 

aus Gl. (1) und den beiden Gleichungen 

(4) ady\—• 2bdyk dxk + cdx\ =0 (k — 1,2) 

wegen dyx dxn — t/y2 dxx =f= o sofort 

(5) fxx dxl dx'l + fxxj (dxl dy2 + dx2 dVl) + fyy ddl dVz = °- 

Auch umgekehrt haben die Gin. (4) und (5) die Gleichung (1) 
zur Folge. 

Satz I  : Im hyperbolischen Bereich sind die Integralflächen der 

Differentialgleichung ( 1) dadurch gekennzeichnet., daß 
das durch Gl. (3) ein für allemal festgelegte Charakte- 

ristikennetz in der x, y-Ebene Grundriß eines konjugier- 
ten Kurvennetzes einer jeden hitegralfläche ist. 

Das Integrationsproblem der Differentialgleichung (1) kann 

also folgendermaßen geometrisch formuliert werden : Es sind die- 
jenigen Flächen im x, y,/-Raum zu ermitteln, welche über einem 
vorgegebenen Kurvennetz der ;r, y-Ebene als Grundriß ein kon- 

jugiertes Kurvennetz enthalten. 
Diese differentialgeometrische Aufgabe läßt sich durch folgen- 

de differenzengeometrische Aufgabe verdeutlichen: In der x, y- 

1 Proc. Intern. Congr. of Math. 1954, Amsterdam, Bd. II S. 252-253. 
Vgl. auch Berichte des 1. Colloque sur les équations aux dérivées partielles, 
Louvain 1953, S. 119-126. 
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Ebene sei ein aus 2 Polygonscharen erzeugtes Vierecksnetz vor- 
gegeben. Gesucht sind im x, y, /-Raum diejenigen Polyeder, 

welche als Seitenflächen ebene Vierecke und als Grundriß in der 

x, y-Ebene das vorgegebene Vierecksnetz haben. Ein solches Po- 

lyeder ist festgelegt, wenn man entweder (a) zwei aufeinander- 

folgende Randpolygone oder (b) einen diagonalen Streckenzug 
kennt (Abb. 1). Fall (a) entspricht dem charakteristischen, Fall 
(b) dem nicht-charakteristischen Anfangswertproblem der Diffe- 

rentialgleichung (1). 
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2. Kennzeichnung der Integralflächen im elliptischen 

Bereich (ac — b2ß> 0) 

Im elliptischen Bereich der ;r, y-Ebene (ac—% � b2 o) ist stets 
D <C o, alle Integralflächen sind negativ gekrümmt. Denn durch 

eine Affinität  

x = Tn * + Y12 y, ÿ = Y2i x + y22 J (Yu T22 — Y12 Y21 =t= 0) 

läßt sich Gl. (1) lokal stets in 

äf xx fi/y  y Q 

überführen und aus 

äc = (ac — b2') (Yu Y22 — Y12 Y21)2 > 0 

folgt dann 

Durch 

f xx f y y f xy — fxx/yy "A O. 

(6) adyx dy2 — b (<dxxdy2 -j- dx2dyß -f- cdxx dx2 = o 

ist in jedem Punkt „r,  _y eine elliptische Geradeninvolution (charak- 

teristische Involution) bestimmt. Die beiden Scharen der Asym- 
ptotenlinien einer Integralfläche genügen in der x, y-Projektion 
den Gleichungen 

7) /xx dxk + 2fxy dxh d-y-h +f yy dy\ =0 (k= 1,2). 

Aus diesen beiden Gleichungen und Gl. (l) folgt wegen 

dyxdx2— dy2dx1 =j= o sofort Gl. (6), und umgekehrt haben die 

Gl. (7) und (6) die Gleichung (1) zur Folge. 

Satz II:  Im elliptischen Bereich sind die (— stets negativ ge- 

krümmten -) Integralflächen der Differentialgleichung 
(1) dadurch gekennzeichnet, daß die Grundrisse ihrer 
Asymptotenliniennetze der charakteristischen Involu- 

tion (6) genügen. 
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3. Legendre-Transformation 

Neben dem Raum x,y,/-Raum R (homogene Punktkoordinaten 

xv x%, x3, xA und homogene Ebenenkoordinaten u2, u3t zr4) 
betrachten wir auch einen vj, cp-Raum P (homogene Punkt- 

koordinaten i-j, £2, £3, und homogene Ebenenkoordinaten 

Wj, co2, e>3, co4). Wir bilden die Räume R und P dual-projektiv 
aufeinander ab, nämlich durch die Legendre-Transformation 

^ «1 : «2 : «3 : 
ui = %  (— h) %  (—£3). 

CO 4 . 0)2 % � W3 . C04 
== X-y . -T2 * ( • (— % ̂ '3)* 

Entsprechende Elemente stehen dann in der Beziehung von Pol 
und Polarebene am elliptischen Paraboloid 

x\-\-x\—^2.r3.r4 = o, d. h. .r2-f-y2 = 2 f. 

Diese Transformation verwandelt eine Fläche / = fix,  y) des 
Raumes R in eine Fläche 9 = 9 (2, vj) des Raumes P, wobei die 
bekannten Beziehungen 

£=/*. 
rl=fy> X = Çç> y = <P„, /+<p = ^?+yV) 

bestehen. Ist fix,  y) Lösung der linearen Differentialgleichung 

(1), so ist 9 (£, vj) Lösung der quasilinearen Differentialgleichung 

(9) *(?!;» Çr,)?!" � — 2^(?ç.<PT,)9çn + *( <Pç>'P,1)
(P« = 0 

und umgekehrt. 

Satz III  : Die Integralflächen der Differentialgleichungen ( 1) und 

(g) sind zueinander dual-projektiv. Den konjugierten 

Kurvennetzen und den Asymptotenliniennetzen ent- 
sprechen also jeweils ebensolche Netze. 

Bemerkenswert ist die Zuordnung der Grundrisse der einander 
entsprechenden Integralflächen in der x,y-Ebene und der i;, rj-  
Ebene: Wegen 

dl = fxx dx + fxv dy> drl=  fxy d*+f Uv
dy 




