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Neuer Beweis zweier Sitze von Zariski
ither die Multiplizitat einer Losung von k Gleichungen
mit k& Unbekannten

Von Oskar Perron in Miinchen

Vorgelegt am 2. Juli 1954

§ 1. Falsche und richtige Sitze

In der Eliminationstheorie lassen sich allerhand Séatze formu-
lieren, die so trivial und selbstverstindlich anmuten, dal} man
cinen Beweis gern flr liberflissig hélt. Diese Sitze zerfallen in
drei Klassen: erstens solche, die falsch sind, zweitens solche, die
richtig und auch unschwer zu beweisen sind, drittens solche, die
richtig sind, aber einem einwandfreien Beweis ganz unerwartet
grolle Schwierigkeiten in den Weg legen.

Zur ersten Klasse gehort ctwa das folgende Beispiel: Aus den
vier Gleichungen

/ o2 2 L 2 p
A) Xy = @1+ P13, X2 = P1 — P1P3, Y3 = P2, X4 = P102

lassen sich die drei Parameter p, Im Handumdrehen eliminieren,
und es ergibt sich

(B) (x) + xp)a3 = in-

Daher wird man es gern fiir selbstverstindlich halten, da3 durch
die Gleichungen (A) die Flache (B), cin Kegel, in Parameterform
dargestellt wird. Aber das stimmt nicht, in Wahrheit wird blo3
cin Teil dieses Kegels dargestellt; es fehlt ihm nidmlich die ganze
Mantellinie , + x, = 0, x; = o mit Ausnahme des cinen Punk-
tes 0, 0, 1, o,

Ein zweites Beispiel: Sind gy, ps, #3, p4 vier Linearformen von
P1» P2, 03, So folgt aus den vier Gleichungen

(©) Xy = Prdey X = Pifs, X = PaPas X4 = Pt

13* Miinchen Ak. Sb. 1954
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sofort die Identitit

(D) Xy Xy — XAy == O.

Man wird es also wieder flir selbstverstandlich halten, daf3 durch
die Gleichungen (C) die Fliache zweiter Ordnung (D) dargestellt
wird. Aber das stimmt nicht. Je nach der Beschaffenheit der p,
kann es nimlich auch sein, daB3 durch (C) nur ein Teil der Flache
(D) erfaBBt wird, etwa ein auf ihr gelegener Kegelschnitt oder eine
Gerade oder auch nur ein einzelner Punkt. Die genaue Diskus-
sion dieser verschiedenen Moglichkeiten ist zwar nicht schwer,
erfordert aber doch einige Aufmerksamkeit.!

Als Beispiel fiir die zweite Klasse mag der Satz gelten: Wenn
die beiden Gleichungssysteme

olxy, ..., 1) =0, flx,...,1)=0 (v=12,3,..., k&),

N7 e o % 4 _ _

Ulxg, .., x) =0, fila, ..., 1) =0 (v=12,3,..., &
je endlich viele Losungen haben und wenn 2y = £, ..., x, = £,
etwa eine »-fache Losung des ersten und eine s-fache Lasung des

zweiten Systems ist, so hat das System
1) N
o Y =0, fi=0 (=23, ..,4

diese Loésung (» +- s)-fach. In der Tat folgt das unmittelbar aus
der Definition des Multiplizitidtsbegriffes und dem Produktsatz
fiir Resultanten.

Zur dritten Klasse gehort der folgende

Satz 1. Weunn das Gleichungssystem
IH,J
(1> [‘/E Zf;;).(IIY""‘T/J:O'
w=r,
1< r, <o, (v =1,2,...,4),

wobet jedes f,, homogen vom Grad w oder gleich o ist, nur endlich
viele Losungen hat, so ist die Multiplizitdt der Losung x, = 0.

1 Weitere Beispiele dieser Art und die richtigen Sitze, die durch sie illu-
striert werden (aber nicht die falschen Sitze, die durch sie widerlegt werden),
findet man in meiner Arbeit: Einige Bemerkungen iber rationale Flichen.
Mathematische Zeitschrift 48, S. 467-496 (1942).
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.., x, = O mindestens gleich dem Produkt N = ry7vy ... 7. Wenn
die Koeffizienten der f,, Unbestimmte iiber dem Korper der kom-
plexen Zahlen sind, so gibt es nur endlich viele Lisungen und die
Multiplizitit der Lisung x, = 0, . . ., x,= 0 ist genau gleich N.2

Wohl niemand, der vom Multiplizititsbegriff auch nur eine
vage Vorstellung hat, wird die Wahrheit dieses Satzes bezweifeln.
Aber der Satz ist nicht selbstverstindlich und ein Beweis nicht
aus dem Armel zu schiitteln. Einen ersten, recht tief schiirfenden
BeweishatHerrZariskiim Jahr 1937 eérbracht.? Ein zweiter davon
wesentlich verschiedener Beweis soll im folgenden mitgeteilt
werden.

§ 2. Der neue Beweis von Satz 1

I. Die £, seien zunichst vollstindige Polynome vom Grad 2,
mit Unbestimmten Uber dem Koérper der komplexen Zahlen als
Koeffizienten:

my
(2) Flay, ...,x) = 2 fou(@, -0, 1) v=1,2,...,4),
w=0

wo f,, homogen vom Grad p. Wir setzen
Y —
(3) mynty ..y, = M

und nehmen noch ein linearecs Polynom
(4) Fog = axy + A a8 4 G

mit weiteren Unbestimmten als Koeffizienten dazu; sein Grad
w4 ist gleich 1.
Zwischen den £ -+ 1 Polynomen £, besteht eine Abhingigkeit
der Gestalt
2 Dql...th]qul‘ Bk =0

() @iy
(rygy + 0+ g + g = M),

* Im Fall unendlich vieler Losungen sprechen wir nicht von der Multiplizi-
tit einer Einzelldsung, weil es dann fiir den Multiplizititsbegriff keine alle
Fille umfassende und allgemein akzepticrte Definition gibt.

3 0. Zariski, Generalized weight properties of the resultant of # -+ 1 poly-
nomials in # indeterminates. Transactions of the American Mathematical So-
ciety 41, S. 249-265 (1937).
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Dabei sind die Dyq,...q,¢ Polynome der Koeffizienten der Z,. Ins-
besondere Dy. .., ist gleich der Resultante

T T

<6> Do,,,oo:R(

und ist in bezug auf die Koeffizienten von &, homogen vom Grad
M
m,
nehmen darf, daf} sie in bezug auf die Koeffizienten von Z, ho-

mogen ist,? ergibt sich dann, daB Dy...¢q¢ in bezug auf diese

. Da man die Abhéangigkeit (5) trivialer Weise natiirlich so an-

- . M . .
Koeffizienten homogen vom Grad >~ — g, ist (mit ¢, = ¢), also
v

insbesondere in bezug auf die ¢, vom Grad # — ¢. Die Abhin-
gigkeit (5) und insbesondere die Resultante (6) sind durch diese
Eigenschaften bis auf einen unwesentlichen (d. h. von den Koef-
fizienten der /&, unabhingigen) Faktor eindeutig bestimmt.5 Be-
trachten wir Dq,...q, ¢ speziell als Polynom von ¢, und bezeich-
nen sein in diesem Sinne konstantes Glied mit Zq,...q;,4q , so folgt
aus (5) flr ¢, = 0:

\ 2 E g B Bl (g 0 - ga)t =0
(7} .. QR ‘
(mygy + -+ g, + g = M).

Nattlrtich ist auch £q,...qu¢ in bezug auf die Koeffizienten von

M . .
£, homogen vom Grad — ¢, und in bezug auf die ¢, homogen
iy,

vom Grad M - ¢, wobei aber speziell ¢, ., gar nicht vorkommt.
Wir wollen jetzt Dg,...q, ¢ nach Potenzen von ¢, ; entwickeln.
Es ist

q

(e + -+ ) = (F/Hi ‘—5/:+1)q = ZO (f) (-“Cle+1>q~_' 1

# Im Fall einer inhomogenen Identitit 2 = o muf} ja offenbar jeder homo-
gene Bestandteil von 2 fiir sich verschwinden.

5 Uber diese Definition der Resultante vergleiche man § 45 meines Buches:
Algebra, Band 1, 2. Aufl. 1932 oder 3. Aufl. 1951. Im folgenden unter , Al-
gebra® zitiert.
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Setzt man das in (7) ein und vertauscht die Buchstaben ¢ und 7,
so kommt

.Z’ (Z EQP'"HF(;) (—c,H_l)'-“(I) F. . Fn F

pecapg N T
(mygy + -+ w9 S M)

wobei die innere Summe von © = ¢ bis v = M — ¢y — ... —
—m,qy, 1auft. Das mufl nun bis auf einen Faktor wieder die Ab-
hangigkeit (5) sein, weil diese ja eindeutig ist (die Grade in bezug
auf die Koeffizienten von £ stimmen iiberein). Dieser Faktor ist
aber, wie man durch die Spezialisierung ¢, = o sofort erkennt,
gleich 1. Somit ist

(8) Dql...qhq = ZEq,...qkr (;\) <_£lc,+1)_'_

wo die Summe von t == ¢ bis v = M — myq, — - - - — mq; uft.
Das ist die gesuchte Entwicklung nach Potenzen von ¢, ;. Als
Spezialfall davon notieren wir

9)  Da...gpa = Eav...qpe far gy 4 +myg,+g=M

I1. Fiir die ganze weitere Arbeit wollen wir nun die f,, fur
u. << 7, zu o spezialisicren, wodurch die /7, gerade in die Polynome

ly

von Satz 1 Gibergehen. Setzen wir dann

0 1 2
10) qul... 'Ih_-G() —%—G” ‘+Gq(1.)”qh+...)

[ RERR q1-

waobei in G(") g, die Glieder vom Grad 7 in bezug auf die x, zu-
t

sammongcfaBt sind, so ist offenbar

(11) Gé:’.)”qh:o fir  n <" 7yg; + 4+ 7 gk,
) (n) __ M af . — P
12) qu...qk — J1r 'fhr,, fiir 7= 719y + + Prdio

und aus (7) folgt, indem man speziell alle Glieder, die in bezug
auf die x, von einem festen Grad X (< M) sind, zusammenfal3t:

(13) 2 E G q&, (er21 4+ + g a)" = 0.

e qpq
qx---‘lkll
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Dabei braucht wegen (11) nur iiber diejenigen Systeme nicht ne-
gativer ganzer Zahlen ¢,, . . ., ¢;, ¢ summiert zu werden, fiir die

ng T gy SK—gq, also g+ + 79, + ¢S K
ist.
Wir setzen jetzt wie in Satz 1

(14) PiFe .. T, =N
und wollen beweisen, dal3

Eq..quqa =0 fUr rg+- g +9=£K
(K=o0,1,...,N—1)

ist. In der Tat folgt zundchst aus (7), indem man alle x, gleich o
setzt, so dall wegen », = 1 (vgl. Satz 1) alle , verschwinden, so-
fort Ey...q0 = 0. Das besagt aber, dal} die Gleichung (15) jeden-
falls fir K =: o gilt. Machen wir daher die Induktionsannahme,
daB sie fur ry¢; + -« 4+ 79, + ¢ <K (<) bereits gilt, so
braucht in der Formel (13) nur noch iiber diejenigen ¢, ..., ¢,¢
summiert zu werden, fur die »y¢; + -+ + + 7,9, + ¢ = K ist, wo-
durch sie mit Riicksicht auf (12) Gbergeht in:

Z‘ qu...qkqf;hr, thk (clxl -+ Chxk)q =0
(16> Qe qpd

(15)

(rrg1+ "+ 79+ 9= K).

Diese Gleichung wiirde nun, wenn darin nicht alle Eq,...q,q ver-
schwinden wiirden, besagen, dafl zwischen den £ + 1 homogenen
Polynomen

flrl) . ':,fkrh) Clxl + e + L-hxk

eine Abhédngigkeit der Hohe X bestiinde, was aber, da die Koeffi-
zienten der f,, und die ¢, Unbestimmte sind, fir & <V nicht

zutrifft.® Somit gilt (15) auch fir»y ¢, + - - - 4 7,4, + ¢ = K und
ist damit fur alle X' <V bewiesen.

6 Nach Satz 3 meiner Arbeit: Uber die Abhingigkeit von Polynomen. Sit-
zungsberichte der Bayer. Akademie der Wissenschaften, Math.-naturw. Klasse
1950, S. 117-130.
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Nach (15) sind nun in der Potenzentwicklung (8) die Koeffi-
zienten g, .qux fUrrygy + 0 + 7,9, + v <V sdmtlich gleich o,
Es bleiben also nur die fur = 2 N —ryg;— -+ — 73,43 Ubrig, und
das besagt nach (8), daB} Dg,...q,q durch die (N — gy — * -+
—— g, — q)-te Potenz von ¢, teilbar ist. Insbesondere ist also
Dy. - .00 das heiBit die Resultante (6), durch ¢}, teilbar.

I1I. Nunmehr ist Satz 1 sofort zu beweisen. Homogenisiert man
das dortige Gleichungssystem zu

(17> d)v<x1! sy Apy xk+1>:O (Vt 1, 2, ...,k),

wobel
* TR
(18) (Dv(xl, . ..xh,th) =x;:11};;(—xh~;1—, ey x};;—l-
m,
=2 o fon(xn o  ®)

v

ist, so ist nach der Definition in Algebra, § 47, 1

D = R Fl!""['Iu-F}uH
000
Xyy ooy Xy 1
(19)
=R ((Dv o Oy et o + fk+1xh+1)
Xyyeeos Xpy Xy
Diese Resultante zerfallt als Polynom von ¢y, ..., ¢;, ¢;., falls sie

nicht identisch verschwindet, nach Algebra, § 57, III in 4/ Linear-
faktoren. Wenn dabei der Faktor

S e e N a TR e A

genau p-mal auftritt, so besagt das nach der Definition in Al-
gebra, S. 292 oben, dal die Losung #;==0, ..., 1), = 0, xj,4; = 1
des homogenisierten Systems (17), also die Lésung »; = o, . . .,
x, = o des urspringlichen Systems (1) die Multiplizitdt p hat.
Nun haben wir aber gerade bewiesen, da3 Dy . ..qq durch ¢, ; teil-
bar ist, was also besagt, dall mindestens die Multiplizitit /V vor-
liegt,

Damit ist Satz 1 fast schon bewiesen. Nachzutragen bleibt nur
noch, daB, falls die Koeffizienten der fou Unbestimmte sind, die
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Resultante durch keine héhere Potenz von ¢, teilbar ist, also ins-
besondere auch nicht identisch verschwindet, so da nach Alge-
bra, S. 290, nur endlich viele Lésungen vorhanden sind und spe-
ziell die Lésung x; =0, ..., x, = o genau die Multiplizitit
N hat.

Wire nun die Resultante durch ¢ff}' teilbar, so miiite sie bei
jeder Spezialisierung der Polynome £, (v=1, 2, ..., £) erst recht

durch ;! teilbar sein. Bei der Spezialisicrung

B =, 4+ 0 also B, = v (x, 4 a )

ist das aber nicht der Fall. Denn nach dem Produktsatz fiir Re-
sultanten und, weil die Resultante von linearen Polynomen deren
Determinante ist, zerfillt sie hier in ein Produkt von A Deter-
minanten. Dabei kommt NV-mal die Determinante

1 0 o o

o 1 .0 ©
............ = Cha1
0 o 1 0

6 €2 < Cp Cpay

vor, wiahrend die anderen sich von dieser dadurch unterscheiden,
daB in der letzten Spalte einige Nullen (mindestens eine) durch 1
ersetzt sind; sie enthalten daher nicht den Faktor ¢, .

IV. Wir wollen jetzt noch eine Formel herleiten, die sich spiter
als nuitzlich erweisen wird. Fir die in (10) eingefithrten Polynome
Gq(ln.)-.qk gilt offenbar auch

(n) — G 5 e
an-.-qh =0 fur » > myq; + + muq,,
(n) — fh Uk i — ..
Gq,...qk —Jim 'fl(mh fur n = rhg; + + 71, G s

so daB3 die Formel (13) speziell fiir X = A/ so lautet:

| 1 qn o
(20) Z E(h--"lh(/ flml v 'fkmh (clxl + e + chxh)q =0
-+ 954

(mygy + - + myq, + g = M).
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Die Sitze 2 und 3 meiner auf S. 184 zitierten Arbeit lehren dann
sofort, daBl £y op durch die Resultante

R (flm‘? i 'fl:mh

Ko 5 o

teilbar ist. Da aber sowohl diese Resultante als auch 7, ;, von

den ¢, unabhingig und in bezug auf die Koeffizienten von 7, fur
M

v

v=1, 2,..., £ homogen vom Grad sind, so ergibt sich

Lo b flmv"'Vfllm,
Ey ou=7v R ' ),

(21'
Wi % 5 B

wo v ein Zahlenfaktor ist.

§ 3. Hohere Multiplizitiit

I. Die Frage, wann eine hohere als die durch Satz 1 nachgewie-
sene Mindestmultiplizitit /V vorliegt, wird beantwortet durch den
ebenfalls von Herrn Zariski a.a.O. bhereits bewiesenen

Satz 2. Wenn das Gleichungssystesm von Satz 1 nur endlich
viele Lisungen hat, so ist die Multiplizitit der Lisung xy = o,
. xy, == o gleich N oder grifler als N, je nachdem die Resultante

Rl — R (flr,"' ”fl:rk)

Xy e, Xy

Vo1 O verschicden oder gleick o ist.

In dem speziellen Fall, da3 alle », = 1, also die Polynome f, ry
linear sind, ist R, die Determinante dieser Polynome, also die
Funktionaldeterminante der Polynome #, am Nullpunkt. Da man
den Nullpunkt an eine beliebige Stelle verschieben kann, ist in
Satz 2 also inshesondere die Tatsache enthalten, daff ezne Losung
iy - oy &y dann und nur dann cine héhere Multiplizitit als 1 hat,
wenn die Funktionaldeterminante des Gleichungssystems fiir &,

o &y verschwindet.

Um nun auch fiir den Satz 2 einen neuen Beweis zu erbringen,
zerlegen wir ihn in zwei Teile:
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Erster Teil. Wenn R, = 0, so ist Dy o durch ¢}, |1 teilbar
(eventuell sogar identisch o, was dann unendlich viele Losungen
bedeutet).

Zweiter Teil. Wenn R, == 0 und wenn zugleich Dy o durch
enil teilbar ist, dann gibt es unendlich viele Lisungen (so dafs
also Dy...qo von selbst identisch verschwindet).

Zum Beweis beider Teile bemerken wir, dal3 die Formel (16)
auf Grund der angewandten Induktion auch noch fiir X =N
gilt. Nur kann dann nicht mehr geschlossen werden, dal} die

darin auftretenden £ samtlich verschwinden. Denn eine

c R q
Abhiéngigkeit der Héhe /V existiert nach den Satzen 2 und 3 mei-
ner auf S. 184 zitierten Arbeit tatsichlich und ist eindeutig be-
stimmt. Wenn nun durch (16) fur £ = NV diese Abhingigkeit
geliefert wird, so ist nach Satz 2 jener Arbeit 7, teilbar durch
Ry, hat also die Form

(22) Ey  on = R0,

und die anderen Eq__.q“ mit» ¢y + - + 7,9, + ¢ = N enthal-
ten den Zusatzfaktor Q ebenfalls. Wenn diese Abhingigkeit nicht
geliefert wird, dann sind alle Koeffizienten, also insbesondere auch
E, gy egleich o, sodaB die Formel (22) abermals gilt (mit Q == o).

Fir R, = o istalso stets £, ;5 = 0. Aus (8) und (135) folgt dann
aber

M M
Do...oo = ZOEO.‘.O-:(_Ckﬂ}-l)T: Z 1E0.,.0-.(,—'€/1;>1>T»
T= =N +

so daB Dy 4 den Faktor ¢/ hat. Damit ist der erste Teil bereits
bewiesen.

II. Der Beweis des zweiten Teils ist schwerer. Wenn R, == oist,

aber Dy...qqdurch ¢ i teilbar, nach (8) also Zg. .. ¢ y= 0 ist, so be-

deutet das nach(22): @ = o. Wir miissendaher zunichst die Natur
des Faktors Q studieren. Die Koeffizienten der /, von Satz 1 und
die ¢, seien wieder Unbestimmte tiber dem Kérper f derkomplexen
Zahlen. @ ist ein Polynom dicser Unbestimmten mit Koeffizienten

aus ¥. Da Z,...o5 in bezug auf die Koeffizienten von #, vom Grad
M . . . .
o und in bezug auf die ¢, vom Grad M -— NV ist, so ist Q vom
v
Grad ‘:i bzw. M — N. Wir werden folgendes beweisen:
v

m,
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Wenn wenigstens fiir swei Indizes v, etwa fiirv = 1 und v = 2
die Ungleichung m, > r, gilt, dann ist Q in ¥ irreduzibel; wenn
aber nur einmal m, =7, ist, etwa iy “>ryund m, = r, fiir v > 1,
dann ist Q, von einem nicht verschwindenden Zahlenfaktor ab-
gesehen, die (s, — ry)-te Potenz der Resultante

. e
R.o= R f‘zme""!f)cmk’ Cl'll’Jf— Xy
g
Xpy ooy Apoy, A

(23)

die threrseits in ¥ irreduzibel ist.”
Den durch Adjunktion aller Unbestimmten zu f erzeugten Kor-
per nennen wir . Das Gleichungssystem von Satz 1 hat aufler

der N-fachen Lésung ay = o0, ..., 2, = 0 noch M- /N weitere
Losungen
(24) 2, =EP, ..., x, = EP (h=1,2,..., M —N).

Wir zeigen zundchst, daff die 3 - N Korper

B = (e, 20 B

(S3%

itber ¥, vont Grad M — N und sueinander konjugiert sind. Aus
(7) folgt nidmlich, wenn man fiir die &, die Werte (24 einsetzt, so
dall 7 = o wird:

M

3 Ey (@ b o =o.

Da aber /%y...4, = o fir g << N, so kann man statt dessen schrei-
ben:

S 0
2, Eu...n.l\»-q"h(/)'{“' + 6200 = o.
q=0

" In dem interesselosen Fall sz, — 7, fir alle v ist 37— 2V uad

flr, ~~~~~ f}f i (121 + o Cpay IIH—I)

N
k1 En,__(-_\' = ])U”,(m =R
RS TICIPEPIPI & T § |

R(fl"l' fhr,\.

. i G e S A T g A 1)‘\
B

(Algebra, Satz 116), also £y ¢y — &, und folglich ¢ - 1.
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Das besagt, dal3 die &/ — N GroBen
(26)  EP £ 4B =12, M —N)

Wurzeln der Gleichung
-N

(i27) Z EO 0,N+qxq = 0

=0

sind. Daraus folgt zunichst

M—N
N X Vs
(28) By on =+ Ey oy II (@874 + &)

TS|

AuBerdem ergibt sich, daB die Kérper £* héchstens vom Grad
M — N tiber £ sind und daf die zu ¥ konjugierten Koérper unter
den £ zu suchen sind. Wenn nun der Grad kleiner als M/ — N
wire oder, was dasselbe ist, wenn die Gleichung (27) in £, reduzibel
wire, so miiite das bei jeder Spezialisicrung der #, erst recht der
Fall sein. Aber bei der wegen 2, > r, moglichen Spezialisierung

— % !l m
_ £y = a4 apap’ — by,
‘/29) T n
F,=a,x)—0b,x," (v=2,3,...4),

v vy vty—1

wo a,, b,, @; Unbestimmte sind, sind die Korper ¥* wirklich vom
Grad M — N und folglich zueinander konjugiert. Um das ein-
zusehen, setzen wir bei irgendeinem festen A (etwa & = 1)

a(/) Z’ 2l

(303 2(,/)2 ‘Ovtmz...m.,r,, Ll TR (y = 2,3,... ,/é— 1),

w(h) MeMz... M
Gho =gt k.

Die spezialisierten Gleichungen £, EP) LMY = o gehen dann
t g 1 h 1)
uber in:
(31) o ey Y o,
P m,,
{32> aa P:h - 62: a, pv\J = év pv-j1 (v = 34, é)

Nun folgt zunidchst aus (32), daB der Korper £, = K(F,, ps,
.y pp) vom Grad 7,73 . . . 7}, Uber B ist; denn bei Adjunktion von
ez Wird ein 7,-tes und dann bei sukzessiver Adjunktion von p, zu
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Ogy + - -y Py—1 €IN 7 -tES Radikal jedesmal aus einer weiteren Un-
bestimmten adjungiert. Ferner ist die Gleichung (31) fiir # irredu-
zibel in fy; schon bei der weiteren Spezialisierung ay = o ist sie
es namlich nach Algebra, Satz 108. Also ist der Korper

By = R, 00, s op t) = R, 0
vom Grad M — NV iiber Eyund folglich vom Grad ryrg. . .7, (M -—N)

{iber B .

Wegen (30) ist nun F; ein Oberkérper von R(f, &0, ...,
200y = f», und zwar wegen der ersten Gleichung (30) hochstens
vom Grad 7,75 . . . 7,. Wire nun der Grad von £® iiber F kleiner
als M — N, so wiirde sich ergeben, dal} der Grad von f; Gber
£, kleiner als 773 . .. 7 - (M — N) wiare. Da das, wie wir sahen,
nicht der Fall ist, muB3 #* iiber ¥, vom Grad M -— N sein.
W.z. b.w.

Daraus folgt nun insbesondere auch, dall die Lésung x; = o,

.., x, = ounter den Losungen (24) nicht noch einmal vorkommt,
so daB ihre Multiplizitit genau gleich V ist.® Es sei noch bemerkt,
daf3 bis hierher alle Schliisse in Kraft bleiben, wenn wir in dem
Sytem (29) die weitere Spezialisierung @; = o vornchmen.®

[11. Wir wollen noch beweisen, dal3, wenn auch #2, ~> 7, ist, bei
dem System (29), wobei aber jetzt nicht mehr @y zu o spezialisiert
werden darf, der Kérper £ bereits durch die Quotienten
) ()

T ) R
0y Ny’ = =(2)
=l =1

<
-

(33)

—
o
I

erzeugt wird, dal3 also, wenn wir den Index A zur Vermeidung
typographischer Schwerfilligkeiten unterdriicken,

'ﬁ(fl‘ 2.1, Gy 5 ih) = ’ﬁ(flr Tha v »v 1)

ist. Dazu ist nur zu zeigen, daB &; dem hier rechts stehenden Kor-
per angehért. Nun folgt aus den spezialisierten Gleichungen
F, = o0, Fy, =0, wenn man sie nach Einsetzen der Losung &,
..+, &, durch &7t bzw. £ dividiert:

8 Wenn die /7, nicht spezialisiert sind, ist das bereits in Satz 1 enthalten. Neu
fiir uns ist aber, dal auch bei der Spezialisicrung (29) und sogar bei der weite-
ren Spezialisierung 4, = o dic Multiplizitiit nicht erhdht wird.
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/ myrmy—ry AT Mme—7ry __
ay + @& — bynpretT " = o, ayny — 6,&77 = o.

Dabher ist &, eine gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen

m,. ml—rl =0

(34) a;+ajx — bynpia m

ayny — 62" = o,

Wenn diese nur eine Wurzel x = £; gemein haben, ist der groBte
gemeinsame Teiler vom crsten Grad und £, 146t sich rational be-
stimmen. Gibt es aber zwei verschiedene gemeinsame Wurzeln £,
und £y, so ist wegender zweiten Gleichung (34) notwendig £ = ¢&,
wo ¢ eine von 1 verschiedene (#2, — »,)-te Einheitswurzel ist. Nach
der ersten Gleichung (34) ist dann

'y m —~Ty__ ! LMYy Ty —T) S — Ty
ay+ a by — b8 T =0, ay + ayely—obypne™TEM T =0,

woraus durch Elimination von 7"

ay(1 — ™y a;(e — Mg =

folgt:

Hier kénnen die Klammern wegen ¢ == 1 nicht beide verschwin-
den, also verschwindet keine (dieser Schlul3 wiirde bei der Spe-
zialisierung ) = o versagen) und &, ergibt sich abermals rational,
gehort sogar dem Korper f; an.

IV. Nun soll bewiesen werden, daf sich von @ kein von den ¢,
freier Faktor abspalten ldl3t. Dazu zeigen wir zunichst, daf} das
gewill im Fall der spezialisierten Polynome (29) so ist, wenn dort
noch weiter a, zu o spezialisiert wird, so daB das System £, — o
die Gestalt

a
3 o S e 2 1y my % g
Xft= =l afr = = L TR = xk
(35) 3 by 1 Y1 by, 1 E P k-1 by, k
annimmt und durch zyklische Vertauschung der Indizes in sich
tbergeht. In der Tat kann man aus (33) leicht x, . .., 2, _; elimi-

nieren und erhilt fiir ;, die Gleichung

M—N a; \memg...my, az)rlm;...mk
% = |-
k b by

(43 )rlmm,...mk ( ay, )rlrg‘.‘a'/h,l
by by

Diese braucht nicht irreduzibel zu sein. Da sie aber fur alle kon-
jugierten £ gilt, lehrt sie doch, daB3 deren Produkt, also bei dem

(36)



Neuer Beweis zweier Sitze von Zariski 193

ausmultiplizierten Produkt in (28) der Faktor von ¢} =% bis auf
cinen Zahlenfaktor gleich der rechten Seite von (36) ist, also ins-
besondere die (g2, . . . m2y,)-te Potenz von 4, im Nenner hat. Nun
ist Z, o in bezug auf &, (was ein Koeffizient von /| ist) héch-
stens vom Grad mymey . . .12, Die Formel (28) lehrt daher, dal3 in
Ey oy der Koefﬁ21ent von M~ N die Unbestimmte b, iiberhaupt
nicht enthalten kann. Ebenso ergibt sich durch zykllsche Ver-
tauschung, daB der Koeffizient von c}'~Ndie Unbestimmte 4, ,
nicht enthilt. Also kann ein in Q vielleicht enthaltener von den
¢, freier Faktor keine der Unbestimmten 4, enthalten.

Die Formel (21) gewinnt bei dem spezialisierten System (29)
mit ¢; = o das Aussehen

m Mp Tk
) byxi?, bpxM(—apxP), ..., by Ly (—apxy)
Ly om =7

Xy o, Xy R

wo die eingeklammerten Terme (— a,20v) wegfallen, wenn w2, > 7,
ist. Speziell der Term (— a,x7k) kann aber auf alle Fille unter-
driickt werden, da man die Resultante wegen des ersten Polynoms
b7 nach dem Produktsatz in Faktoren zerlegen und dann in
allen anderen Polynomen x, unterdriicken kann. Daraus folgt
dann, dafy 7Z; 4, dic Unbestimmte @, nicht enthilt. Mit Riick-
sicht auf (28) und die rechte Seite von (36) schliet man dann, daf3
ein von den ¢, freier Faktor von 7, speziell @, hochstens in
der (ry7y .. .7,_,)-ten Potenz enthalten kann, und durch zyklische
Vertauschung ergibt sich allgemein, da3 a, héchstens in der

N .
(}) )—ten Potenz vorkommen kann. Nun ist uns aber durch (22)
v

bereits der von den ¢, freie Faktor R, bekannt, der bei unserer
Spezialisierung das Aussehen

o s e my

a,xt, a,xy (—/szl-),...,ahxh (— b2,y

R
Xy, X R 2

gewinnt, wo die eingeklammerten Terme (— 6, x,~,) wegfallen,
wenn 2, >, ist. Er enthilt also nach Algebra, Satz 120 bereits
das Glied
l . N
ahval ..l mit [, = .

14 Minchen Ak. Sb. 1954
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so daB von dem restierenden Faktor Q kein von den ¢, freier Fak-
tor mehr abgespalten werden kann.

All das bezieht sich auf das spezialisierte System (29) mit a; =o,
woraus sich folgendes schlieBen 1af3t: Wenn vor der Spezialisie-
rung ein von den ¢, freier Faktor sich von @ abspalten lieBe, so
koénnte dieser nur Glieder enthalten, die bei dem spezialisierten
System verschwinden; das wiirde aber besagen, dal3 bei dem
spezialisierten System die Lésung x; = o, . . ., x4, = 0 eine hdhere
Multiplizitdt als 2V hiétte. Da das, wie wir sahen, nicht zutrifft,
140t sich kein Faktor abspalten.

V. Schreiben wir jetzt die Formel (28) in der Gestalt

M-N M-N

Ey on= 1 E¢ ou 'AH E(l)‘) ) >H1 (e1 + Cz’fl(e)') + 0+ 51:")&”)
] =

und beachten, daB der Korper ¥, falls 72, > 7, ist, bereits durch
die GroBen 79", .. ., 7'M erzeugt wird, so folgt, daf3 das letzte Pro-
dukt im Kérper B, nicht zerfillt werden kann. Damit ist die Rich-
tigkeit unserer Behauptung nachgewiesen, dal3 Q, falls die Un-
gleichung m, > 7, fir wenigstens zwei Indizes v besteht, in
irreduzibel ist.

Der letzte SchluB3 gilt nicht mehr, wenn nur #:; > », und sonst
m, — 7, ist, weil dann durch 77, ..., 4 nicht der Koérper £?,
sondern nur ein Unterkérper davon erzeugt wird.® Unsere Be-
hauptung tiber Q 148t sich aber folgendermalen beweisen: Das

M . .. "
System fy,,, = O, .. ., [y, = O hat o nichttriviale Losungen
1

. g M
(37) ay=E;, ., Xy = ().:1,2,...,~),

my
und die Resultante R, (siche Formel (23)) zerfillt dann als Poly-
nom der ¢, in die Linearfaktoren

M{m,
I (c& + - + rEpy)-

A=1

Anderseits hat das homogene System @, = o jetzt das Ausschen

x;ﬂ;r‘f”l—{—"'—}—flml—to, f2m3:01"'1 fkmh:O

® Wir brauchen diese Tatsache nicht, die der Leser aber leicht aus den nach-
folgenden Uberlegungen als Nebenresultat gewinnen kann.
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und hat auBer der V-fachen Lésung x; =0, .. ., 4, — 0,x;,,; — 1
chenfalls die Losungen (37), wobei zu jeder noch sz — r; ver-
schiedene Werte von x, gehoren (=&, 15 1 Epit o my r)

Folglich zerfallt die Resultante /... 44 jetzt in die Linearfaktoren

) ) N
ey 04 F e 0+t 1)
Mmy my—-nr
] z e 4 z
X H ]I (ﬁlgl;‘. + + CLSh. + Cre15h 01,2, v)'
=1 v=1

Dividiert man durch ¢;, ; und setzt dann ¢, ; == 0, wodurch nach

(8) fir ¢, =+ + = ¢, == g = ogerade Z;...,y entsteht, so erkennt
man, da3 Zy...o in die Lincarfaktoren

Mm, my—rq . Mim, » .
I @én+ - +abs) =11 @i+ + ad)™™"
S R et

zerfallt. Somit kann sich auch @, da kein von den ¢, freier Faktor
abgespalten werden kann, von diesem Produkt, das nach obigem
aleich RE"~"ist, nur um einen Zahlenfaktor unterscheiden, womit
nun alle Behauptungen tiber Q bewiesen sind. Denn die Irreduzi-
bilitit von R, ist ja, da die vorkommenden homogenen Polynome
Unbestimmte zu Koeffizienten haben, klar (Algebra, Satz 120).

§ 4. SchluB} des Beweises von Satz 2

I. Um den Beweis des zweiten Teiles von Satz 2 zu Ende zu
fithren, nechmen wir nun Gedankenginge von Zariski (a.a.0.)
auf. SeiQ) eine Tragheitsform des Polynomsystems

38) @, .., D, gy F s F gy,

das hei3t, ein Polynom der Koeffizienten dieses Systems, derart,
dall mit einem gewissen Exponenten g

(39) WQA=Dyy; + -+ Opyp + (v + - + ) At

ist, wo die ¥, Polynome sind.'® Wir schreiben die Gleichung (39)
in {iblicher Weise als Kongruenz:

1 In bekannter Weise LBt sich zeigen, dal dann ganz von selbst eins ana-
loge Formel gilt, wo links an Stelle von a; eine der Variablen z,, . . ., xp steht
14%
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(40) AfQ =0 (mod. ®,, ..., Oy, cyx; + - + ,4,).

Bezeichnet man den Koeffizienten von 2™ in @, mit @, und setzt
) — 4 M * - R " *

(41) D, = a2 + O, ox + + oy, = axy + OF

so ergibt sich, wenn man € speziell als Polynom von den a, und

¢; ansieht, also Q = Q(a,, ..., q, ¢;) schreibt, aus (39) oder (40)
*
D7 (I)h w1
durch die Spezialisierung a, = — oy C ==
any "
1
: oY @i Df 4y
.’UTQ(_ PREERY y T ,——7‘4‘ —= QO
T a7 S

oder also nach (41) und bei Unterdriickung des Faktors 2f:

(4.2) ——‘If:nl,...,{'lk‘—“?nh‘, cy — = 0.
1

Q (‘Zl (D,l Dy, a* i T Ch ‘2{)
Ay

Indem man die linke Seite nach dem Taylorschen Satz entwik-
kelt, ergibt sich umgekehrt hieraus wieder die Kongruenz (40)
mit cinem gewissen Exponenten p. Hiernach kann auch das Be-
stehen der Gleichung (42) als Definition des Begriffs ,, Trigheits-
form‘* dienen, und sie lehrt dann, dal}, wenn eine Trigheitsform
in Faktoren zerfillt, wenigstens einer davon selbst eine Trig-
heitsform ist; oder anders ausgedrickt: Das 7Trdgheitsideal ist
Primideal.

Nun zeigen wir, es gibt keine von ¢; freie Tragheitsform auller
der trivialen Trigheitsform o. Sonst wiirde nimlich in (42) das

letzte Argument fehlen und (42) wirde besagen, daB3 zwischen

R D, Dy
den Funktionen Ty eine Abhingigkeit besteht. In
1

Wahrheit sind sie aber voneinander unabhidngig. Denn anderen-
falls miBte auch bei jeder Spezialisierung der @, eine Abhingig-
keit bestehen, wie man z. B. durch die SchluBweise von Algebra,
S. 130, einsieht. Aber bei der Spezialisierung

b )

D, =wya™), Oy =2, Oy=sya . .., @, =, 207}

(nicht aber xy, ; 1, weil die Polynome {38) kein Glied haben, das nur die Variable
xp 41 enthilt). Wir werden das aber nicht brauchen.
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0, o, kg
-

. a X g 5 0
entstehen die Funktionen = el die augenschein-

A S
lich voneinander unabh'a'mglig silnd. 1

Nun sei A eine irreduzible Tragheitsform, die ¢ in niederster
Potenz enthilt, sofern es tiberhaupt eine von o verschiedene Trig-
heitsform gibt, was sich aber rasch erweisen wird. Dann mubB jede
andere Tragheitsform A, durch A teilbar sein, weil sonst A} zu A
relativ prim wire und man infolgedessen eine Trigheitsform
AP, — A; P bilden kénnte, die von ¢, frei wire. Hiernach ist das
Trigheitsideal ein Hauptideal: (7).

11. Um jetzt zu zeigen, dal} es eine von o verschiedene Trag-
heitsform gibt, und um die Basis A des Tragheitsideals zu be-
stimmen, gehen wir aus von der Formel (Algebra, Satz 124)

2 =0

A
MR ((Dlv coy @y oxy o oy + 5k+1xh+1)

Xyy ey Xy Tpaq
mod. @y, ..., Dy, cqxy + o F oy F oG Xy

Die linke Seite ist nach (19) gleich x¥ Dy...qo. Betrachtet man
Dy.. .o speziell als Polynom von a4, ..., @, ¢;, so kommt analog
wie vorhin:
) Dy, Crxy+ R A+ 1 YR
Dy..ooplti——=,...,0,— £~ =0
0 00 \ AT Ly TR Ty €1 2

Da Dy...ge den Faktor ¢, hat, kann man diese Gleichung durch
/,‘:\,H dividieren und dann ¢, ., = o setzen. Dadurch erhdlt man

T (RY iy g o v e — R —
nach Formel (8) fur ¢, = =g, = ¢ = O
[« Dy X+ e oy
Koo gvla, — L IR LG i 1 — o = 0
0 ON ; 1 _1';"1 ) ) h .‘L”l'nh y &1 T

Das besagt nun, dall £.. .oy eine Tragheitsform des Polynom-
svstems (38) ist, womit die oben offengelassene Existenzfrage
positiv beantwortet ist. Nach (22) zerfallt £... y in die Faktoren
Ry und @, von denen nun einer auch Trigheitsform sein muf.
Aber R, ist frei von ¢;, kann also keine Trigheitsform sein; daher
ist Q eine. Nun ist 0, wie wir sahen, entweder selbst irreduzibel
oder die (s, — 7,)-te Potenz des irreduzibeln Polynoms R,. Damit
ist die Basis A des Trigheitsideals gefunden, sie ist im ersten Fall
@, im zweiten Fall R,.
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ITI. Nunmehr sei
7ia) W /. p gr /.. A
(43) Viliy o w e @ )s o oy LBy 5 v o )

ein Resultantensystem der Polynome @, ..., ®, in bezug auf
Xy,4y- Bekanntlich gilt dann fir jedes W, die Kongruenz

(44) W (x, ..., x) =0 (mod. @, ..., D).
Sei ferner Q* eine Trigheitsform des Polynomsystems

5 Wil oo a), - Wil o), axn o g,
so daf3 also eine Kongruenz

(46) Q¥ =0 (mod. W, ... W, ax; + -+
besteht. Wegen (44) ist dann auch

(47) 25Q* =0 (mod. ¥y, ..., D, ;27 + -+ + 7)),

was besagt, dal3 Q* auch Triagheitsform des Polynomsystems (38
und folglich durch A, also durch Q bzw. R, teilbar ist.

Wenn nun die Koeffizienten der @, so spezialisiert werden, dal
Q und folglich A als Polynom der ¢, identisch verschwindet, so
verschwindet jede Tragheitsform des Systems (38), also insbeson-

dere auch jede des Systems (45). Das hat bekanntlich zur Folge,
dal3 das System

\ L oo S —
(48) Vy=o,.. % —~o0, qa + + ¢,x, =0

eine nichttriviale Losung xy, . . ., x4, hat.2! Da die ¢, Unbestimmte
sind, ergibt das unendlich viele Losungen des Systems

(40 Yilxy, ...,x)y=0,..., ¥(a1, ..., 2,) =o0.

Da die linken Seiten von (49) ein Resultantensystem der Polynome
@, in bezug aufa,_; sind, gibt es zu jeder dieser unendlich vielen
Loésungen ein xy, ; derart, dafl ®, = o wird. Dabei kénnte aller-
dings auch x;,,; = co0 sein, so dafl man genauer sagen muf3, dal3
das in bezug auf x,,,,, ¥, ., homogene System

1 Wenn alle Tragheitsformen eines Systems verschwinden, dann verschwin-
den ja insbesondere alle Formen eines beliebigen Resultantensystems, weil das
Tragheitsformen sind. Das Verschwinden eines Resultantensystems bedeutet
aber, daf} es nichttriviale Lésungen gibt.
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i
x
+1) my-r ‘
® Lo X - VY == Vo= ..
lv X1, s i )’k+1) b1 e} (l 1,2, ..., ,é)
ecine nichttriviale Loésung x;, ., @ v,,, hat, wobei eventuell auch
Vpp1 — O sein kann. Wenn nun aber R, == o ist, dann ist dieser
Fall ausgeschlossen. Denn y,,; = o wiirde nach Einsetzen in das
Svstem besagen:

Sin oy e X)) =0,..., f,”k(xl, Ce Xy) = 0,

so dafl die Resultante R, dieser Polynome verschwinden miiBte.
Es gibt also wirklich zu jeder der unendlich vielen Lésungen des
Systems (49) ein zugehoriges x),,,, welches das System ®; = o,
..., ®, = o 16st. Damit ist alles bewiesen.



