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Zur Begriindung der analytischen Geometrie

Von Hanfried Lenz in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Frank Lobell am 5. Februar 1954

Mit 22 Figuren

Einleitung

Die Zweige der Geometrie, die nach Felix Kleins Erlanger
Programm aus der projektiven analytischen Geometrie entsprin-
gen, lassen sich bekanntlich auf verschiedene Weise axiomatisch
begriinden. Will man wirklich die analytische Geometrie iiber
einem beliebigen Koordinatenkorper erhalten, so kann man die
klassischen Anordnungs-, Kongruenz- und Stetigkeitsaxiome
nicht mehr verwenden., Man braucht es aber auch nicht, weil ja
die Verknilipfungsaxiome des Raumes allein ausreichen, um in
die projektive Geometrie homogene Koordinaten aus einem i. a.
nicht kommutativen Kérper einzufithren (Schwan, Veblen-
Young, B. Segre, Artin)! oder m. a. W. die Punkte als
eingliedrige Untermoduln eines Vektorraums (Pickert 1,
Bourbaki) zu kennzeichnen. In Rdumen héherer, insbes. un-
endlicher Dimensionszahl haben sich in neuerer Zeit verbands-
theoretische Fassungen der Verkniipfungsaxiome cingebiirgert
(Menger, Baer 1). Um den Koordinatenkorper festzulegen,
kénnen dann Axiome der Anordnung und Stetigkeit im Sinne
Hilberts (Hilbert, Baldus) oder topologische Postulate
(Bieberbach, Kothe) eingefithrt werden. Um zu den Geo-
metrien des Erlanger Programms (Klein, Cartan) zu gelangen,
kann man durch weitere Axiome geeignete Untergruppen der
Gruppe aller Kollineationen des Raumes festlegen. Als solche
Axiome eignen sich besonders Kongruenzaxiome, vor allem
in der Form von Spiegelungspostulaten (Hjelmslev, Bach-

1 Eingeklammerte Namen sollen stets auf das Literaturverzeichnis am
Schluf} der Arbeit hinweisen.

2 Minchen Ak. Sb. 1954
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mann), die ja bei geeigneter Formulierung sogar zur alleinigen
Begrindung der metrischen Geometrie der Ebene hinreichen,
ohne daf3 projektive Verkniipfungsaxiome eingefiihrt werden
miiBten.

Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit soll die projektive
Geometrie auf klassischen Verknipfungsaxiomen (Veblen-
Young, Pickert 2) aufgebaut werden, die nur die Grundbegriffe
Punkt, Gerade und Inzidenz verwenden. Da in den {iblichen
Darstellungen die Endlichkeit der Dimensionszahl gefordert
wird, erscheint es nicht tberflissig, die Begriindung der pro-
jektiven analytischen Geometrie hier ohne diese Annahme durch-
zufithren. Um die Arbeit von der Kenntnis der vorliegenden
Literatur so weit wie moglich unabhingig zu machen, werden
verschiedentlich auch Beweise bekannter Sitze gegeben. Zu-
sammen mit der projektiven Geometrie wird die affine auf
Grund von Verkniipfungs- und Parallelenaxiomen auf-
gebaut.

Im zweiten Kapitel erfolgt eine Begrindung der projektiven
Geometrie aus einem Axiomensystem, das nur die Grundbe-
griffe Punkt, Hyperebene und Inzidenz verwendet.! Das
fihrt zu einer besonders einfachen Definition und Behandlung
der Polaritidten.

Im dritten Kapitel wird (nach dem Vorbild von Priifer) auf
Grund von Inzidenz- und Orthogonalititsaxiomen eine
absolute Polaritit in die projektive Geometrie eingefithrt. Der
Aufbau auf Grund der Orthogonalitit von Geraden beschrinkt
sich — wegen gewisser bisher nicht iiberwundener Schwierig-
keiten — auf Geometrien mit nichtausgearteter absoluter Polari-
tit und ohne isotrope (d. h. auf sich selbst senkrechte) Geraden.
Man kommt also auf eine verallgemeinerte elliptische Geome-
trie. Dagegen fithrt der Aufbau auf Grund der Orthogonalitat
von Hyperebenen auf die allgemeinste (nichtausgeartete)
Polaritit (im Sinn von Baer 1), sowie auch auf den Fall einer
absoluten Polaritit in einer ausgezeichneten uneigentlichen
Hyperebene, also auf sinngemife Verallgemeinerungen der
hyperbolischen bzw. der Euklidischen Geometrie.

1 Die Anregung dazu, nach einem solchen Axiomensystem zu suchen, ver-
danke ich Herrn Professor R. Baer.
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Im Gegensatz zu dem modernen Standpunkt des grund-
legenden Baerschen Werkes ,,Linear Algebra and Projective
Geometry'* (Baer 1) wird auf die dltere koordinatengebundene
Schreibweise nicht verzichtet. Dem Einwand, daf3 dadurch ein
willkiirliches Koordinatensystem ausgezeichnet wird, 1483t sich
namlich durch Verwendung der kovarianten Schreibweise mit
unteren und oberen Indizes fiir Punkt- und Hyperebenenko-
ordinaten nach dem Vorbild des Ricci-Kalkiils begegnen. Dann
behalten die Gleichungen der projektiven Geometrie bei linea-
ren oder auch nur halblinearen Koordinatentransformationen
ihre Form und andererseits stehen sie gleich so da, wie sie beim
Einsetzen spezieller Werte fir die Koordinaten benétigt wer-
den. Natiirlich soll damit der Wert der koordinatenfreien
Schreibweise nicht bestritten werden.

Die Bedeutung der Worte ,,Projektivitit (= projcktive
Kollineation) und ,,Kollineation'’ ist gegeniiber Baer vertauscht,
was dem sonst iiblichen Sprachgebrauch entsprechen dirfte.

1. Kapitel
Die Gerade als geometrischer Grundbegriff

§ 1. Projektive Axiome der Verkniipfung zwischen Punkten
und Geraden

Definition 1 : Der projektive Rauwne ist eine Menge von Din-
gen, den sog. Punkier, und von weiteren Dingen, den sog. Ge-
raden, zwischen denen eine [mzidenzbeziehung bestehen kann
oder nicht; diese Inzidenzbeziechung soll den folgenden Forde-
rungen geniigen (vgl. Veblen-Young; Pickert 2, S. 387).

Axiom G, 11 Zu je swer verschiedenen Punkten A, B gibt
es genaw eine Gerade, die mit ihnen inzidiert. Sie werde mit AB
bezeichnet.

Axiom G, 11: Sind A, B, C, D vier wverschiedene Punkte
und gibt es cinen Punkt, der mit den beiden Geraden AB und
CD inzidiert, so gibt es auch einen Punkt, der mit den Gera-
den AC und BD inzidiert.

Axiom G, 11l: Jede Gerade inzidiert mit mindestens dret
verschiedenen Punkien.

2%
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Wenn dieses Axiom nicht gilt, kommt man auf die sog. redu-
ziblen Riume (B. Segre). Z. B. bilden zwei windschiefe Ge-
rade des reellen, projektiven Raumes fiir sich einen reduziblen
Raum.

Axiom G, IV Es gibt zwei Gerade, die mit keinem Punkt
gemeinsam inzidieren.

Bemerkungen: 1. Axiom G, IV schlieBt die projektiven Ebe-
nen aus, erzwingt also die Glltigkeitdes Desarguesschen Satzes.

2. Man kann in den vorstehenden Axiomen den Begriff der
Geraden ersetzen durch die Menge der mit ihr inzidierenden
Punkte und die Inzidenz durch das mengentheoretische Enthal-
tensein. Wir wollen jedoch diese Deutung nicht voraussetzen,
wohl aber die Inzidenz durch das mengentheoretische Symbol
& bezeichnen und, wenn es im Interesse der sprachlichen Kiirze
zweckmiBig erscheint, eine Gerade nicht immer von der Menge
der mit ihr inzidierenden Punkte unterscheiden.

Definition 2. Eine Punktmenge des Raumes heil3t ein Unter-
raum, wenn sie mit je zwei Punkten deren Verbindungsgerade
enthilt.

Hilfssatz 1: Der Durchschnitt von Unierrdumen ist ein Unter-
raum.

Definition 3: Sind %, B, ..., & beliebige Punktmengen, so
werde der Durchschnitt aller ihre Vereinigungsmenge enthal-
tenden Unterrdume mit %, B, ... & bezeichnet und die Hzille

der gegebenen Punktmengen genannt. Diese Bezeichnung ist
offenbar im Einklang mit der Bezeichnung 4 £ fiir die durch
A und B bestimmte Gerade.

Hilfssatz 2: W sei ein Unterraum wund P =\ ein Punkt.
Dann besteht die Hiille P\l von P und W aus allen und nur den
Punkten, die auf Geraden PU mit U & U liegen.

Der einfache Beweis wurde kiirzlich in diesen Sitzungs-
berichten gegeben (Lenz: Herleitung von Dimensionsformeln
.., im folgenden mit [D] zitiert). Es genlgt, zu zeigen, dal3
die Menge der Punkte auf Geraden P{/ mit / & U ein Unter-
raum ist (vgl. Fig. 1).
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Definition 4: Ein Punkt P heille zon der Punktmenge 9 iber
der Punktmenge 2 abhdngig, wenn P & PQ ist. Falls Q leer
ist, heift 2 cinfach von P abhingig. Eine Punktmenge M heille

Fig.1

in sich ablingig (iber Q), wenn ecin Punkt P & M existiert,
der von der Komplementirmenge R — 7 (iiber ) abhingig
ist, andernfalls iz sickh unabhingig (iber Q).

Hilfssatz 3: Ist P von P Uber £ abhingig, so ist 2 von
einer endlichen Teilmenge Py & P Uber einer endlichen Teil-
menge Q, & Q abhingig.

Hilfssaiz 4. Der hier eingefiihrte Begriff der Abhingigkeit eines
Punktes 7 von einer Punktmenge 9 tiiber einer festgehaltenen
Punktmenge Q erfiillt die ublichen drei Abdhdngigkeitspostulate
(v.d. Waerden 1, S. 111 und 210, Pickert 1, S. 65):

1. Ist P& Y, soist P von P abhingig.

L7 Ist P von Q U Y abhdngig, aber nicht von P, so ist Q
von P U abhingig.

171, Ist P von Y abhingig und jeder Punkt aus O von Y ab-
hingig, so ist P von W abhingig.

Die Beweise, die nur von den Axiomen G, I und G, IT Ge-
brauch machen, wurden in [D] gegeben.

§ 2. Geradenaxiome der affinen Geometrie

Definition 5: Der affine Rawm ist eine Menge von Dingen,
den sog. Punkten, und weiteren Dingen, den sog. Geraden,
zwischen denen eine [nzidenzrelation erklirt ist. Die Menge der
Geraden zerfalle in paarweise elementefremde Teilmengen, die
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sog. Parallelbiindel. Zwei Geraden heilen parallel, wenn sie
demselben Parallelblindel angehéren. Inzidenz und Paralleli-
tdt sollen den folgenden Axiomen geniigen:

Axiom G,la: Zu je swei verschiedenen Punkten A, B gibt
es genaw eine Gerade, die mit beiden indiziert, die Gerade AR .

Axiom G, 1b (Euklidisches Parallelenaxiom): Zu jeder Ge-
raden g und jedewm Punkt P gibt es genau eine Gerade, die zu
g parallel ist und mit P indiziert.

Folgerung : Liegt P auf g (d. h. inzidiert 2 mit g), so ist g
die Parallele zu g durch 2, d. h. parallele und verschiedene Ge-
rade inzidieren nicht mit einem gemeinsamen Punkt.

Axiom G, 1la (Trapezaxiom): Sind die verschiedenen Ge-
raden AB und C D parallel und indiziert der von A und C ver-
schiedene Punkt P mit der Geraden AC, so gibt es einen Punkt,
der mit den beiden Geraden PB und C 1) indiziert.

Axiom G, 11b (Parallelogrammaxiom): Wenn keine Gerade
mit mehr als 2 Punkten indiziert, so hat fiir je drei wverschie-
dene Punkie A, B, C die Parallele zu 4B durch C mit der
Parallelen zu AC durch B einen Punkt gemeinsam.

Bemerkung: Von den Voraussetzungen der Axiome G, ITa
und G, IIb ist stets mindestens eine unerfullbar, d. h. alle fol-
genden Schiiisse verwenden entweder nur das eine oder nur das
andere Axiom.

Axiom G, 111: Jede Gerade indiziert mit mindestens zwei
Punkten.

Axiom G IV (rdumliches Axiom).: Es gibt zwei Gerade, die
mit keinem Punkt gemeinsan indizieven und nicht parallel sind.

Bemerkungen: Uber die Auffassung der Geraden als Punkt-
mengen gilt dasselbe wie in § 1. Dall die Axiomensysteme der
Paragraphen 1 und 2 widerspruchsfrei sind, erkennt man an den
Beispielen der gew6hnlichen projektiven und affinen Geometrie
oder (dazu braucht man nicht zu wissen, ob die Arithmetik wider-
spruchsfrei ist) der bekannten projektiven Riume mit endlich
vielen Punkten.

Hilfssatz 5. Alle Geraden enthalten gleichviele Punkte.
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Beweis: (s. Fig. 2): Wenn keine Gerade mehr als zwei Punkte
enthilt, sind wir fertig. Andernfalls sei g eine Gerade, die mit den
3 verschiedenen Punkten A4, B, C inzidiert. D EE £ sel ein belie-
biger Punkt. Dann hat 4D nach dem Trapezaxiom einen Schnitt-

punkt mit der Parallelen zu BD durch C. Weil man C auf 4B
beliebig wihlen kann, hat 4D mindestens (wegen der Umkehr-
barkeit des Schlusses also genau) so viele Punkte wie AB. Noch-
malige Anwendung dieses Ergebnisses auf eine beliebige Gerade
durch D vollendet den Beweis.

Hilfssatz 6 (Parallelogrammsatz): Sind A, B, C drei verschie-
dene Punkte, so hat die Parallele durch C zu AB mit der Par-
allelen durch B zu AC mindestens einen Punkt gemein.

Beweis (s. Fig. 3): Wenn jede Gerade nur zwei Punkte enthilt,
ist die Behauptung durch Axiom G, IIb gefordert. Andernfalls
enthilt 4B nach Hilfssatz § einen dritten Punkt 2. Nach dem
Trapezaxiom schneidet die Gerade P die Parallele zu 4¢ durch
B in einem Punkt D und ebenso schneidet DB (im Fall D =B
lige C auf 4B und die Behauptung wire trivial) die Parallele
zu PB durch C, w. z. b. w.

Definition 6 Eine Punktmenge des affinen Raumes heiBt ein
Unterraum, wenn sie erstens mit je zwei Punkten alle Punkte
ihrer Verbindungsgeraden und zweitens mit je drei Punkten
A, B, C alle Punkte der Parallelen zu 48 durch C enthilt.

Bemerkung : Falls eine — und damit jede — Gerade mindestens
drei Punkte enthilt, ist die zweite Forderung nach dem Trapez-
axiom eine Folge der ersten. Andernfalls ist die zweite Forderung
allein wesentlich und die erste trivial. Wie in § 1 gilt
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Hilfssatz 7. Der Duvchschnitt beliebig vieler Unterrdume ist
etn Unterrawm.

Damit kann die H7lle einer Punktmenge genau wie im pro-
jektiven Fall (Definition 3) erklart werden und ebenso der Begriff
der Abhingigkeit.

Hilfssatz 8 : Wenn die Geraden AB und CD einen Punkt ge-
mein haben oder parallel sind, so haben die Geraden AC und
BD einen Punkt gemein oder sie sind parallel.

Bemerkung : Wenn im Folgenden Punkte oder Gerade mit
verschiedenen Buchstaben bezeichnet werden, sei, wenn nichts
anderes gesagt wird, stillschweigend vorausgesetzt, daf sie ver-
schieden sind.

Beweis des Hilfssatzes 8: Die Fille, in denen 3 der 4 Punkte
A, B, C, D auf einer Geraden liegen, erledigen sich trivial. An-
dernfalls sei

Fall 1 (s. Fig. 4): AR || CD. Nach Hilfssatz 6 hat ¢ mit
der Parallelen zu 4C durch B einen Punkt Z gemein. Im Fall

Fig. 4 Fig. s

E = D sind wir fertig, andernfalls haben 4C und B nach
dem Trapezaxiom ecinen Punkt gemein, w. z. b. w.

Fall 2 (s. Fig. 5): ABNCD = S. Die Parallele zu 4¢ durch
B hat mit SC = D nach dem Trapezaxiom einen Punkt 7
gemein. Im Fall £ = D ist 4C || BD; andernfalls hat die Par-
allele zu BE durch € (d.h. die Gerade 4(C) mit DB einen
Punkt gemein, w. z. b. w.

Hilfssatz 9 Ist W edn nicht leever Unterraum und P = Wein
Punkt, so besteht die Hiille WP aus allen und nur den Punkten
auf den Parallelen zu O P durch Punkte von 1, wobei O ein be-
lickiger, aber ein fiir allemal festgehaltener Punkt aus W 7st.
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Beweis: Es geniigt, zu zeigen, dal} die Menge M der Punkte
auf Parallelen zu OP durch Punkte von Ul ein Unterraum ist.
Uy, Us, . . . seien Punkte aus 1.

Fall 1 (s. Fig. 6): Jede Gerade enthilt mindestens drei Punkte.
Nach Hilfssatz 8 haben die Geraden 4,4, und U,U, — wenn
}1—1_[71',;4__—(};:]515 und 4 € A, A, vorausgesetzt wird — einen
Punkt S gemein oder sie sind parallel; daher schneidet die Par-
allele zu U, A, durch A die Gerade ,U, (nach Hilfssatz 6 oder
Axiom G, ITa), w. z. b. w.

S U, U ) 0
2 1 %
4, /
p P
’41

Fig. 6

Fig.y Fig. 8

Fall 2 (s. Fig. 7 und 8): Jede Gerade enthilt nur zwei Punkte.
Dann sind in jedem Viereck mit zwei parallelen Seiten auch die
anderen beiden Seiten sowie die beiden Diagonalen parallel. Es
sei etwa U, A, | U, 4, || Uy 4, OP und A, A4 || 4,4, Dann ist
A, A || UU,. Es gibt einen Punkt U &€ U mit U,J || U, U,
Aus U, U || Az A folgt U, A, || UA || OP, also A € M, w. z. b. w.
Der andere noch mégliche Fall ist (Fig. 8) U,A,llOP und
U,All Uy A, oder, was dasselbe bedeutet, 4, A4 || 7, U,. Dann gibt
es einen Punkt U € U mit U7, || U, U, || A4, Folglich ist A ||
| U, 4, ll0P, A € M, w.z b.w. Aus dem damit bewiesenen
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Hilfssatz 9 folgt, daB auch in unserer affinen Geometrie das
zweite Abhingigkeitspostulat (s. § 1, Hilfssatz 4) gilt, wihrend
die beiden anderen unmittelbar aus der Definition folgen. Auch
Hilfssatz 3 gilt unverindert.

§ 3. Basissatz und Dimensionsformeln

Zu den folgenden Definitionen und Sitzen vgl. [D], ferner
Schiek.

Definition 7 : Eine Punktmenge P des (projektiven oder affinen)
Raumes heil3t eine Basis des Unterraumes U, wenn I. 9 in sich
unabhingig ist und wenn II. 9 = Ul ist.

Definition 7a: Eine Punktmenge % heifle eine Basis des Un-
terraumes U zber der Punktmenge Q, wenn 1. P in sich unab-
hingig {iber Q ist und II. PQ = U ist.

Satz 1 (Basissatz): Jeder projektive oder affine Rawum im
Stune des §1 oder §2 hat eine Basis. Allgemeiner. Sind 9P,
N C P, Q beliebige Punktinengen, so enthdlt Y eine Basis P, von
VYQ diber Q, die ihrerseits cine Basis ¥y = U wvon AR iiber Q
enthdlt. Alle derartigen Basen sind gleichmdchtig.

Definition 8 (vgl. auch Menger S. 465): Die um eins ver-
minderte Miachtigkeit einer (also jeder) Basis eines Unterraums
heiB3t seine Dzmension.

Die Dimensionen der leeren Menge, eines Punktes, einer Ge-
raden sind also —1, o, 1. Unterrdume der Dimension 2 heillen
Ebenen.

Definition 9. Ist L ein Unterraum, iber dem der ganze Raum
die Dimension D hat, so heilit © die Codimension (vgl. Bourbaki
S. 34 ff.) von U. Unterrdume der Codimension o nennen wir
Hyperebenen, Unterraume der Codimension 1 Hypergeraden.

Der Basissatz sichert die Existerzz von Hyperebenen. In der
projektiven Geometrie gilt

Satz 2 (vgl. [D]): U, B, Q seien Unterrdume mit L = AN B;
n sez die Dimension des ganzen Raumes. Dann gelten die Formeln
(1) dim ¥ 4+ codim U + 1 = n,
(2) ®Bdim ¥ + Sdim B = “dim %4 N B + “dim U,
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() Ydim TB — ADBJim B
4) codim U —f— codim B = codim ¥ N B -+ codim AD
(3) dim A -+ codim AB = codim B + Sdim ¥ N B.

Zum Beweis (s. [D]) diente

Hilfssatz 10 (vgl. Baer 1, S. 17 unten): Sind U, B Unterriume
des projektiven Raumes und sind %y, By Basen von U und B iiber
ihrem Durchschnitt D, so ist die Vereinigungsmenge %y U B,
eine Basis von DB diber D.

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse kann man leicht zeigen,
daB die Verbandsaxiome der projektiven Geometrie aus den Axio-
men des § 1 folgen. Um z. B. die Gultigkeit der Baerschen Ver-
bandsaxiome (Baer 1, S. 2581f.) zu verifizieren, miissen wir im
wesentlichen nur noch das sog. Dedekindsche Postulat fiir
modulare Verbande (Baer 1, S. 9 und S. 259) beweisen.

Satz 3: Sind R, S, T Unterrdume mit K © &, so ist
SNRIT=RE@N T
Wir beweisen zunachst den auch fir sich interessanten

Hilfssatz 11 Sind U, B verschiedene, nicht leeve Unterriume
und ist P ein Punkt aus UB, so gibt es Punkte A & A, B = B
mit PE AB.

Beweis: Es sei 2 weder in % noch in ¥ gelegen (andernfalls
ist die Behauptung trivial). Nach Hilfssatz 3 gibt es Unterraume
WU, B, S B von endlichen Dimensionen, so dafl P < AP, ist.
Nach (2) wird dim %, PN B, + dim WP, = dim Y, P +
+ dim ¥; > dim ¥, + dim B; = dim ¥; (| B; 4+ dim A, B, also
dim 9, N B; > dim U, N B, d. h. es gibt einen Punkt B, der
in 9, 2 N By, aber nicht in U, N B, liegt. Nach Hilfssatz 2 schneidet
U; die Gerade B2 in einem Punkt 4, w. z. b. w.

Beweis des Satzes 3: I. Die Unterriume % und &N Z liegen
in dem Unterraum SN RT, also ist RGN I) & SNHRI.

I1. Zu zeigen ist noch @ N RIT < RGN I). Falls R oder T leer
ist, ist die Behauptung trivial, ebenso im Fall % = . Andern-
falls sei S ein Punkt aus @NRT. Nach Hilfssatz 11 gibt es
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Punkte RE R und 7E T mit SE R7. Im Fall S& R st
S ERE NI, was bewiesen werden sollte. Im Fall .S €= R ist
auch 76¢x R, 7€ ¢, also 7 R(E N T) und damit wegen
RERGNIT) auchS & RSN I), w.z. b.w.

Die Unterrdume eines projektiven Raumes, der den Axiomen
G, I'und G, IT gentigt, bilden also einen modularen Verband.

§ 4. Die Schiebungen und Dehnungen des affinen Raumes

Hilfssatz 12 Nimmnt man aus einem projektiven Rawm eine
Jeste Hyperebene u heraus und setzt fest, daff zwei Geraden des
Restraumes genawn dann parallel heifien sollen, wenn sie einen
Punkt von u gemein haben, so bilden die Punkte und Geraden des
Restrawmes einen affinen Rawm im Sinne des § 2.

Der Beweis lduft auf eine einfache Verifikation der Axiome
G, I bis G, IV hinaus und ist so einfach, dal er hier nicht aus-
gefuhrt zu werden braucht.

Die Umkehrung des Hilfssatzes 12 ergibt sich spiter analytisch.
In der projektiver Geometrie kann jetzt leicht der Desargues-
sche Satz bewiesen werden, und zwar unter wesentlicher Ver-
wendung der Axiome G, III und G, IV. DaB} Axiom G, III
unentbehrlich ist, erkennt man an dem Gegenbeispiel einer
nicht-Desarguesschen Ebene € (Hilbert, §23; Segre, S. 110),
die durch einen Punkt 7 zu einem Raum erginzt wird, so daB
eine € schneidende Gerade durch 2 nur aus zwei Punkten be-
steht. Offenbar geniigt der so konstruierte Raum den Axiomen
G, I, G, 1II, G, IV; aber der Desarguessche Satz gilt nicht.

Wir benétigen im folgenden den affinen Desarguesschen Satz,
auf dessen Beweis wir nicht verzichten kénnen, weil die Umkeh-
rung des Hilfssatzes 12 noch nicht zur Verfugung steht.

Satz 4: Sind die verschiedenen Geraden A, A,, B,B, C,C,
parallel oder haben sie einen Punkt S gemein und ist A\ B, || A, B,
A,C, |l A,C,, soist auch B C, | B,C,. Sind wmgekehrt entspre-
chende Seiten zweier Dreiecke parallel und verschieden, so sind
die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken entweder par-
allel oder sie haben einen Punkt gemein (diese Ausdrucksweise
wurde der Kiirze halber gewihlt).
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Wir beweisen zunichst

Hilfssatz 13 Nicht parallele Gerade einer affinen IEbene
schneiden sich.

Beweis (s. Fig. 9): Es sei C €= 4B und D & ABC. Nach
Hilfssatz 9 liegt 2 auf einer Parallelen zu 4C durch einen Punkt

A U B

D
Fig. g

U & 4B, woraus nach Hilfssatz 8 folgt, dal die Geraden 4B
und C D einen Punkt gemein haben oder parallel sind.

Hilfssatz 14: Sind a und b, sowie @' und & sick schneidende
Gerade und ist a || @, b b, so haben die Ebenen qp und a'§' ent-
weder keinen Punkt gemein oder sie sind identisch.

Beweis: Ist P & 24 N &4’ so enthalten beide Ebenen die
(verschiedenen) Parallelen durch 2 zu @ und zu 4, sind also
identisch.

Nun seien A, B,C; und 4 B zwei Dreiecke in verschiedenen
Ebenen und die Verbindungsgeraden E, E_El, EZ‘—I seien ent-

weder parallel oder haben alle drei einen Punkt S gemein, fer-
ner sei AB | A, B, und AC || 4,C,. Dann liegen die Geraden
B,C, und B in einer Ebene. Nach Hilfssatz 14 schneiden sie
sich nicht, sind also parallel (vgl. Fig. 10).
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Sind umgekehrt entsprechende Seiten beider Dreiecke par-
allel, so sind 44, und BBy, A4, und CCy, BB; und C(; sich
schneidende oder parallele Geradenpaare. Falls eines dieser Ge-
radenpaare einen Schnittpunkt hat, so liegt dieser in jeder der
drei Ebenen AB{AB, A,C,AC, B,C,BC, ist also auch Schnitt-
punkt der beiden anderen Geradenpaare, womit der rdumliche
affine Desarguessche Satz bewiesen ist. Der ebene Satz wird dann
in {iblicher Weise auf den rdaumlichen zurlickgefiihrt. Der Sonder-
fall, daB3 jede Gerade nur zwei Punkte enthilt, erledigt sich tri-
vial (in diesem Fall geht es ohne das rdaumliche Axiom G, IV).

Definition 10 Eine umkehrbare eindeutige Abbildung der
Menge der Punkte eines affinen Raumes auf sich, bei der Punkte
einer Geraden stets in Punkte einer zur ersten parallelen Ge-
raden ubergehen, heiBle eine De/inung ; falls sie einen Fixpunkt
hat, eine eigentliche Dehnung, andernfalls eine umeigentliche
Delhnung oder Schiebung. Die Identitit sei sowohl eigentlich als
auch uneigentlich.

Satz 5. Sind O, A, A" drei Punkte einer Geraden und ist O
von den beiden anderen Punkten verschieden, so gibt es genau eine
eigentliche Dehnung Mg 4 41, die O fest lafit und A in A’ diberfiihrt.
Es gibt ferner gemnaw eine Schicbung, die A in A diberfiihre.
Sie fiihrt alle zu AA parallelen Geraden einzeln in sich iiber.

Man kann nidmlich ohne weiteres ganz einfache Linealkon-
struktionen (s. Fig. 11 und 12) angeben, die die gewinschten

NN
v

Fig. 11 Fig. 12

Abbildungen liefern. Dal} diese Konstruktionen eindeutig sind,
und daB sie wirklich jede Gerade in eine zu ihr parallele Gerade
Uberfithren, folgt aus dem Desarguesschen Satz (man vgl. W.
Schwan S.20; Hessenberg S. 100).
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Hilfssatz 15.: Die Dehnungen des affinen Raumes bilden eine
Gruppe Gy, in der die Schicbungen einen Abelschen Normalteiler
bilden (Schwan S. 20; Artin).

Beweis: 1. Die Gruppencigenschaft der Dehnungen ist klar.
11. Wire das Produkt zweier Schiebungen 2, ¥’ keine Schiebung,
so hitte es einen Fixpunkt #, also wire Z¥'F = Foder X' F =
$-1F, Nach dem zweiten Teil von Satz 5 wire also X' = X1
und =X wire die Identitit, also doch eine Schiebung.

I1. Die Kommutativitit der Schiebungsgruppe folgt aus der
Parallelogrammkonstruktion, ihre Normalteilereigenschaft in
G, daraus, daf3 A='2A mit A € G, jede Gerade des Parallel-
biindels der bei Z fest bleibenden Geraden in sich Giberfiihrt.

Hilfssatz 16 : G sei die Gruppe aller Dehnungen mit dem Zen-
trum (d. h. dem Fixpunkt) A; S, sei die Gruppe der Schicbun-
gen, die die Gerade g in sich diberfiihren. Filr belicbige Punkte
A, B sind dann die Gruppen G, und Gy, sowie fiir belicbige Ge-
rade g, h die Gruppen S, und S, isomorph. Die bis auf Isomor-
phie bestimmte Gruppe G 4 bzw. S, nennen wir die lineare Deh-
nungsgruppe bzw. die linearve Schicbungsgruppe.

Beweis: 1. X, sei die Schiebung, die 4 in B iiberfiihrt. Dann
ist
Gp=ZapGaZpa

d. h. G4 und Gj sind in G, konjugiert.

I1. g und /% seien zwei Gerade einer Ebene. Ferner sei in die-
ser Ebene ein Buschel paralleler Geraden gegeben, das weder
g noch /% enthilt. Dann erzeugt die Gruppe S, eine Vertau-
schungsgruppe der Biischelgeraden, die zu S, isomorph ist
und S, erzeugt (nach Satz 5) offenbar dieselbe Vertauschungs-
gruppe. Also sind S, und S, isomorph. Nochmalige Anwendung
dieses Ergebnisses auf eine mit 4 in einer Ebene liegende Ge-
rade vollendet den Beweis.

Hilfssatz 17 : Ist W einUnterraum, PE= W ein Punkt, so bilden die
Punkte aller Parallelen durch P su Geraden aus W einen Unter-
raum B, der zu | punktfremd ist und die gleiche Dimension und
Codimension hat wie . B heiffe ein zu | paralleler Unterraum.
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Beweis: Dall die Punktmenge 9B zu U punktfremd ist, folgt
aus der zweiten Definitionseigenschaft des Unterraums, weil
sonst £ zu Il gehoren miifite. DaBl B ein Unterraum ist, folgt aus
der Tatsache, daf die Schiebung Zy;p mit U & U den Unterraum
Il in die Menge B iiberfihrt (weil jede Schiebung oder Dehnung
Unterrdume in Unterrdume transformiert). Ferner ist UL =
= U2 =20, d.h. U und B haben gleiche Dimension und
Codimension.

Hilfssatz 18 : n sei die Dimension des Rawmes. Dann ist die
volle Schiebungsgruppe Gy, das direkte Produkt aus v der linea-
ren Schicbungsgruppe isomorphen Gruppen (oder. die direkie
n-fe Potenz der linearen Schicbungsgruppe).

Beweis: £ sei ein beliebiger Punkt, ¥ = (0, By, B,, . . ., B,
...) sei eine Basis des affinen Raumes. %, = % — B, ist eine
Hyperebene. Die Gesamtheit aller Punkte auf Parallelen durch
P zu Geraden aus B, bildet nach Hilfssatz 17 eine zu ¥, par-
allele Hyperebene %,. Nur fiir endlich viele p ist ¥, == %, denn
nach Hilfssatz 3 liegt P in einem Unterraum, der von endlich
vielen Punkten aus ¥ erzeugt wird, etwa dem Unterraum
OB, B,,...Bu, Firw==u, (¢==1, 2,...%) ist also P & B,
d.h. B, = ¥,. Es sei nun 4, = A, N OB, gesetzt. Fir p 4=y,
(7 =1,..., n)ist offenbar A, — 0. Es wird

B, flir pw =21
Z()Au B, = .
QIM flir p = A

Daraus folgt die Zerlegung
Zop = ZOAU_I 204

X .
2 ()“lln

Sie ist eindeutig, denn sonst crhielte man eine Darstellung der
Identitat

_ S y ;
Zop = 20.-1(,‘ Zoay, LC,Aam mit # > o, Ac,zi == 0,

was nicht sein kann, da die rechte Scite die Hyperebene %,
nicht fest 143t. Damit ist Hilfssatz 18 bewiesen.
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§ 5. Einfiilhrung von Koordinaten

Wir fithren jetzt ein Koordinatensystem ein, indem wir 1. eine
Basis 0, E!, E?, ..., E% ... (etwa wohlgeordnet) und II. die
Hyperebene ¢ = €, wobei € die Menge aller von O verschiede-
nen Basispunkte £* ist, sowie alle zu ¢ parallelen (s. Hilfssatz 17)
Hyperebenen, insbesondere die durch O gehende Hyperebene
ol e ein fiir allemal festhalten. Die zu e parallelen Hyperebenen
nennen wir die Haupthyperebenen. Sie bilden das Hauptbiischel.

S, p sei ein fiir allemal die Schiebung, die den Punkt 4 in den
Punkt B, Ag,, die Dehnung mit dem Zentrum O, die die
Haupthyperebene ¢ in die von o verschiedene Haupthyperebene
a uberfiihrt.

Definition 11:* Die Addition von Punkten wird definiert durch

6) A+ B= ZOAB = ZOA Z013 Q,

die Multiplikation von Haupthyperebenen mit Punkten (nicht
umgekehrt!) durch

(7) A L O, ea ‘1 fUI a :%: 0
a*s A=
C fL'II‘ a —= 0.

Aus (6) folgt unmittelbar

Hilfssatz 19: Die Punkte bilden hinsichtlich der Addition
eine der vollen Schicbungsgruppe isomorphe Gruppe.

Definition 12 Sind %, B Punktmengen, so bedeute U 4+ B
die Menge aller Punkte 4 4+ B mit 4 € U, B E B; ferner
a - U die Menge aller Punkte @ - 4 mit A & .

Ist A ein Punkt, U ein Unterraum und @ == 0 eine Haupthyper-
ebene, so ist offenbar 4 + % und ebenso @ + U ein zu U paralleler
Unterraum.

1 Herrn Prof. R. Baer verdanke ich den Hinweis, daB sich der Koordinaten-
kérper auch auf vom Koordinatensystem unabhiingige Weise als Endomorphis-
menkorper der vollen Schiebungsgruppe einfithren 148t (Artin). Die Artin-
schen Gedanken lassen sich auf unseren Fall unbeschrinkter Dimension un-
verindert anwenden.

3 Miinchen Ak. Sb. 1954
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Hilfssatz 20: Sind W und B parallele Unterrdume, so ist
W+ B ein s W und B paralleler Unterraum.

Beweis: Es sei 4;, €U, 4, € U A4; 4+ B und 4, -+ B sind
zu B parallele Unterrdume. Sie enthalten die Punkte 4; + B
bzw. 4y 4 B, die beide in dem zu ¥ parallelen Unterraum % 4 B
liegen. Daherist # + B=A4, + B =4, +-B=U-+ B, w. z.
b. w.

Wendet man diese Ergebnisse auf die Haupthyperebenen an,
so folgt

Hilfssatz 21 Die Haupthyperebenen bilden hinsichtlich der
Addition eine Gruppe vom Typus der lincaren Schiebungs-
gruppe,; die von o verschiedenen Haupthyperebenen bilden hin-
sichtlich der Multiplikation eine Gruppe vom Typus der linearen
Delnungsgruppe.

Hilfssatz 22 Fiir parallele Unterrdume U, B (insbesondere
also fiir Punkte und Haupthyperebenen) gilt das crste distribu-
tive Gesetz

(8) @ U+ B)=a-U-+a-B.

Beweis: Fiir @ = o ist die Behauptung trivial. Es sei nun
a == o. Falls ¥ und ¥ einzelne Punkte A4, B sind, wird

a-(4+ B)= Ao,ea Zoa Zop O =
[AO, ea EOA Aél ea] [AO, ea EOB AE)l, eu] 0.

In den eckigen Klammern stehen wegen der Normalteiler-
eigenschaft der Schiebungsgruppe die Schiebungen 2,4 bzw.
2gap- Das ist die Behauptung. Die allgemeine Behauptung er-
gibt sich daraus nach Hilfssatz 20.

Hilfsatz 23 5 Fiir Unterrdume N gilt das sweite distributive Ge-
setz

(9) (@ +6)U = aW + 69,
Beweis: P sei ein beliebiger Punkt der beliebigen Menge P. Die
Abbildung TP = aP + 6P hat die Eigenschaften T2 & OP

und I'P & a® + &9. Ist P ein Unterraum, so ist (P + 6P) || P,
auller im Fall a —= 4 = o.
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Fall 1: Es gibt einen Punkt 2 mit I'P = P' == 0.

Ist Q ein beliebiger, nicht auf O gelegener Punkt, so liegt I'Q
auf der Parallelen @ - PQ + &+ PQ zu PQ durch 7', ferner auf
(_)a. Es ist also I'Q == 0, und @' = I'Q wird durch eine Lineal-
konstruktion gefunden, die genau mit derjenigen fiir eine Deh-
nung iibereinstimmt. I" ist also eine Dehnung mit O als Zentrum,
d. h. es gibt eine Haupthyperebene ¢ == o, fiir die I'P = ¢ - P gilt.
FirY =ewirdl'e = a4+ b= ce,alsoc=a+0b, w.z.b.w.

Fall 2 Fir jeden Punkt Pist I'P = O, also 'Y =0 P. Im
Fall PE ¢ wird O = T'P & ae 4 be = a + b. Andererseits ist
O € o, also (nach Hilfsatz 20) ¢ + 6 = o0, w.z.b.w. Wir haben
damit

Satz 6. In jedem affinen Raum, der den Axiomen des § 2 ge-
niigt, bilden die Haupthyperebenen einen — nicht notwendig kom-
mutativen — Kjrper K. Die Punkte bilden einen Linksvektorraum
B (Pickert 1, § 10; Bourbaki S. 4 und S. 321f.) der Dimen-
sion w diber K. Die Geraden sind gegeben durch die Menge der
Punkte A + w.B, wobei A und B == O verschiedene, feste Punkte
sind und . alle Elemente von K durchliuft. Die ein- bzw. zwei-
bzw. k-gliedrigen Untermoduln (Linksmoduln) wvon B sind die
O enthaltenden Geraden, Ebenen bzw. k-dimensionalen Unter-
ramme.

Umgekehrt sicht man leicht, daB jeder Vektorraum der Di-
mension n > 2 iiber einem Kérper ein affiner Raum im Sinn des
§2 ist.

Jetzt kénnen wir Hilfssatz 12 umkehren:

Hilfssatz 24 Jeder affine Raum R, 1ift sich so in einen pro-
Jektiven Rawm einbetten, dafi R, aus dem letzieren durch Weg-
lassung einer Hyperebene entsteht.

Beweis: I. ®, ist Linksvektorraum {ber einem Kérper K. Je-
der Punkt P gestattet in unserem Koordinatensystem eine ein-
deutige Darstellung

(10) P =z EiEi = iiEi,
wobei die £; Elemente von X (in geometrischer Deutung Haupt-

hyperebenen) sind. Wir verwenden die Einsteinsche Konvention
3*
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und lassen bei Summen iiber einen unteren und einen oberen In-
dex das Summenzeichen weg. Weiter bezeichnen wir die Korper-
elemente 0 und ¢ i.a. ab jetzt mit den tiblichen Zeichen o und 1.
Die &; verschwinden bis auf endlich viele und heillen die én/omo-
genen Koordinaten des Punktes P (im gegebenen Koordinaten-
system).

Der Vektorraum R, 1aBt sich algebraisch erweitern zu einem
Vektorraum %), mit einem weiteren Basispunkt O'. Setzt man
B = 0, B' = E' + O (d. h. B'sei die vierte Ecke des Parallelo-
gramms mit den beiden Seiten OO0’ und O Z"), und wiahlt man
als neues Koordinatensystem fiir SR; das System (O, B9, BY, ..,
BY, .. ), so liegt jeder Punkt P von R, in genau einem einglied-
rigen Linksmodul (d. h. auf einem Strahl durch O’) von %/, jede
Gerade von R, in genau einem zweigliedrigen Modul von ®,. Die
Inzidenz zwischen Punkten und Geraden driickt sich durch das
Enthaltensein des zugehérigen eingliedrigen Moduls in dem zur
Geraden gehérigen zweigliedrigen aus. Die Koordinaten eines
Punktes sind in ®, und R/, dieselben, nur kommt in R, noch eine
Koordinate &; = 1 hinzu.

Wir nennen nun jeden eingliedrigen Linksmodul von %/, einen
Punkt des projektiven Raumes R, und jeden zweigliedrigen eine
Gerade von R, wobel wieder die Inzidenz durch das Enthalten-
sein definiert sein soll.

I1. Es 1dBt sich nun leicht zeigen, daB3 in &, die projektiven
Axiome des §1 erfiillt sind. G, I ist erfiillt, weil zwei verschiedene
eingliedrige Linksmoduln in genau einem zweigliedrigen liegen.
Auch G, II gilt: Seien ndmlich 4, B, C, D vier verschiedene
Punkte aus ®,, d. h. vier paarweise (links) linear unabhingige
eingliedrige Moduln aus ;. Die Moduln (4, B) und (C, D) sol-
len einen Punkt gemein haben, es gebe also Elemente «, 4, ¢, &
von X, die nicht alle verschwinden, soda3eA + 6B = ¢C 4 dD
ist. Daraus folgt a4 —c¢C = —6B + 4D, d. h. die Moduln
(4, C)und (B, D) haben ein Element gemein, das wegen der paar-
weisen linearen Unabhingigkeit der Moduln (4), (B), (C), (D)
von O’ verschieden ist, w.z.b.w. G, 1V gilt, weil ein mindestens
vierdimensionaler Vektorraum stets zwei zweigliedrige Unter-
moduln enthilt, deren Durchschnitt nur aus dem Nullvektor be-
steht. G III folgt daraus, daf jeder zweigliedrige Modul minde-



-
P
o |
- .. <
l-‘
gl P R
S -
-
[ S
-
- -
A

3 : “.'ﬂ - g ‘.r‘q. e e .w‘.u? g
- . - cauat™ . . e -
. 'y - " - D ..ul
., - g - a4 - - - -
’ # e g ;“
- - & - - 1 L : - r
- ] S T -
r .‘! V ol ek L
- " . 4 pi— « -
e - 3 s = Y -
- v - . _ i. ~ - .
- - - ’ A0
- - - b 4 W T, . L
4 - < S  mY Pw
- - . - - e 4
< ) - - o s
PEET D o s o Lof e PR 3
A . - - L e M, -
v A - A e T e B o O .
. - — 4 e F - o . n.. y -~ -
P 4 - e el . St o A -
- ‘ ...i. - AL - s ‘ » - -
N - G S,
e 3 F evsay Wy I, - :
w * % o e S e * “ 4.
- S - - P 3 .\‘ - S
- e - .. .o : i . >
ol - = v e v o o
e - - P, - -, R E
" g - .‘:‘. TN 2 - = s o -
- ‘- o e - e : vy
- e a L e r . g - a.."- 4 .
- . - - - -
4 i ol - gl 1 m,.» .‘. .pvl Fa "o - , r— - .
. P ST LA LT3 0T Kt
ra. - il T e “c o - :
- - \ —C e O - r Y . K -
’ : - e o e A K o o o ‘ : - -
2 " i A S W AR S - .
_— - - - iy 1 ._.(‘ 5 A r\% = (l »
S a4 - ” . = . -y B
e - 1o+ ot - d &
3 - ‘ .H.. o - - = . ] S ..'. Yy «.ﬂ £ - o
" " ‘ 4 . . -
« 5 o e N, ‘,‘ o e L - 4 .l - -
"y <+ P T 4 o -
- -8 e ¢ 5 " - - - o
fa * " =K. ‘£ - - s
- ¢ . -« -












































































































