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Uber die Preece’schen Kettenbriiche
Von Oskar Perron in Miinchen

Vorgelegt am . Januar 1953

§ 1. Ziel der Arbeit

Unter den vielen unbewiesenen Formeln, mit denen Ramanu-
jan die mathematischeWelt iberrascht hat und die in den Collect-
ed Papers abgedruckt sind, findet man auch die folgenden zwei
(Seite XXVIII):

g X ge=tVs o [1:, 2l Sy 2 l]w
(.',r’f""v" T T T ber?

2% "—lli 1 3 3 1T
o ll__;_ ‘ll_l— v |
4 r ot dz—[fl T R ]v 1’

In der ersten Formel ist die rechte Seite eine Abkirzung fir den
ausfiihrlich geschriebenen Kettenbruch

Analog ist die zweite Formel zu verstehen, und entsprechende
leicht verstandliche Schreibungen werden im folgenden stets ge-
braucht.

In dem Bestreben, hinter das Geheimnis dieser Formeln zu
gelangen, hat Herr Preece Kettenbriiche fi'lr die Int(‘grale mit

einer Variabeln an Stelle der Konstanten } z und ] 3 gesucht
und ist dabei zu folgenden Formeln gckommcnl.

' C.T. Preece, Theorems stated by Ramanujan (X), The Journal of the
London mathematical society 6 (1930).

Miinchen Ak. Sb. 1953



22 Oskar Perron

(1.1) j il x_tt dt = l;':l—”j]&_l
(1.2) j?j—i———;_t?dt = ;1_;21—1‘ 5 |4:2’ + lx;;—v%[]:l’
N o T ]

Aus der zweiten fir x = ]/5 und aus der vierten fiir x = 1/3
entstehen durch eine einfache Aquivalenztransformation die Ra-
manujanschen Formeln. Herr Preece gelangt zu seinen Ketten-
briichen, indem er die Funktionen

24 2fe—t
etie—t 4 et:l:e—f

nach Potenzen von ¢ entwickelt, die Reihen mit e~ *! multipliziert
und dann gliedweise von o bis 0o integriert. Die so entstehenden
fur alle x divergenten Reihen stellen allerdings die betreffenden
Integrale flir x — oo asymptotisch dar; der weitere Weg bis zu
den Kettenbriichen unterliegt jedoch den gleichen Bedenken, die
ich kiirzlich zu dem in der gleichen Arbeit enthaltenen Beweis
einer anderen Ramanujan-Formel gedullert habe? Auf alle Fille
bedeutet aber diese Methode ein fruchtbares heuristisches Prin-
zip, um derartige Kettenbriiche Uberhaupt einmal zu finden,
wenn sie auch nicht als strenger Beweis gelten kann. Im folgenden
will ich nun die Preece’schen Formeln und noch eine Reihe wei-
terer mit Hilfe der Bauer-Muir-Transformation herleiten, die
ich auch in meiner gerade zitierten Arbeit zum Beweis der dorti-
gen Ramanujan-Formel benutzt habe. In § 2 soll zunichst das

Wesen der Methode auscinandergesetzt werden; in den folgenden

2 Oskar Perron, Uber cine Formel von Ramanujan. Diese Sitzungs-
berichte Jahrgang 1952,
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Paragraphen folgen dann die verschiedenen Kettenbriiche ein-
fach als Beispiele. Wie ich dem Buch von Wall3 entnehme,
sind die gewonnenen Formeln zum Teil schon von Stieltjes?
und Rogers?® auf andere Weise gefunden worden.

§2. Die Bauer- Muir-Transformation

Bezeichnet man die Naherungszéhler und -nenner des Ketten-
bruches

(2.1) [50 o |a;v]]

v=1
mit 4,, B,, so daB also
IAO =bo Ay =0boby+a;, A,=6, 4, 1 +a,d, , firv=zz

2.2
¢ )lBO = BT B,=b, B,_,+a,B,_, fir v=2

ist, so kann man einen Kettenbruch

(2.3) ldu e ["f]

‘ dv v=1

bilden, dessen Niherungszidhler und -nenner nach Vorgabe irgend
einer Folge 7y, 7y, 75, . . . der Reihe nach die folgenden sind:

Ay + 7y Ay + 1Ay, Ay + 734y, Az + 734, ...
By, By + 7By By + 738y, By + 738, ...

(2.4)

Die GréBen ¢,, 4, sind diesen Forderungen gemiB leicht zu be-

3 H. S. Wall, Analytic theory of continued fractions. New York 1948.

4 T.]. Stieltjes, Sur la réduction en fraction continue d’une série procé-
dant suivant les puissances descendantes d’une variable, Annales de la faculté
des sciences de Toulouse 3 (1889) = Oeuvres, vol. 2. — Sur quelques intégrales
définies et leur développement en fractions continues, Quarterly journal of
mathematics 24 (18go) = Oeuvres, vol, 2.

8 1.J. Rogers, On the representation of certain asymptotic series as con-
vergent continued fractions, Proceedings of the London mathematical society,
ser. 2, vol. 4 (1907).
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rechnen und sind in meinem Buch® auf Seite 216 angegeben. Es

sind, wenn zur Abklirzung
(25> a,— 7V, (b/ + rv) = 9y
gesetzt wird, die folgenden:

do="by+ 7y =09y, dy=0by 41y

Py Py .
C, = a,_, y dv o b\' + v, Fy_» fUr V2.

Pv—1 Pv—1

Der transformierte Kettenbruch ist also dieser:

v=2

o1 | Ayl Py 1Pyt l}w
Py—1

T,
| 61 + 7y

2.6) by + 7o +
26) |6+ D e arc

Dabei mussen die ¢, natiirlich von o verschieden vorausgesetzt
werden. Man sagt dann, daf3 der Kettenbruch (2.6) durch eine
Bauer-Muir-Transformation aus (2.1) entsteht.

Nun ist folgendes klar: Wenn die Elemente a,, 6, des Ketten-
bruches (2.1) reell und wenn die Niherungsnenner 5, von einem
gewissen v an positiv sind, was insbesondere dann zutriftt, wenn
abgesehen vom Anfangsglied 4, die a,, 4, selbst positiv sind, und
wenn der Kettenbruch konvergiert, wenn ferner auch die 7, von
einem gewissen v an wenigstens 2> o sind, so ist der transformierte

Kettenbruch (2.6) ehenfalls konvergent und ist gleich dem ur-
N . B e . . . Ay +r,Ad,_
spriinglichen; in der Tat sind ja seine Naherungsbriiche” * " * :
/’)v 7y /))v—l
. . A, A,
Mittelwerte zwischen "~ und -~ *="
B, B, 1

der Inhalt von Satz 12 in Kett S. 220; nur ist dort zur Vermei-

Das ist im wesentlichen

dung der Briiche —® cine geidnderte Bezeichnung gewahlt.
Pyv—1

Fiir den gegenwirtigen Zweck ist es bequemer, die obige Bezeich-
nung beizubehalten.

Aber auch, wenn die B, und 7, nicht positiv sind, so da3 die
Niherungsbriiche des transformierten Kettenbruches keine Mit-

¢ Oskar Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen. Leipzig und Berlin
1913, zweite Aufl. 1929, Im folgenden unter Kett zitiert.
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telwerte sind, kann unter Umstinden auf Gleichheit der beiden
Kettenbriiche geschlossen werden. Das wird bei unserem letzten
Beispiel der Fall sein.

In den folgenden Beispiclen werden nun durchwegs die a,,_;
und a,, Polynome von v sein, die é,,_; und é,, ebenfalls; doch wer-
den letztere noch eine Variable x enthalten, so dal3 der Ketten-
bruch (2.1) eine Funktion #(x) ist. Man sucht nun die 7,,_; und r,,
so als Polynome von v zu bestimmen, dal3 ¢, von v unabhingig
wird. Dann hat der transformierte Kettenbruch (2.6) dieselben
Teilzihler wie der urspriingliche, nur mit einer Indexverschie-
bung. In den Teilnennern von (2.6) wird die Variable x vor-
kommen und der transformierte Kettenbruch wird ein dhnliches
Ausschen haben wie der urspriingliche. Die Beispiele sind so ge-
wihlt, daB einfach x in x4y geidndert erscheint, wo v eine
Konstante. Die Gleichsetzung der beiden Kettenbriiche gewinnt
dadurch das Aussehen einer Funktionalgleichung

P(xn) Fl+y) + Q)

() — -
2) RaoF(x+y) + 8@ °

N
8]

~J

~—

die dann, wenn die Matrix

(e sco

geniigend einfach ist, die Funktion F(x) durch Iteration zu be-
rechnen gestattet, indem man fir x der Reihe nach x, x 4+,
X2y, .. setzt,

Beim letzten Beispiel (§ 10) wird die Sache etwas komplizierter
sein. Da lassen sich zwar die 7,,_, und 7,, so bestimmen, daB} die
®2,—1 und g,, von v unabhiingig werder.; es wird aber nicht mehr
P3y—1= 93, sondern o,,_;=— g,,. Daher werden die Teilzdhler
des transformierten Kettenbruches nicht mehr gleich denen des
urspringlichen, sondern bekommen ein Minuszeichen. Man kann
nun aber auf den transformierten Kettenbruch eine zweite Bauer-
Muir-Transformation anwenden, wodurch wieder ein dem ur-
springlichen dhnlicher Kettenbruch entsteht und man eine Funk-
tionalgleichung der Form (2.7) erhilt. Bei der zweiten Bauer-
Muir-Transformation sind aber die 2, und 7, nicht mehr positiv,
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so daB} hier noch eine Sonderbetrachtung nétig wird (§ 11), um
sicher zu sein, daB3 der zweimal transformierte Kettenbruch gleich
dem einmal transformierten ist.

§ 3. Erstes Beispiel

Bei dem Kettenbruch

G F@=[rt 0 T, o>

ist a, = ¢v? b, = 2v+ x und, allenfalls vom Anfangsglied &, ab-
gesehen, sind alle a,, 4, positiv. Nach dem Kriterium Kett S. 230,
Satz 10 erweist er sich als konvergent?. Wir suchen nun», =pv +y¢
so zu bestimmen, dall ¢, von v unabhidngig wird. Zunichst ist

nach (2.5)
9y =evt—(pv+qg—p) 1 +2)v+ g+

Damit das von v unabhédngig wird, miissen p und ¢ so gewihlt
werden, dal3

p(p+2)=c¢ plgt+x)+@—p((p+2 =0

ist. Damit », von einem gewissen v an sicher positiv wird, muf
p > o sein. Aus diesen Forderungen ergibt sich

. SN _p(pta2)—px
(3.2) p=—14+V1+4e¢ ¢g= iz
Dann wird
(3-3) oy =(—q) (g + ).
Nun ist

2p+ 2 2p+2 !

— p(p+2)—p=x _ (242 (p+2)
lq+x" 2p+2 +x_"'zp’-+-’2¢"

(3.4)

7 Auch bei den spiteren Beispielen wird sich die Konvergenz stets aus die-
sem Kriterium erkennen lassen, ohne dafl wir das erneut sagen.
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Damit o, 5 o ist, muB also x == — p sein. Mit Ritcksicht auf
Spiteres wollen wir sogar x >> -— p voraussetzen. Der transfor-
mierte Kettenbruch ist nun nach (2.6) der folgende:

? | cv—1)? |‘J°°
[”+9+’|‘2';xﬁ;p4q+lzv+x+zﬁ b2

(2—q) (g+x)

cv?

[__,-_ﬁ__,_l]‘”
_['r+9+l (—2) + (x+242p) {Iz'v}-x+2+2ﬁ =il

(p—q) (g +x)
=x+q+ g—p+F(x+z+2p8) "

Man hat daher die Funktionalgleichung

—g) (g +x) _x+pFr+2+42p)
F@=x+ gt e s — et T

oder einfacher unter Beriicksichtigung von (3.4)

(3.5) v 26+ 2 1 2 1

Fx)y — p4+z2 px —/ﬁ_-{-—z-F(x—{‘z-{—zp)'

Da nun p nach (3.2) von x unabhingig ist und da offenbar
lim /(x) = oo ist, ergibt sich aus (3.5), indem man x durch

X+ 00
x + 2v -} 2vp ersetzt, sodann mit (zﬁ _*_{

)v multipliziert und
schlieBlich nach v summiert:

1y 2pt2 (—p ) :
F(r)_é; p+2 ( ) prxt2viavg’

Die Reihe hat die Gestalt einer integrierten geometrischen Reihe

und 1dBt sich als solche in mannigfacher Weise summieren, z. B.
so:
1
J‘ Hx=1): (p+1)
(

—————d!
o G2y d rpe
wobei die oben gemachte Voraussetzung x >> — p wesentlich ist.
Man verifiziert das sofort, indem man den Integranden nach Po-
tenzen von ¢ entwickelt. Wenn man jetzt fiir #(x) den Ketten-
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bruch (3.1) und fiir p den Wert aus (3.2) einsetzt, ergibt sich das
Resultat

> B (x—1): V 14¢
1 cv® 14
] |—{— q ’J = 2 por = - Lt
| X [2v+r het g 0 14t +r4c—1)2
firc >0, v >—2, x > 1--} 1 4

Diese Formel steht ebenfalls in den Collected Papers von Rama-
nujan (Seite XXIX) und ist auch von Preece in einer anderen
Arbeit bestitigt worden®,

§ 4. Zweites Beispiel

Bei dem Kettenbruch

x >0,
m? <1, ut <1

(29 +

ist @, = (v2 — m?%) (vt — n?), b, = (2v + 1) x. Alle a,, 4, sind po-
sitiv? und der Kettenbruch ist konvergent. Diesmal wird man 7,
als Polynom zweiten Grades von v ansetzen und die Koeffizienten
so zu bestimmen suchen, daf3 ¢, von v unabhingig wird. Man
findet

1o at— s — p?

(4.2) r,=v:-4(—ax)v 4 s
Dann ist in der Tat

w, = (V-m?) (V- —

N E TS L I R X+ 1) 12—t
—[vz—{x'l)v:«‘ Y= VR () v ) - —]

2

(4.3)

()Pt
=7112722—I-( et i3

L)

10

- 12

8 C. T. Preece, Theorems stated by Ramanujan (VI): Theorems on con-
tinued fractions, The Journal of the London mathematical society 4 (1928).
% m?® und 72 diirfen auch negativ sein.
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oder durch Zerlegung in Faktoren
44 ¢ =— %H(l +1+mten)y(x+1—m—en),

wo das Produkt tiber die zwei Werte = = 4 1 zu erstrecken
ist. Damit o, == 0 wird, miissen wir also x 4 1 == -+ (m + #),
- (m —— ) voraussetzen. Es ist

by +r,—7r_o=(v+1)r+4v—4+20Q—x)=(2v—1) (x+2),

und da fiir hinreichend grofies v offenbar auch die Forderung
7, > o erfiillt ist, gilt also die Transformationsformel

(x4 1)2 = =or® %1 P Ly—12—n2| ((v—1)2 =] |

(N .
F:l/ 2 . 2142+ l+x,_ml—"’! [ (2"'— 1) (x +2)
R RiatAe 2

(£ +1)2— 0t — 2 | A(‘f""’/‘“’) (v2—a2) [

=0 2 (rtfP—mion? ;’I {2y 1)’(;, 2)

| 2 v=1

Aus ihr fliet die Funktionalgleichung

Fla) = (= 12—t — + o1
\*/ 1) —mt —n? Y

2 (x - Pt 2)

oder mit Benutzung von (4.3):

1 / N a - ' v
4.5 Fx v U+ 1y — P —®] F(x + 2) + m®5®
G by ) = . 1 g
Fla42)+ 5 o+ 12—k — 2%

Nunmehr unterscheiden wir zwei Fille: 79 = ound mn = o.
Fall 1. mn =+ o. Setzt man

) A mn
Fx)y —mn

G(x) + 1

= G(x also  Flx) =wmn
ik (@) =m Gx)—1’

so geht die Funktionalgleichung nach leichter Rechnung {iber in:

G2 — (1 dm—u) v+ —m+n) e
(@) (-1 ) (-1 — 2 — ) G(x+2)

Die hier auftretenden Faktoren haben wir als <= o vorausgesetat.
Sie bleiben von selbst == o, wenn a durch - + 2, 2 -4, . . . er-
setzt wird, weil ja 22 und 2, falls reell, auf das Intervall von — 1

©°
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bis 4 1 beschrinkt sind. Da augenscheinlich lim F(x) =00, also

im G(x) = 1 ist, so folgt aus der letzten Formel wenn man x

X=-> 00

durch x 4 2v ersetzt und das Produkt nach v bildet:

[e2]
. lr—1dovdm—n) (x—1 4 2v-—m+n)
G(x)_ II (t—1+2v+7717+ﬂ) (A—-l—}-”v—m——n)-

=1

Dieses Produkt 143t sich auf Grund der bekannten Formel

) @ i
atv v e Ca I , \
g R VT (€ = Euler’sche Konstante)

sofort in geschlossener Form darstellen:

F(.‘c+1 ;m+n) F(_}'_L!—m—-n)

2

r (Eﬂ- 1 Lm_—n )’p‘( S T

2

Somit ergibt sich das Resultat

3 2P v___nr _ ) 1
e+ S J =Gy

I“ x - ~__~n F \—l—m—ll

firx>o,m2 <1, 221, x+ 1=+ (m+n), 2 (m—n).

Fall 2. # = o. In diesem Fall vereinfacht sich die Funktional-
gleichung (4.5) zu

1 2 1

Sy T A aE—mr T Flad2)?
woraus wegen hm F(x) = co sofort folgt:
1 OC; 2
4.7) F(x) - \%1 (x—1 A 2v)2—nm?’
und fur # =F o durch Partialbruchzerlegung

[ee]
. Z 1 ( 17 1 )
v—1 e

x—1 - 2v—m x—1 4 2v-4m
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Diese Reihen sind auf Grund der bekannten Formeln

Sl —-—c—Fet+n

v
v=

o0 1 Nk 1 5
g; a v =r (@+1)— ['1"" (a+ 1)]
gleich
2;[ I_~ ﬁl ( = 12'——7‘”*) an 11 (‘"x'+ 12_;— ”—l—” (falls » + o),
; I;" (t ; l ) - ; i (_x-i— 1 H2 (falls 7 = o).

Man gewinnt daher die Resultate:

e o ) vzil]w B o (x 1 =7)1)_ ' fxi1—m ]
(4.8) lx {2y i)xr b=1 2m| T 2 r ( 2
fir x >0, 1 = m? > —co, m = o,
SRR Vi I R U A I LY xR
«9) | v F | (2v+ 1) ]«,:;1—_5'1‘ ( e )_?_l’ ( 2 )]
fur x - 0.

Fiir m = o 14Bt sich die Reihe (4.7) noch auf eine zweite Art
summieren. Es ist nimlich

¢ ; o (x4 2) L
2/ 27— (X2
J ot dt — f i dt
[{] 0
o 2 fe— (i l o0 , .
= f gy (e '—L’_l> dt — J‘ Zte—(.x-i-l)l dt — =
0 Y (x+1)
und daraus folgt sofort
J‘ 2 /e—xl = R ! N
dt = = - = NP v 2
(s e — — o
g ‘ ¢ ('L J 1)- (.l",- 3)- ‘:; (I—-l 4 2\;)-'
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Das ist gerade die Reihe (4.7) fiir 72 = o, so daf} sich das weitere
Resultat ergibt:

I ——_Vl——— 2 fe— Nl
@-10) [l-i'l+ Hev+1)x ] —f o=

Das ist die in § 1 erwahnte Formel (1.3) von Preece.

§ 5. Drittes Beispiel

Bei dem Kettenbruch

2y 1) —n? 12— 2% e
Gy F@=|s 4 2oy e
[ x x o=t
(x >0, 1 >u%>—o00, 4 > m? > —c0)
ist @y, ; == (2v— 1)2 — 2 a,, = (2v)* ——m?, b, =x. Dic a, 4,

sind wieder positiv und der Kettenbruch ist konvergent. Man
wird 7,,_, und »,, als Polynome ersten Grades von v ansetzen und
die Forderung, daBl ¢, von v unabhingig werden soll, fiihrt
dann zu:

i v w?—ut
Poy_yg = 2v — - {x + 1 -+ - !
(5-2) 1 i —?
] -
7a, =2V~r,—(1——1+ PR )

In der Tat ist dann

P2y~ (2v—1)% =2t =

) 1 wt 2\ R % — it
- —|2v-1—4fx+1- 2v—1+—x+1-—
(5.3) i 2 x4 2 T

1 it — ot \2 o
= —{x 1= - 722,
4 i

0y, = (2v)2—m?-

) L PR %\ '2
> oy —"Axr+1- v o
(5-4) ; 2 ri1 ) '

5 5

1 A mit — n*\2 9

=—x+1+ ; - 3=,
X

|-
——
8
bs
-
~
N
o o
\
]
to
—_—
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Die beiden Ausdriicke fiir 9,,_; und @, sind, wie sofort zu schen,
cinander gleich, so dal ¢, wirklich ganz von v unabhingig ist.
Durch Zerlegen in Faktoren ergibt sich

o, :4(1*1 H(x—}~ 1 +7ntem)(x+1—n—em),

wo das Produkt wieder iiber die beiden Werte ¢ = 4- 1 zu er-
strecken ist. Damit ¢, == o wird, miissen wir also noch x 4 1 5=
+ (2 4 m), 4 (m—m) voraussetzen. Da 7, fiir hinreichend
groBies v wieder positiv ist, gilt dann die Transformationsformel

Fx)=
[__(x+1+m —7z)+ - o |+ {2v—1)*—n |+(2L2._,,i|]°°

+ 1 ‘ 1(_7_71’:71’) x+2 X+ 2
ty(F—

H

2772 -1

und da der erste Teilnenner auch in der Form

——;(x+1—}— x+1)+x+2
geschrieben werden kann, ergibt sich die Funktionalgleichung
2 2
F(x _t x+1+m.—n* + . o ’?l_n:— -
) 2( 11 ) —;(.r+1+mx+1 >+F(x+2)’

oder mit Riicksicht auf den fiir ¢,, gefundenen und deshalb auch
fiir o, giiltigen Ausdruck (5. 4)

—n?

(x—i—l-}— A )F(x+2)—m'3
Flatd—g(rtr4+ "0

x4 1

(55 F(x) =

Das ist nun wieder die in meiner oben zitierten Arbeit auf S. 201
fir die dortige Funktion ¢(x), die sich mit unserer Funktion (5.1)
deckt, gefundene Funktionalgleichung, deren Weiterbehandlung
hier nicht wiederholt zu werden braucht. Es war aber damals von
Anfang an der Fall 7 = o ausgeschlossen und es wurde nur in
§ 4 ohne Angabe des herauskommenden Resultates gesagt, wie
man diesen nachtraglich durch einen GrenzprozeB erledigen kann.
Wir konnen aber jetzt den Fall » = o direkt viel einfacher be-
handeln. Da ist zunichst die Bedingung x -+ 1 == - 2 von selbst
erfillt, weil x > o ist und #, falls reell, zwischen —1 und -1

liegt. Ferner vercinfacht sich die Funktionalgleichung (5.5) zu
Miinchen Ak. Sb. 1953 3
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T (rJr1) - 1
F) T i —nt Fla+z)’

und hieraus folgt sofort, da offenbar wieder xhrglo Fx) = oo ist,

2 x-—1+2v)

1 = v—1
e = 2 YT e

23t ay) 21

= 5 (k('x— 3 - 4v)2— 22 (r—1 +L-4 V)zr—”z)

oo
‘*—Z 1 . 1 o B 1 l‘ _
T o \x—3i4vin x—3-F4v—n x—Li4vin x—1+4v-ul

Die Reihe 1aBt sich wieder, indem man hinter jedem der vier
Briiche -lv— abzieht, was sich neutralisiert, mittels der Gamma-

funktion summieren, und zwar ist sie gleich

Al_[_,l_“'.(fi!_*’l)_l_(ftl_—’_‘ .1_"(1;*_3-4_") s (x 3 ]
41T 4 L 4 T 4 ‘T 4 )

Man gewinnt somit das Resultat

[,_l y—1P=rt] 2y JJ
[x | x Ix v=1
89 | E R

fur x>0, 1>n2>—-c,

Speziell fuir 7 = 0148t sich der Kettenbruch kiirzer so schreibe

[+ 2T

Z("‘{”“*——Q“ _)_» 2z 2 oz
“\x—3-+4v Z—1-+ 4V xz+1 X+ 3 xr+5
an und liBt sich auf eine zweite Art summieren. Es ist niamlich
oo
2—%t 28—(.’6"{‘2)[
—_ - z —
J et 4- et +J‘ el ot at
o0

7 —t _ —~(x+ )¢ 2
(ef + ™) dt = fze a’t-—x_; ,

0

f? 20— (x4 1

gt + e—t
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und daraus ergibt sich

g%t 2 2 2
J‘-e‘—ie;‘ dl—',é'+'1'_x+3‘+]:-{25_ ’
Q
also gerade unsere Reihe. Man gewinnt somit das weitere Re-
sultat

1

(w)[wf ] fZK?w (x > o).

et -

Das ist die in § 1 erwahnte Formel (1.1) von Preece.

§ 6. Viertes Beispiel

Bei dem Kettenbruch

vt 2—1 |
6.1) F@)—[x—%_ll JT.t I)IJv:l (>0, x>0

ist a, =v(v+4—1), b, = x. Die a,, 6, sind also positiv und der
Ixettenbruch ist konvergent. Setzt man 7, als Polynom ersten
Grades von v an, so fiihrt die Forderung, dal3 ¢, von v unabhingig
sein soll, zu

(6.2) _v+£r&

In der Tat ist dann

(6.3) 'P\,=v(v+,é—1)—(v—1~‘~'éfx) (ve é;x)=(—i”i2:—ﬁw),

also von v unabh'z'mgig' wir missen zundchst £ 5 x + 2 voraus-

sctzen, damit ¢, == o ist. Da », > o fiir geniigend groBes v, gilt
dann die Transformationsformel und Funktionalgleichung

F<x>:é+l + k-'—x{»?l I itf—”!—*_lzaz ]+

h-ix N
. A4x D1 ]'(T'} 2)
_*2_—*_ h—x—2 o iy I—x—&’

hox=? rata) T Fleda) 4T

3>
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oder etwas anders geschrieben:

2 b—x-—2 1

1
<6'4> —f?(x')—b :-1’.—%—,1' +- ,%r—i—,r_ o {r—l— )

Indem man hier ¥ durch x + 2v ersetzt, ergibt sich
2 b-—x—2-—2v 1

1
6.3) Fizdan ™= Fartav T Firdav Flagziaw’

wobei analog zu der Forderung £ = x 4 2 auch 2 <= x 4+ 2 4 2y
vorauszusetzen ist.
Nun ist augenscheinlich

(6.6) 31_{1;0 fT 3 = 1.

Aulerdem ist

li é’—i*%‘éfx:4 ..... ,é:.r—Z':Z\h «1 _
vlglo b4+x Atr+z A4 x4 2y '/{e+.r+2—§—274
P e L
= — llm (~—1 — - = 0,
2 Voo T (1+ x;k) (V+ n x-ok)
und daher wegen (6.6) auch
g =¥ —2 A—x—4 Ak—x—2—2v ot _
vggo E+x lktx+2 E4x+ 2y Flr+z242v)

Aus (6.4) und (6.5) firv =1, 2, 3, ... folgt daher leicht:

t 2z 2(kl—x—2) 2(/é—x—2)(lz—x—4)
6.7) Flo)  hrr  (htx) (htrt2)  (ktx) (hizta) (b+rx+4)

wobei nun die bisher gemachte Voraussetzung £ == x 4 2 + 2
aus Stetigkeitsgriinden sich als {iberfliissig erweist.
Die Reihe (6.7) ist auch gleich dem Integral

g ok p—xt
©8) Ol = [ o et

0

In der Tat ergibt sich durch partielle Integration leicht

Ok x) =2 L[ D2 — D41, 2+ 1),

1
x
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oder, wenn mit dem Nenner heraufmultipliziert und dann 4, x
durch £ —1, x | 1 ersetzt wird:

(¢ +x) Ol—1,x41) =1+ (h—1)" D, x+2).
Anderseits folgt aus der Identitat

2k p—xt 2R p—(xt 2)¢t 2hi—1 — (x4 1)t
- — 2 S
+ (gl o e—t)/z (el -t e—l)l;—l

» (et Y e—l)ll
durch Integration

Ol x) 4 Plhx+2) =2P(l—1,x 1),

und wenn man rechts den Ausdruck aus der vorigen Gleichung

einsetzt:
Ofyx) & Qb +2) = >+ F 72 Qx4 2)
’ DA kA x kot ’ g
oder etwas anders geschrieben:
6.9) D)=, + T 42
! b x kb x ’ :
Nun ist aber auch
(6.10) ]
2l pe—xt ¢ ke ugy
ilf];lo ‘C(I)(,é l/ - \hf’;f (et —l\h \]lfro]o (M1 L,—u:x)h = L.

0

und genau wie aus den Formeln (6.4) und (6.6) die Formel (6.7)
hervorging, ergibt sich nun aus den analogen Formeln (6.9) und
(6.10), daB auch ® (4, x) gleich der Reihe (6.7) ist. Man hat daher

das Resultat ],(11_) = @ (4, x), oder also:

(6.11)

1 s h— | A
+ ) —
[" o &3 ]-, 1 '_J‘ (el + e— )k dt  (k>o0, x>0).

0

Speziell fiir £ = 1 ist das wieder die Formel (5.7).
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§ 7. Fiinftes Beispiel

Bei dem Kettenbruch

(7.0)  F(x) = [x + A2 e A (2““”2-*”‘2']00

xt2 | % =1

(x >0, 1 >n%> —00, 1 > m? > -—00)

istag,_y =(v—1)2—n%a,=0Cv—1)2—m? by, , =x +2
by, = x. Die a,, 6, sind also wieder positiv und der Kettenbruch
konvergiert. Man wird #,,_; und 7,, als Polynome ersten Grades
von v ansetzen, und die Forderung, dal3 ¢, von v unabhingig
werden soll, fiithrt zu

2 2 o
2= — x4 2
Pog B — 1 + 2T AR
(7.2 2x 4 4 2
7.2)
- . , n* — m* xr—2
E 2x 44 2

In der Tat ist dann

Qayy = (2v— 1) — 2 —
3 2 i 2 2 5l
WS W x 2 2" —= N X2
Y POV S 2v—1 4 - e
2v+4 2 2x 4+ 4 2
¥+ 2 7w —om® \2 2
_( 2 + 2xr 4+ 4 ) %
0y, = (2v—1)%—m® —

Man sieht sofort, dafl die Ausdriicke fur ¢,,_; und ¢, einande
gleich sind, so daB 9, wirklich von v ganz unabhingig ist. Durd
Zerlegung in Faktoren erhilt man

(7.3) o, = 4(1,:_2)2 [&H424n+em) (x + 2 — g —2

wo das Produkt wieder Giber die beiden Werte e = +- 1 zuer
strecken ist. Da x>0 ist und da die #, m, falls reell, zwischer
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—1 und 41 liegen, ist 9, #+ 0. Da auerdem 7, fiir geniigend
groBes v wieder positiv ist, gilt also die Transformationsformel

mr—nt  x e (2v~—-1) {12[+ (v—1)*—m?® | |7
y=1

- . _.| - + 2 e &
f«<r>=[“-r4 RN SR T [ ra
L X+ E

Hier bringen wir das Anfangsglied nach links und ersetzen
dann den Kettenbruch durch einen dquivalenten, indem wir ab-

T xr+2 x4 4
wechselnd die Multiplikatoren 1 T und :i—i verwenden. So
kommt die Formel

x4 2 e
x [ L2 iy : (2v—1)2-712|{ (:zv—l)zj_—mz]J

. it — n®
£(x) - 2044 2 |Iwi=m' Txa? | xg | x+2
2x + 8 * 2

und hieraus die Funktionalgleichung

o x4+ 2
21% g T xya
Fx) — S
oA {4 2 n’—-—m’ _r+ 2 .
2%+ 8 +/\3’+ )

oder also:

wm®—n® x o N mt—n? r4+2]_ x+2
f( = 44 _2][[‘@—{_2/— 2048 2 | T Plpgy

- «4(x+2; ey ];I (x4-24n+em) (x-+2—n—em).

Ersetzt man hier » durch x -+ 2, so folgt durch Division:

re— 3 i) T Fero— 2 14

21 +4 2 20412 2

) 6) (¥ -+ 242+ em) (FA2—n—ecm)
e |

. 1—‘—44-72-}—*7)1) (x+4—n—cecm)

) xFz2tntem) (x4 2—n—em)

I;[ 1—{—1-{—5) (x —i—.;—i—n—}—s:m) \z—{—4——n-—sm) ’

Nun ist augenscheinlich

lim ! F it — p? x
E < xX) — —_— B
00 x ) < > 2r _+ 4 2 ) 2 .
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Aus der letzten Formel folgt daher, wenn man x durch x +4v-—4
ersetzt und dann das Produkt nach v bildet:

1 . m?— n? X
v [.F(x) T o2x 4 2]

t I[ ﬁ (vt 1 +et4qv){v-—24n-tem-t 4v) (r—2—n—em~+4v)
- (x—3+e+4v) (0t ntem+av) (x—n—em+ 4v) :

Hier 148t sich das innere Produkt analog wie in § 4 durch die
Gammafunktion ausdriicken, und zwar ist es gleich

P ) e R

} 4—11—-5171)

T G

T (2 P T (S T ()
(
|

F(x! n‘AEm) 1 \14—:1—2771)

d

r+1+e F( v2,n em) r \W’—u——sm)r'

Setzt man das oben ein, so kommt schlieBlich

F (x +44nt sm)F (x ! 4—n—_am)

— i 6
£(x) - 7:r ‘Z B zzj'x (.11'—; 2) Hr(x + 2 .:n i Em)i:(x } 2:411—21_11)"

€ 1

Man hat also das Resultat

X2 X

X+ 1(2'\)- - 1) — % 4 l(zv —1)2»——7/12[]:

(74) § _ it 811P<4““w (rtasnon
- ") 1

= 11(‘Clz+"l Fe (w 2—n-—sm)'
2

T 2v 44
fir x>0, 1 >#% > —00, 1 > m? > —00,

Speziell fur # = m = o kommt:

(2 2 (2v—a?[[|® 2 F(AA) :
x—i—l v—i)|+l V_’]) ] :g_*— x4+ 2 IV* x+ 2 :l(x>o)

TC0)

Wenn man die Formel (7.4) mit x 4 2 multipliziert, sodann den
Kettenbruch durch einen dquivalenten ersetzt, wobei man ab-
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wechselnd die Multiplikatoren - und x -+ 2 verwendet, und

1
x4+ 2
wenn man dann noch x durch x — 1 ersetzt, erhidlt man das
weitere Resultat:

v—1)% —n?|

[',r2 — 1 + I_(’Z, . _{_ l

1

(2v-—1)2—m? l]w

22— =1

X4 84mn )_EJLI) r (.y t 3—-n_~—sni)

(7.6) { _ *—rtwt—n® 8 H F( 1 s )
= 5 I : 1-\ (x 4 71 -411 1 sm) F (x } I—Zztrzm‘)
fir x> 1, 1 > #2>—00, 1 > m? > — 00,
und speziell flir 7 —= m == 0:
X3y 4
[ 1 4 (2v—1)%] (2\/—1)2]]“’ -1 T F( 4__)
Ao < e R xA
| 1 | a?—1 y=1 2 F<x4
(x > 1).
§ 8. Sechstes Beispiel
Bei dem Kettenbruch
) . -’2 TV2—)12[ 4V2 ]-Iw x,\} 1,
(8.1) F(x)= ‘1 —1 ~{—: : 4 1 bt 42> —oo

it @,y = 4v:-—n? a,, = 4v? b,,_, =1, b,, =x*— 1. Die a,,
b, sind also positiv und der Kettenbruch ist konvergent!®. Wenn
man #y,_; und 7,, wieder als Polynome ersten Grades von v an-
setzt, so fithrt die Forderung, dal3 ¢
soll, zu

von v unabhingig werden

v

S )

1 I’s mag unmotiviert erscheinen, daf3 hier &,,— x* — 1 gesetzt wird statt
cinfacher 4,, == y. Aber dann zwingt die Berechnung der Koeffizienten von
7yy—1 und 7, dazu, die Wurzel 1,_v+ 1 einzufithren, so daf3 es bequemer ist,
diese mit cinem Buchstaben x zu bezeichnen, also y = 22 — 1.
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In der Tat wird dann

2 - 2 "
_ 2 9 _ ” x+ 7 a2t 1
(8.3) @i, =4Vi-n (2v~ e 2V

2x+ 2 2
2 7n T+ 2% X
B owy mqvofave M ) oy

Die beiden Ausdriicke sind wieder einander gleich, also ¢, wirk-
lich von v unabhingig. Durch Zerlegen in Faktoren erhilt man

@t —n)?
(8.5) g = ERIEA L)l

Da x» > 1 ist und #, falls reell, zwischen —2 und 42 liegt,
ist @, == 0. Da aullerdem 7, fiir geniigend grofles v wieder positiv
ist, gilt also die Transformationsformel

F(x) =

| ()i 1 | 4FA =t | 4v: |
= 2 ! 1 ( n x+5) |[22—1+2(x+1) ‘1' 2

x+1\2xy2 " 2 x 1

o0
v=1

Wir ersetzen den Kettenbruch durch einen dquivalenten, indem

wir abwechselnd die Multiplikatoren (x + 1)2 und (1-_:_ e ver-
T /
wenden. Dadurch entsteht die Formel
B ECERVT s oy (2 1)? | 4vi—a®| 42 &

£7(2)- [ 2 w0t |0 (2|

2 v=1
und hieraus die Funktionalgleichung

1 - V2,2 _"._}_1)2
Fla) = (x4 1) 7 SRS .illi(t
2 WoErD (et 2)

1 —nt .
(x + 2) n F(x+2)

Flz42)+4 =&+
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Etwas anders geschrieben lautet sie

1 2 1

FEH T @rr—w T Fate)?

und da offenbar wieder lim Z(x) = oo ist, ergibt sich
X—»>00

o0
1 . T =1 2 .
(8:6) A ,ZJ (—1) (x—1 4 2v) =t
[=5] 2 2
=2 (o=559—=r — worrer=n)

und, falls 7 == o ist, durch Zerlegung in Partialbriiche:
(8.7)

oo
1 1 1 1 1 . 1
5 (x) n\x—3F4v—n xr—3i4vin r—1t4v—n x—1+4vinl

v=1

Die Reihe (8.7) 1d3t sich wieder analog wie in § 5 summieren und
ist gleich

1 I (1 1—»;7) L (1 1 n) R 4-3—)1) I ( K I
4u I_— r 4 S 4 r ( 4 r 4 ) !
wihrend fiir # == o die Reihe (8.6) gleich

|J”’(11— I ! 1~1)|_ " x4 3 I (4‘—{—3”2
I'T )=+ Al
ist. Man hat also die Resultate

=y
+2 J | ¥ |',2 Sy

[ 2% —1

(8.8) 1 1 [l" (.rl 1 u)_ I (.ri LA VR R I W (_@}f?{ J
gnl I’ 4 r 4 e 4 ) r 4

fir a>1, 4>n2>—, n+0,

4 [ ®
22— fu=1

=5l ()= T = R e e

(x> 1),

oo[»—-

(8.9) Irw’_l' +
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Fiir 2 = o l1aB3t sich aber die Reihe (8.6) noch auf eine zweite
Art summieren. Durch eine analoge Rechnung wie am Schluf3
des § 3 findet man namlich

oo

zle‘x’d 2 2 bt —1 2
l — - . — — cee == —1 A - <
t;r ot f ot G e T T 20T o e

und das ist gerade die Reihe (8.6) fur 2 = o, so dall man das
weitere Resultat erhilt:

(8.10) [wlll i I4v21+ |, _‘_;tlj,,J]m :f ,fo"‘“ o
(

1 1 =1

Das ist die in § 1 erwihnte Formel (1.2) von Preece.

§ 9. Siebtes Beispiel

Bet dem Kettenbruch
(9.1) Flx) = [x2 — 3 |4Y2—(21—g 3) v | 4

(x >8], =1 <3 <T3)

4V (2—28) |
2% 32 =1

ist ay,_y = 4vi-——(2—28)v, ay, = 4v2 4 (2-28)v, by, ; =1,
by, = x* — 3% Die a,, b, sind also positiv und der Kettenbruch
ist konvergent. Man wird wieder 7,,_; und 7, als Polynome ersten
Grades von v ansetzen und auf Grund der Forderung, dal3 ¢, von v
unabhingig sein soll, findet man

x -+ 3

Paymt = ,rJlrs (2“ = ;r )
9-2) x—2—38

Ty :(\x{,— 3), (2v— 2 )
In der Tat ist dann

Qay_y =42 —(2—28)v—
©3) (ZV .1:—{—2—8) (2v SR ) b 2—8) (248
2 2 4 ’

fe, =4V + (2—28)y —

(9-4) o (2\1— 1—2}—8 ) (2‘/ + .r~{—2---—8) _ (x+39) (1;+2——8)

5 ’
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also ¢, von v unabhingig und von o verschieden. Fiir geniigend
grofBes v ist auBerdem 7, positiv und folglich gilt die Transfor-
mationsformel

Cawo 5 o |, 4vi—(2—28)v | 4¥+(z—2v[|®
Fx)= [ +x 8y R P ey e k s as) I
v=1

*38 e 1575

Wir ersetzen den Kettenbruch durch einen dquivalenten, indem
wir abwechselnd die Multiplikatoren

1
@+ E+2—0 und Fogrin Ty

verwenden. Dann kommt

F2) = (x+8)(x-}j-~8, 4 (,r+8)(x+"——8) 1 |
°(x+ "—8) -+ Z(x—{— 3) (x+2-—8)

4V — (2 —28)v)| 42+ (2—28)v| |*
L T e tapr—e ] B

und da der erste Teilnenner auch in der Gestalt

_(x+8)(x+2—‘8) +(x—{—2)2—82

2

geschrieben werden kann, ergibt sich die Funktionalgleichung

(x) =

8 (2=8) o (rd) (rra—d) 2 (D) (r42=d) Flaeva)
2 —ERNOHP0) | Fla+2) Filzez)— L (x+8) (x+2—8)

Etwas anders geschrieben lautet sie:

1 ___—i—__ v
£y 7 x+ 8 +2—38)" Flxr42)°

und hieraus folgt, da wieder lim F(x) = oo ist,

1 y—1 2
©3)  Fey Z N P IR N R N

Fir & = 1 decken sich der Kettenbruch (9.1) und die Formel
(9.5) mit (8.1) und (8.6) fiir » = o, und die weitere Rechnung




































