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Uber eine Formel von Ramanujan -
Von Oskar Perron in Minchen

Vorgelegt am 3. Oktober 19_;'2

§ 1. Die Formel und Kritik eines Beweises

In den Collected Papers von Ramanujan finden sich viele
merkwirdige Formeln, die Ramanujan bei seinem ersten Auf-
treten Hardy mitgeteilt hat, ohne sich jemals tiber ihre Herkunft
zu auBern. Eine dieser Formeln (S. 350) gibt den Wert eines
Kettenbruches an, und zwar:

7 129 | 22 —m? ;-_..,,-!‘ 42— mt |
(a) x4 AT 42 e L R o U
l-r-P(l‘)
L =M
1 — P(x)

wobei P(x) das folgende iiber die Werte ¢ = +- 1 zu erstreckende
Produkt ist:

A J——\~m -en vf B x—m—en
1( r ) )

'{~1’2) P(x>=H I;_(T+.x—nz—sn_)P(5Tx+n1_+e_n_) i

& 1 4

Mit (1.1) ist fiir s 5= o offenbar gleichbedeutend die Formel

. 2m 12—t | 2t—m 3 —ant !
(1.3) 1+ ' el S Gkl U .
N bar—om Ly | [ P(x)

X

Speziell fiir » = s findet sich diese bereits bei Stieltjes! und
ist auch in meinem Buch? bewiesen (S. 226, Fl. (29)). Mit genau

L T. J. Stieltjes, Note sur quelques fractions continues, The quarterly
journal of pure and applied mathematics 25 (1891). — Correspondance d’Her-
mite et Stieltjes, Paris 1905.

2 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Letpzig und Berlin 1913,
zweite Auflage 1929. Im folgenden unter , Kett™ zitiert. :
Miinchen Ak. Sb. 1952



198 Oskar Perron

den gleichen Hilfsmitteln wie damals, nimlich mit der Trans-
formationvon Bauer und Muir (Kett § 47) werde ich im folgen-
den die allgemeine Formel (1.3) beweisen. Inzwischen hat nunHerr
Preece einen Beweis veroffentlicht!, gegen dessen Stichhaltigkeit
ich schwerste Bedenken habe. Preece bemerkt namlich, daf3 die
Funktion log P(x) eine (aus der Stirlingschen Reihe herleitbare)
asymptotische Entwicklung hat, die fiir x — oo (aber nicht
fiir x —-—o00) gilt und in der nur ungerade Potenzen vorkommen.
Daraus resultiert dann auch eine asymptotische Reihe fiir P(x)
selbst. Ob deren Koeffizienten die fiir die Existenz eines korre-

spondierenden Kettenbruches (x = i— gesetzt) erforderlichen Be-

dingungen (Nichtverschwinden gewisser Determinanten) erfullen,
wird nicht gepriift und wird sich bei dem formelmiBig nur schwer
angebbaren komplizierten Bildungsgesetz dieser Koeffizienten
auch kaum direkt beweisen lassen. Was etwa eine angegebene
Integraldarstellung von log P(x) dabei niitzen sollte, vermag ich
nicht einzusehen. Und wenn ein solcher Kettenbruch wirklich
existiert, kann er die Funktion P(x) doch wohl héchstens asym-
ptotisch darstellen und braucht gar nicht zu konvergieren. Preece
setzt aber P(x) einfach gleich dem Kettenbruch und sagt zur
Rechtfertigung lediglich: ,,The actual equality of the function
and the continued fraction with the same asymptotic expansion
depends on some theorems due to Stieltjes’. Welche Theoreme
von Stieltjes das sein sollen und wo sie stehen, wird nicht gesagt;
und warum soll der Kettenbruch gerade der Funktion P(x)
gleich sein und nicht irgendeiner anderen Funktion mit der-
" selben asymptotischen Entwicklung, etwa P(x) + exp(— x?%)?
Spiterhin wird von einer Funktion gesagt, daB3 sie formal
eine gerade Funktion sei, was vermutlich bedeuten soll, daf}
sie eine wohl wieder nur fir x— oo, aber nicht fur x — — oo
giiltige asymptotische Entwicklung hat, die nur gerade
Potenzen aufweist. Daraus werden dann dhnliche ebensowenig
begriindete SchluBfolgerungen iiber Existenz und Gleichheit
des korrespondierenden Kettenbruches gezogen. All das scheint
mir héchst bedenklich.

' C. T. Preece, Theorems stated by Ramanujan (X), The journal of the
London mathematical society 6 (1930).
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§ 2. Beweis der Formel

Wir setzen

12—t | | 22—

P e N . |
I sy SO ey e

(2.1) x + + .= 0(x),

(2.2) pla) tm ®(x), also o(x) = m- ®(x) + 1

¢ (x)—m D(x)—1"

Offenbar ist dann
2 1272 22— 2] 2__ L2
(23) 1+l;___”7l+| T”[—i_i 1”1 |3xnl+
2

+ ... =1 4 CP(})"“IH ———'(D(x),

und wir haben zu beweisen, dafl ®(x) = PZx) ist.
Der Kettenbruch (2.1) hat fir

(2.4) x>0, 1 > >-—-00, 4 >m?>—00

positive Elemente und ist nach einem Kriterium von Prings-
heim (Kett S. 239, Satz 10) konvergent. Auf diese Werte von
x, n, m wollen wir uns beschrinken! und dabei vorliufig auch
den Wert 2 = o ausschlielen. Dann ist auch der Kettenbruch
(2.3) mindestens im weiteren Sinne konvergent und aus seinem
Wert ®(x) ergibt sich der Wert ¢(x) des Kettenbruches (2.1)
aus (2.2).

Zur Berechnung von (2.3) stiitzen wir uns auf den folgenden
Satz (Kett S. 220, Satz 12):

Wenn der Kettenbruch
positive Elemente hat und konvergiert und wenn von
einem gewissen v an stets a,p, => 0 ist, so konvergiert

! Wir bemerken schon hier, da3 wir spiter auch den Fall x < 0 und sogar
nichtreelle x behandeln und dabei die Bezeichnungen ¢(x), @ (x) beibehalten.

Fiir x <o ist aber, wie wir sehen werden, nicht mehr ® (x) — die Formel

1
: ; . Px)’
von Ramanujan also nicht mehr giiltig.
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auch der Kettenbruch

a | (1t P | | o (t 4 ) | % (1 + paBs) |
Bt Tl hme T Bme D1 Bemme T

und hat den gleichen Wert.

Wir wenden diesen Satz an auf die folgenden Werte «., o, 8,:
a e 1 12— m\2 1
. oy = )2 = L e N
(A o, =0 = p (14 x)? + ( ) S (22 + m?

4 1+ a

1

= ) I_[ (1 4 x4 m +€7z) (1 + x- -7,,.__5.”)}

4014
(B/ %P2y = 2V ==L by 9pr, = 2vg,
< Baypr =2v + 1 +p, P, =2y +g,
, 1 n:— m? 1 WE
D) p—7(l+x+ 1+ ‘)’ (/=?(1+,L‘- ot ')

Damit die Definition (B) méglich ist, muf} natiirlich o 4= o sein,
also

(2.5) 142+ + 1+ n), &+ (m-—n).

Das wollen wir vorlaufig voraussetzen. Aus (A) und (D) ergibt
sich

(2.6) v o= Pt n? =g om?,

und folglich ist
%+ apyy 1 Payy = prnt +(2v+ 1) pR=(2v + 1) —n?
o+ apy, s, = gi—m? +(2v)2—g% =(2v)?—m?,
Bay - %pay 1 =Poyyi—0pa, 0 =2 +g—1 =2,

Ba, = wPay_y =Pa,p —apa, =p +¢ +1 =21 + 2.

Die beiden Kettenbriiche des obigen Satzes werden daher die
folgenden:

e 7 | N
x [ [ + ’
LA —

| v+ 2 [ x+2z
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Der erste ist @ (x), der zweite offenbar

B [« 4
Ity rremrn — !t et
— gext2)—¢* 2 go(r+ 2)-—m®

— ¢+ oxr+2) elr +~2)—¢q

Nach obigem Satz sind sie einander gleich; man hat also die
Funktionalgleichung

N 1 e e i
Q(x)_' (?(x“ 2)_0 )
aus der weiter folgt:
B (x) = @ (x) +m - gox2)— w4 mle(v + 2) —yq|
9 o(x) —m go(x + 2) —m—m[o(xr + 2) —q]
(g+m)lox+2)—m] _ g+ m 1
T g —m)ela +2) ] T g—m Blxr+2)"
Daher ist
R N g m +a ) (L x +m—n)
(2.7) Cx) D>+ 2) g —m (W +x—m+u) (1 4 x—m—n)
H 1—.—,L~ n -+ en
Tk |\ x—m—en

Man beachte, daB3 die Faktoren wegen (2.5) simtlich von o ver-
schieden sind. Erst recht werden sie von o verschieden sein, wenn
man x um eine gerade Zahl vermehrt, weil ja # + =7, falls reell,
wegen (2.4) absolut kleiner als 3 ist. Ersetzt man in (2.7) x durch
a <+ 2, so kommt durch Division:

O(x) ]—[ (LA x s en) (3 + 4 —m-—zn

D(x+ 4) = (W x—m—en) (3 +x L+ m*zn)

wofiir man wegen
V+x+omten r (5 A sn) : F( U+ a4 sn)
4 4 4
und analoger Formeln auch schreiben kann:

® (l) B T ( ;')' + X %-41:1 +en ) T (_7 Px—me—zn
y =

DOlxr-+g) = I‘(‘)'L"_m_a")l‘('*‘"’" s

€ 4

)
)
. H 1,( 14 x ‘47n + arn_) 1,( 3 X—m-~—zn )
).

(1 \—m—'-'ll)l(d-\——m-'*n
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Ersetzt man hier x der Reihe nach durch x, x 44,248, ...,
x + 4v—4 und multipliziert die entstehenden Gleichungen mit-
einander, so ergibt sich:

v/%1+m+sn 3 +4v x—m—en

o0 st T L B 0 s )

(Dx%—.fj,v) I‘( -w«i:ﬂ:‘")r(ﬁf‘“*f’"f“)
(1—,—x+4m+;n )F(>;+x_j41rl—zn )

: ].:-[ i:( IT+x—m—zen )71: (_§_+Aaé_+1'1i_~):’_eﬂ’_) :

1
Nun folgt aus der Definitionsformel (2.1) unmittelbar lim ¢(x)
x> 00
= 00 und somit aus (2.2): lim ®(x) == 1. Ferner strebt das Pro-
2> 00

dukt im Dividenden auf der rechten Seite von (2.8), wie man
aus der Formel

lim L tv

IO (y— ) IVF r
leicht erkennt, fiir v — oo gegen 1, wihrend das Produkt im
Divisor die in (1.2) eingefithrte Funktion P(x) ist. Daher ergibt
sich aus (2.8) durch den Grenziibergang v — 0o sofort: ®(x) =

> }_)(1;‘() , also gerade die zu beweisende Formel.

Wir wiederholen noch einmal das Resultat, indem wir ®(x)
statt P(x) einfithren und mittels (2.2) von ®(x) zu ¢(x) zuriick-
kehren:

12— n? | 22—t 3F—wt| | P
() + 1
TR s A0 S
(2.9) t T —1
(14 x—m—zn 3 rx+m+en
e B LIC e
- 4 T4
Dx) = H 1—.—(_1 4+ x4+ m+en —T( B fx—m—en )
fir » >0, 1 >#%2 > — 00, 4 > m? > -—00, m = 0,

14 x == +0n +n), + (m-—n)

§ 3. Der Kettenbruch fiir negative x

Wenn wir fiir # und m die Forderungen 1 >#? >-— oo,
4 >>m? >— oo beibehalten, so ist der Kettenbruch (2.1) auch



Uber eine Formel von Ramanujan 203

fiir negative x konvergent. Aus (2.1) folgt namlich

(3.1j ——'CP(@:*'T——{_—} : +l -_._2..{_]42 - f__{_...

und, indem man den Kettenbruch durch einen dquivalenten er-
setzt, auch

1! —n'[+ 2® —;ﬂ‘l+‘j‘—”'l+

— X

(3.2) —o(x)= T L

Das ist nun fur » <o ein Kettenbruch mit positiven Elementen,
der konvergiert. Daher ist auch der Kettenbruch (2.3), also der
Kettenbruch

3-3)E I s

20

fur negative x mindestens im weiteren Sinne konvergent. Wir
werden aber sehen, daB er jetzt nicht mehr gleich der fiir nega-

tive x ebenfalls existierenden Funktion -1722—_)- ist. Um thn zu be-

rechnen, bilden wir der Reihe nach die Kettenbriiche

o +|_12_;n?l+lg_:ﬁ| AR o
SR TP A )
.xZ:;nmi_*_l :n l+| '—;m !+ __@_(%1 =1_“_q)_zx) .
Also ist schlieBlich

o =1 Ix-_:”m| +, = !22—}”!2 |

und durch Ubergang zu einem éiquivalenten Kettenbruch

\ 1 . 2 7 12— | | 22 —m?|
(34) (I)(g—r) = l.== l l_i + 1 + 1 T +

—X—m | e

Der Wert dieses Kettenbruches kann nun, da — & positiv ist,
nach dem vorigen Paragraphen angegeben werden, womit man
dann auch ®(x) hat; und zwar findet man:
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T (_1 — X %‘17_1_1_—;_ en > T (__3_—7x:-4m —en )
(3.5) ®(x) = 1:[ 1: ( I=x—m-— s?z")yf (J —x+m+en ) ’
4 4 /
wobei zu den Voraussetzungen x <0, 1 >#u? >—00, 4 > m?
~-— 00 analog zu (2.5) noch die weitere 1 —x == 4 (m -+ ),
+ (m—n) hinzuzufiigen ist; auBerdem auch wieder . == o, weil
sich sonst aus dem Kettenbruch (3.4) nichts fiir (3.1) ergibt.
Fiir positive x hatten wir die Formel

I‘vl'“_m-:”)l‘( .\1m|;u‘)
)T (

3—1-:x—m—en B
r )

1
(D<x\>_—P(t‘) 11:‘[ T' 1+\fm+sn

Wiirde diese auch fiir negative x gelten, so mii3ten die beiden
Gammaprodukte einander gleich sein. Ihr Quotient erweist sich

~

aber auf Grund der Formel T(x)T'(1 - - x) :T:rfx nicht als 1,
sondern als S

5 3 4+Xx rm-+en 5 1 X—m—zn {4 x4 men
SIN T~ — : csIinTw — cotw ———
4 4 - 4
5—’-a—m—-zn : 14x4+m+en I+x—m—en °*
& sinm ——— ~esIn T - == s cotm T

Wir wiederholen nochmals das Ergebnis dieses Paragraphen,
indem wir von ®(x) wieder zu ¢(x) zurlickkehren:

12— n? 22— m? 2 — 5 2 — 2|
R
(I)(.l) + 1
Spep—— ,
(3.6) T B (2) — 1
Il —x 4+ m-+en J—x—m=—czun
x i
. 4 4
(D(x/ = I_-[ ‘]‘ (_1 -x':_m_—_sn )-11( J—x+m-ten )
: 1 1
fir a</o0,1 >n*">— 00, 4 >m?>-— 00, m = 0,

1 x+ +(m+n), +0n—n).

§ 4. Die bisher ausgeschlossenen Fille

Der bei (2.9) und (3.6) ausgeschlossene Fall 7 = o erledigt
sich rasch. Der Kettenbruch (2.9) hat ndmlich positive Elemente;
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daher liegt sein Wert stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Niherungsbriichen. Die Niherungsbriiche sind aber rationale
und folglich stetige Funktionen von 72, woraus man ohne wei-
teres erkennt, daB3 der Kettenbruch (2.9) selbst eine stetige Funk-
tion von  ist. Dasselbe gilt vom Kettenbruch (3.6), wie man
sofort sicht, wenn man ihn mit —1 multipliziert und dann zu
dem &dquivalenten Kettenbruch (3.2) iibergeht, der jetzt positive
Elemente hat. Man erhilt daher den Wert der Kettenbriiche {2.9)
und (3.6) fiir m = o einfach dadurch, daB man rechts den Grenz-
ibergang 7 — o ausfiihrt, was formelmélig etwa mit der Hopi-
talschen Regel geschehen kann.

In (2.9) waren weiter die Falle x >o0, 1 +x = 4 (m + #),
-+ (m — n) ausgeschlossen, und in (3.6) die Fillex <{0,1 —x =
+ (m + n), 4 (m—mn). Diese erledigen wir jetzt durch den
Nachweis der beiden Formeln

{1 —mr—n 1 — 11 —7

, 12—t | 2t — gt | 32— |
(4.1) m+n—1 + S L e e
4-1, [ 2+ 21 —1 +[m—~71—1 [ +~n—1 2
12—7n2 | 22— m? | 3F—at |
(4.2) v——m—n —t LA e
G, +[x-——m—n ’

und zwar beide fiir beliebige reelle 7z, # mit 7 +#» >1 und fiir
nicht verschwindende Teilzdhler. Indem man hier 7 und 7 auch
durch — 2 und —# ersetzen kann, sind die anderen ausgeschlos-
senen Werte von x gleich mit erledigt.

Zum Beweis von (4.1) setzen wir

(

4.3

R £)2 2 p? 2o (2 b= 2)2 2]

7 i s , (2&2—mt| 2kt 1)p—n*] L + 22 —m*| e

e ' o+ n—1 R I+ r—1

4.4,

( ’ I 2 2 1 7 2 2

o - o (2 £+ 1)2—n? (2&+2—m*| (24+ 3)-——)1- .
noon ; —_ S :

g2l |+ —1 I 4 n—1 =1

Fiir hinreichend grofe 4 sind das konvergente Kettenbriiche mit
positiven Elementen. Definiert man jetzt bei einem festgehaltenen
hinreichend grof3en 4 eine Zahlenfolge x, durch die Formeln

Xy

fe of I Y Xy
Xo= 1, L - 2k—14 i te2kim P2kt lyn, =2k 24bm, .

Xy o Xy L

3
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so sind offenbar alle x, positiv, und es gilt das Rekursionssystem

= (ntn— 1) 3+ (@B — )3
Ho=(m+n—1)x+[(2&+ 1) —#|
= (m+n—1) x5 + [(24 + 2)* —m?®] x,,

Aus diesem folgt nun nach Kett S. 291, Satz 46 sofort:

T

S =m+n—1 +|

(2 A2 —m? |
m+n—1 +{

)

2k+ 1)i—nt| | (244 2) ——-m‘[+
A7 —1 [ Tm4n—1

weil der Kettenbruch positive Elemente hat und konvergiert und

weil auch alle x, positiv sind. Nach der Definitionsformel (4.3)
ist also

5
Vo, =3‘3 =2&—1 4+ n

Hieraus kann man nun auf Grund von (4.3) und (4.4) rekurrent
riickwirts schlieBen:

(2 —1)t—n (2 — 1)t —
; S ST L FaN N Limstl
Vopr =m +n—1 - = R et B v
=2k 2 + m,
(24 —2)*—m? (24 —2)*—m*
g = - — = m —1 L
NVop_o = m + 7 1+ 5 m + n + o A
=2k-—3 + n,
22—t 2 — m*
— S R A R 2
Vs m + n 1 7 m A+ n—1 + P 1+,
12— n? 11—
vl—-ﬂz—l—n—l-}—'-——v =mwm +n--1 -+ e = m.

Mit der letzten Formel ist nun bereits (4.1) bewiesen. Die Schluf3-
kette wird nur dann hinfillig, wenn einmal ein Nenner ver-
schwindet, also flir » = — 1, —3,—5, ... und m = —2,—4,
—6, ... Diese Werte sind aber bei (4.1) durch die Forderung
nicht verschwindender Teilzdhler bereits ausgeschlossen.
Bemerkt sei tibrigens, daf3 unser Beweis die Formeln

(4.5 Vop =2k — 1 +n, vop.y =2kt m
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auch fiir nicht ganzzahlige reelle £ und nicht verschwindende
Teilzdhler verburgt.

Was nun den Kettenbruch (4.2) anbelangt, so wird er nach
Multiplikation mit —1 &dquivalent mit (4.1), hat dann also den
Wert 72 und daher vorher den Wert — 2.

Bemerkung. Die Formeln (4.1) und (4.2) lassen sich dahin
deuten, dafl man in (2.9) und (3.6) die ausgeschlossenen Werte
x=m +n—1 bzw. x =1—m—n noch zulassen darf, Fiir diese
hat ndmlich eine der im Z&hler bzw. Nenner von @ (x) auftreten-
den Gammafunktionen einen Pol, so dafl man ®(x) = co bzw. o,
also @ (x) = m bzw. — m setzen muB.

§ 5. Ausdehnung ins Komplexe

Wir kénnen nachtriglich den Geltungsbereich der Formeln
(2.9) und (3.6) noch erheblich ausdehnen, wobei insbesondere
auch die Fille des § 4 erneut erfa3t werden und die Bemerkung
am SchluBl des § 4 ins rechte Licht geriickt wird. Wenn wir
trotzdem die Ausfilhrungen des § 4 nicht als iberflissig unter-
driicken wollten, so geschah das wegen der besonders einfachen
Herleitung der Formeln (4.1) und (4.2) und weil sich dabei iiber
unser eigentliches Ziel hinaus die Formeln (4.5) in Verbindung
mit den Definitionen (4.3) und (4.4) auch fur nicht ganzzahlige
reelle £ ergaben.

Der Kettenbruch

(51) o=+t By Sty Sl
ist dquivalent mit

e LI O I

X + ' byt + ! box + ! byx + ’

wobel

- 1 5 [”-—-711][4'—”1] [(2 v —2)* — ]
1 y Ogy—1 = T— 2 (32— 2] ... [(2v—1)2— ]

12— 2

b — |1-—;z][3-f7zj [( vj—l) -—n-l
2y T 2t (4R — . (2w — ]

Miinchen Ak. Sb. 1952 14



208 Oskar Perron

Wir nehmen 7, m vorlaufig nur im Bereich 1 >#? >o,
4 >m? >o0. Dann sind die 4, positiv und es ist

(51 +52)+"'+(52v—1‘|‘52~;)>1/é;52 + ]/Z;Z4+--- + '/sz\,—&z-;
. LA Ry +oee !

Va2 — 2 V42— m? ]/(2 v)z_:7112

+..._I_

1 .
q 2y
Nach Kett S. 268, Satz 35 ist daher der Kettenbruch ¢(x) in
jedem Bereich

174N
A
ME

x=re? o <ry<r <r, — 9 — — 9,

+1

e

wo 1 >0 beliebig klein, also in jedem abgeschlossenen ganz
im Innern der Halbebene R(x) > o gelegenen Bereich gleich-
miBig konvergent und folglich eine analytische Funktion von .
Da aber auch auf der rechten Seite von (2.9) eine analytische
Funktion von x steht, so gilt die Formel (2.9) in der ganzen Halb-
ebene R(x) > o.

Ebenso ist der Kettenbruch

2 ___ 42 22_ 2 .2
_Cp(x):—x—ll t7£l+! I”‘I+|3_x7ll+
dquivalent mit
12— 2| 22— 2 | 32— 22|
und folglich auch mit
1| 1| 1|
TF Y Thr tl—de T T

wo die 4, die gleichen sind wie oben. Dieser letzte Kettenbruch
ist daher fir

—x=rd% o<n<r<n —Z+aS8<T—n

also in jedem abgeschlossenen ganz im Innern der Halbebene
M (x) <o gelegenen Bereich gleichmiBig konvergent und folg-
lich eine analytische Funktion von x. Da auch auf der rechten
Seite von (3.6) eine analytische Funktion von x steht, so gilt die
Formel (3.6) in der ganzen Halbebene R(x) < o.
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SchlieBlich lassen sich auch die #?, #? ins Komplexe aus-
dehnen. Zu dem Zweck sei

24+ 1)
x

2k+ 2)2—m?
x

8

(52) Port1 (x) = x + I( —n?| 4 l(

also speziell g, (¥) = ¢@(x). Ersetzt man diesen Kettenbruch durch
einen dquivalenten mit lauter Teilzdhlern 1

| |

1
5. X)) =x F o :
(53) P2pi1 (%) T | oy % | by, )
wo also
1
bl,h :_(;é—f;—l)?‘-:—nz )

5 e+ 22 —m? 2+ 92 —m?] ... [k + 2v—2)2—m?]
2=l T {2+ ) — a2 [(2h + 32 —nt] ... [(2k + 2v—1)2—n?] ]

[(24+ 1)2—n?) [(24 4+ 3)2—22] ... [(2£ + 2v—1)P — 7]
[(2k 22— m? [(2h+ 42 —m¥...[(2& + 2v)2—m?¥]

b, wh T

und set zt man

6 kT I 6\;, k I eio)v’ k,

v,

so iiberzeugt man sich leicht davon, daB3, wenn #, 7 in einem
beschrankten Bereich der komplexen Zahlenebene |7 | < K,
|m| <C K variieren, die Winkel w, , absolut beliebig klein sind,
sobald nur £ hinreichend groB ist. Ist daher x irgendeine feste
Zahlin der Halbebene R(x) >0, etwa x = ret?, wo——’;< o< '_7",
S0 ist } )

i . )
bv,klebv,kx]el v,k WO o —1 <8‘ka <‘7-+fi

bei beliebig kleinem positivem 7, wenn nur £ grof3 genug. Nach
Kett S. 268, Satz 35 wird daher der Kettenbruch (5.3) im Be-
reich |n| <K, |m| <K gleichmiBig konvergieren und folglich
eine analytische Funktion von # und # sein. Dann ist aber auch,
wenn man fur 7 die ungeraden und fiir » die geraden ganzen
Zahlen auBler 2 = o ausschlieBt, der Kettenbruch ¢(x) minde-
stens im weiteren Sinne konvergent und analytisch, und zwar ist

gl g i,

12—
o(x)-x+ = + T cee |

14*

(2h—1)2—nt] (2&)—m?|
e
k3 | Q2pr1 x)
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Da nun auf der rechten Seite der Formal (2.9) ebenfalls eine
analytische Funktion von # und 2 steht, so gilt schlieBlich (2.9)
fur R(x) >0 und beliebige komplexe 7, »2, sofern kein Teilzdhler
verschwindet.

Analog ergibt sich, indem man den Kettenbruch — s, ., (x)
heranzieht, daf3 die Formel (3.6) fiir R (x) < o und beliebige kom-
plexe n, m gilt, sofern kein Teilzdhler verschwindet.

§ 6. Ein weiterer Kettenbruch

Wir betrachten jetzt den Kettenbruch
3 al o &l &l
(6'1/ }[)1 +|1,2 +|/’3 ‘I‘
mit den Elementen

ay, = (2v—1-+n)(ev—m), by, =zx+n-—m,
(6.2)
@y, =@v+m)(evti1—mn), by, =x—n -+ m,

wobei 0 <ln <1, 0o <m <2, x > | m—n| vorausgesetzt wer-
den soll. Dann hat der Kettenbruch positive Elemente und kon-
vergiert. Sind A4,, B, seine Niherungszidhler und -nenner, so
wollen wir einen neuen Kettenbruch

(6.3) dy + |;11| + lg”?[ + -

bilden, dessen Niaherungszihler und -nenner A4, + r, 4,_, bzw.
B, + r, B,_, sind, wobei

re, =2Vt o, 7y, =2vt1+4u

sein soll. Der Niherungsbruch v-ter Ordnung von (6.3) liegt dann
zwischen den N#herungsbriichen v-ter und (v—1)-ter Ordnung
von (6.1), so daB (6.3) gegen den gleichen Wert wie (6.1) kon-
vergiert.

Nach den Formeln Kett S. 216 sind die Elemente von (6. 3)
die folgenden:
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dy=ro=m, dy=0b+r=x+1+m,
6 =a; —ry(by+r)=mQ—n)—m(x 41 +m)y=—m(x+ m-+n),

; b @y — Ty—1 by + 7y)
E == Ly —1 - I e
' i a;—l — ¥y2 (bv—l -+ rv—l)

(v = 2).
— Pyt by + 7,
Ay = by - — Pyt {6y -+ 7,)

Ay —— 7y2 (bv—l + rv—l)
Nun ist in unserem Fall
Ay, — 72 y_1 (B, + 73,) = (2v—14n) (2v—m) —
— (2v—14n) (x + n + 2v)
t +n) (x +m +n),
Gyyir — 7oy (Bgyi1 + #oy41) = (2v-+m) (2v4+1—n)—
—vtm)(x+m+2v+1)

= —(2v

= —(2v+m) (x+m +n).
Daher ergibt sich fir v = 1
¢, =(2v—2+m)(2v—1—mn) —22-:-_—?;—;—:; = (2v—1)2— 72,
dy, x4 n-—mi2vtm—{2v—2+ 77’&)%——.21—:—:;"21'1‘27,
Covps = (2v—1 4 7) 2y — ) T 2V —

. =x—7n +2v+14+n2—2V—1-4+ 0 —m—————— =1 - x
2941 X T m 7 ( ATy P )

und man erhilt die Formel

m@—n)|  (+n)E2—m|, (@+mi B—n | |, G+m@—m)|
x—n-m I x+n—m & [x—n+m | x5n—m
m (x+m+7z)| 12—t 22—m?| 5 g S
Tl x+1+m ‘|1+x 142 J14+ =

Dieser letzte Kettenbruch ist uns aber bekannt, er ist mit der
Bezeichnung des § 2 und 3 gleich
_omatmtu) om [ (1 + &) —2x—u]
ik e (1 ) m A o1+ )
me—n-—x m A+ 1

= —_— e

2 2 O+ a) T
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Damit ergibt sich schlieBlich:

(6.4)
ma—ni, A+n)C—ml|, CtmG—ml Gin@—ml,
|x—n+m | x4+n—m | *—n+m | x+n—m

o m—n—x  m+ntx 1

- 2 2 (1 + x)

firo<m <1, o<m <2, x>|n—m],

wobei die Funktion ® den in (2.9) angegebenen Wert hat.
Die gleiche Formel gilt nun aber auch fiir negative x, und
zwar fir

o<n <t, olm<2 xa<l—1, |x|>|n—m|

wobei dann die Funktion @, weil ihr Argument jetzt negativ ist,
den in (3.6) angegebenen Wert hat. Um das einzusehen, be-
merken wir, daBl der Kettenbruch in (6.4) nach Multiplikation
mit x — 2 4+ # dquivalent wird mit

m(—n)| (+n)@—m|, C+m)@3—u]|, G+ @4—m)|

1 A ——m)? 1 | 2% — (. — m)?

)

und dieser Kettenbruch bleibt unverandert, wenn man x durch
— x ersetzt. Dasselbe gilt aber auch von der rechten Seite der
Formel (6.4), falls [x| > 1. Denn

(x — n+m) m—n—2zx) =n—m)*—x*
bleibt trivialerweise unveridndert, und es ist auch

—u+om) (m+u -t :t) (-—x—-—n G m) (m + n—x)

(6'5) T D@ + 1) O —2)

furx >1

(fir o <<x <1 gilt das nicht). Die linke Seite von (6.5) ist nam-
lich nach (2.9) gleich
H (x+7ll+ 8)1) F( 2+x+47n+zn_) ]‘( B +.\‘—4?11—‘En )

] F(2+_x—m—s_11_)r(4+Ax4-4m_+en )

4

( }-x&-m—le7l)1(4§-1—m—-5n)

. I'—T ’m‘fn) (x+m('5n) ’
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und die rechte Seite von (6.5) ist, da auf ihr die Funktion @ ein
negatives Argument hat, nach (3.6) gleich

H (z—m—en)l‘( AL )P(2+x+4m+sn__)
2 P( x+m+en )';-(2.._3-,___1{—_—72—)———_
: 4

1‘ 4
_—161_[ xv-m+s‘n ) L7 2
4

Beide Ausdriicke sind in der Tat dieselben, womit (6.5) be-
wiesen ist.

SchlieBlich 148t sich die Formel (6.4) auch wieder auf komplexe
n, m, x ausdehnen, und zwar gilt sie fiir solche #, », x, fiir die
kein Teilzahler verschwindet, die Realteile von x4+ #2—m und
x—n ++m gleiches Vorzeichen haben und im Fall des negativen
Vorzeichens auch (1 + x) <o ist. Der Beweis 1Bt sich am
besten fiir die drei Argumente %, m, x gleichzeitig durchfiihren,
indem man von dem Kettenbruch (6.1) einen Restkettenbruch

ag| | apsa| | aps2|
L& lbnsn | &poe

fur gentigend groBles gerades oder ungerades £ abtrennt, diesen
in einen dquivalenten Kettenbruch mit lauter Teilzdhlern 1 ver-
wandelt und dann im (%, 7, x)-Raum fir R(x + n—m) > o0
einen Bereich der Gestalt

7| <K, |m| <K, || <K,

™

¥ +(m—mn)| = 7y >0, —

L)
2

+ 1 L arg (x = (m—n)) g% —
und fir R(x + 2»— m) <o einen Bereich der Gestalt
[n| <K, |m| <K, |x| <K,

¥ (m—n)| > 7y >0, — % +y<Larg (—aF (m—n)) L= —,
=" o Th=arg 5

+x[2r>0  —Z4nLag(—1—n)< T

mf~|

— 1

betrachtet. Dann geht wieder alles mit dem Satz 35 in Kett
S.268. Die genaue Durchfithrung sei dem Leser {iberlassen.



