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Zusammenfassung

Es werden Wellengleichungen vom Typus der Diracgleichung
mit gruppentheoretischen Methoden untersucht.

Teil I: Invariante Wellengleichungen. In §1 wird aus der
Lorentz-Invarianz die Bedingung hergeleitet, daB3 die Basis-
matrizen der Wellengleichung aus gewissen Lie-Algebren in-

finitesimaler geometrischer Transformationen ausgewihlt sein
Miinchen Ak, Sb. 1952 8



112 Friedrich L. Bauer

miissen. § 2 bringt allgemeine Untersuchungen tiber Lie- Algebren,
§ 3 liber deren Matrizendarstellungen. In § 4 wird auf die Be-
ziehungen zur Invariantentheorie eingegangen. § 5 bringt den
AbschluB3 der Darstellungstheorie und klirt, welche invarianten
Wellengleichungen méglich sind.

Teil 11: Ausreduzierte Wellengleichungen. In § 6 wird der Ge-
danke der Ausreduktion durch Nebenbedingungen formuliert.
In § 7 sind ausreduzierte Wellengleichungen, deren Komponen-
ten einen Undor bilden, behandelt. Ein Undor ist eine mehr-
stufige GroBe, deren Komponenten sich in jedem Index wie die
Komponenten einer Diracgleichung transformieren. § 8 bringt
Wellengleichungen, deren Komponenten Tensoren sind, gebil-
det u. U. mit quaternionischen Elementen. Eine abschlieBende
Diskussion findet sich in § 9.

I. Invariante Wellengleichungen

§ 1. Einleitung

1. Ausgehend von der Feldmechanik wurde Bopp (Bopp 1948)
auf Spinwellengleichungen vom Typus der Diracgleichung ge-
fiihrt. Das Problem der Bestimmung von Basismatrizen dieser
Wellengleichungen hatte sich in einer Form ergeben, die grup-
pentheoretische Behandlung nahelegte (Bopp und Bauer 1949,
s. spez. Gl. (23)). Es zeigte sich bei diesen Untersuchungen, dal}
einigen grundlegenden Fragen des Problemkreises der Spin-
wellengleichungen solche gruppentheoretische Methoden ange-
messen sind. Einschligige Betrachtungen hatte schon Lubanski
(Lubanski 1942) begonnen.

Insbesondere fithrt die Aufgabe, unter moglichst geringen
Voraussetzungen invariante Wellengleichungen aufzustellen, in
nachfolgender Weise direkt auf die Theorie Liescher Gruppen
und ihrer Darstellungen.

Wir nehmen Matrizenwellengleichungen an, die

o) von erster Ordnung in den Ableitungssymbolen,

B) invariant bei zuldssigen Ortstransformationen sind und sich
damit zurtickfithren lassen auf den allgemeinen Typus der Dirac-
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gleichung
® Ky=@.0 +n¢=0 @=1...49
Oh A AT NS A D s )
s By B =g B i

wie er in einer Reihe von Arbeiten (Kemmer 1939, de Broglie
1939, Belinfante 1939, Lubanski 1942, Bhabha 1945, Ma-
dhava Rao und Mitarbb. 1946, H6nl und Boerner 1950, Le
Couteur 1950) zugrundegelegt ist. '

Zweierlei ist zu beachten:

1. Wir sprechen zunéchst gar nicht vom Spin.

2. Die Elemente B, kénnen bei der Invarianzforderung keine
gewdhnlichen Zahlen sein. Man mul3, um {iberhaupt eine Lésung
zu bekommen, hyperkomplexe Zahlen (dargestellt etwa durch
Matrizen) zulassen.

¥ ist ein Spaltenvektor aus Komponenten der Wellenfunktion.
Auf ihn wirken die Matrizen 3. Der Operator X mul3 mindestens?!
gegen die Transformationen der Lorentzgruppe invariant sein.
Die Basismatrizen f, transformieren sich demnach kontragre-
dient zu den Ableitungssymbolen und damit kogredient zu den
zuldssigen Raum-Zeit-Transformationen. Dabei bleibt ¢ inva-
riant.

Halt man jedoch, etwa wegen expliziter Komponentenschreib-
weise der Gl. (1), die Matrizen bei der orthogonalen Transfor-
mation x,, = a,, x, fest, so resultiert aus der Invarianzforderung
fiir das Wellengleichungssystem eine in bestimmter Weise zuge-
ordnete Substitution ¢’ = Z¢ der Wellenkomponenten. Der Zu-
sammenhang ist durch die bekannte Formel

(2> ‘I’Bl Tt= aiv@v

gegeben. Entsteht also bei einer zulissigen Raum-Zeit-Transfor-
mation ein neues System von Basismatrizen, so muf3 es ein &qui-
valentes System in einem anderen Bezugsraum sein.

! In der mathematischen Formulierung wollen wir zunichst die Moglichkeit
einer Invarianz gegen eine umfassendere Gruppe offen lassen. Man bedenke,
daBl z. B. die Maxwellschen Gleichungen gegen Transformationen der
Kugelverwandtschaft in Raum-Zeit invariant sind.

g*
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Fiir infinitesimale Anderungen wird aus (2) mittels ¥ = ¢* und
a;, = ¢*ik im Kleinen

GB) [Bl=Bi-Bit =, (DB, (2, + o3 = 0).

Die Kommutatorprodukte (3) definieren in abstracto einen
Teil der VerknlUpfungen einer Lie-A/gebra B (s. Anhang I), die
die simtlichen Elemente § und = und die daraus erzeugten Kom-
mutatorprodukte umfaft.

Man kennt ferner die Verkniipfungen der Elemente T unter-
einander. Diese Kommutatoren bilden gerade die Lie-Algebra T
der infinitesimalen Transformationen der physikalisch vorgege-
benen Gruppe, sie fithren also nicht aus dem Raum der 7 heraus,
Dementsprechend ist T eine Unteralgebra von B!. Die zu
suchende Lie-Algebra B unterliegt also folgenden notwendigen
und hinreichenden Bedingungen:

Sie mul3 die Lie-Algebra der physikalisch vorgegebenenGruppe
als Unteralgebra enthalten. Uberdies muB es moglich sein, aus
dem Raum B-T ein Quadrupel von Elementen auszuwihlen, das
sich gemiB (3) wie der Ort transformiert, oder anders ausgedriickt,
sich wie ein Vektor verhilt.

2. Dieses Problem: Welche lorentzinvarianten Wellengleichun-
gen sind tiberhaupt méglich ? wird uns durch den Teil I der vor-
liegenden Arbeit begleiten und mit den bekannten Grundlagen
und physikalisch wichtigen Ergebnissen der Theorie Liescher
Gruppen und der dazugehdrigen Invariantentheorie vertraut
machen. Es wird sich ergeben, dal3 es selbst im Rahmen unserer
sehr allgemeinen Voraussetzungen, soweit man von Verkopp-
lungen mehrerer Wellengleichungen absieht, nur den von Lu-
banski a. a. O. bereits behandelten Fall lorentzinvarianter Wel-
lengleichungen gibt, wobei die Basismatrizen innerhalb einer fiinf-
dimensionalen orthogonalen Gruppe Darstellungen der vier un-
abhingigen Drehungen in die funfte Koordinate hinein sind. Der
Lubanski-Fall wird vollstindig erfa3t von de Broglies Ver-

1 Man kennt also bereits drei von den vier Teilfeldern der ”1“3
Kommutatortafel. Die Kommutatoren der f unter sich miissen 77— B
noch bestimmt werden. Dazu allein wiirde man vermutlich nicht

das ganze schwere Geschiitz der Gruppentheorie benétigen.
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schmelzungsmethode (a.a. O.). Von dieser Seite unserer Be-
trachtungen her kann also nichts eingewendet werden gegen eine
Vorstellung, daB alle Teilchen hdheren Spins komplexe Gebilde

5 1 . =
aus Spin-—-Teilchen wiren.

Der Spin ergibt sich von selbst. Er ist hier insofern Ausdruck
cines geometrischen Transformationscharakters der Wellenfunk-
tionen, als sich die Matrizen 7,3, T3, 7, als die Operatoren des Spins
erweisen. Sein Wesen wird man demnach allerdings tiefer, etwa
in der Feldmechanik oder in virtuellen Prozessen zu suchen haben.

Unter der Annahme der Allgemeingiiltigkeit efzer Spin-Di-
mensionskonstanten ergibt sich innerhalb unserer Voraussetzun-
gen, selbst bei einer etwaigen Erweiterung der Lorentzgruppe,
keine andere Méoglichkeit als ganzer und halbganzer Spin.

3. Die gruppentheoretischen mathematischen Hilfsmittel wer-
den jedoch vor allem entwickelt, um in Teil II die Zusammen-
hinge zu untersuchen, die sich mathematisch als Isomorphien be-
stimmter Gruppen dartun und fiir uns bedeuten, dal} es etwa ten-
sorielle und spinorielle Schreibweise derselben Wellengleichung
gibt. Es wird insbesondere gezeigt, wie man bei expliziter Kom-
ponentenschreibweise durch passende Symmetrie- und vor allem
Spurbedingungen die Ausreduktion in nicht mehr weiter trenn-
bare Systeme erzwingt und so theoretisch fiir beliebig hohen Spin
die Wellengleichungen angeben kann. Bisher hatten sich daftr
in der reinen Matrizenschreibweise uniiberwindliche Schwierig-
keiten bei der numerischen Ausreduktion der Matrizen ergeben.

Unsere Ergebnisse haben natiirlich enge Bezichungen zu den
von anderen Voraussetzungen her gewonnenen von Fierz, Pauli
(Fierz 1939, Fierz und Pauli 1939) und der anderen erwihnten
Autoren (neuerdings auch Potier 1946ff., Le Couteur 1930).
Soviel wir sechen, umfassen unsere Untersuchungen unter einheit-
lichem Gesichtspunkt die bekannten Ansitze in der Theorie der
Spinwellengleichungen.

§ 2. Erste Aussonderung der brauchbaren Algebren

1. Wir haben einleitend gezeigt, daB die Basismatrizen 8 einer
ivarianten Wellengleichung vom Diracschen Typus zusammen
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mit den Darstellungsmatrizen v der zulidssigen Ortstransforma-
tionen aus einer Lie-Algebra B auszuwihlen sind. Thre Unter-
algebra T, gebildet aus den Matrizen v allein, ist die Algebra der
infinitesimalen Transformationen der Lorentzgruppe (oder auch
gemall Anm.1 einer umfassenderen geometrischen Gruppe).
Nach den Untersuchungen von Lie und seiner Schule haben die
geometrischen Transformationsgruppen spezielle Lie-Algebren,
die man halbeinfach nennt. T ist demnach eine halbeinfache Al-
gebra.

Einige Griinde sprechen dafiir, daB dartiber hinaus auch B
halbeinfach sein muB8. Wir gehen etwa von der Forderung aus, das
System der Basismatrizen f misse vollreduzibel sein.t Eine nicht
vollreduzible Basis wiirde nimlich zu Wellengleichungen fiithren
von der Form

AP + BYT =0
4)

DY = o.

Die Komponenten ¢ wiirden also durch die Komponenten ¢!

iiberhaupt nicht beeinflut werden, wohl aber umgekehrt ¢! durch
Y. Eine solche einseitige ,,Wechselwirkung‘‘ ist mit unseren
physikalischen Vorstellungen von der Gegenseitigkeit einer
Wechselwirkung nicht vertraglich. Sie kann héchstens in Grenz-
fallen verstanden werden, etwa bei extremen Massenverhiltnis-
sen oder in nicht-relativistischer Niherung. Fiir exakt giltige
Wellengleichungen sollte man annehmen, dal3 nur vollreduzible
Basismatrizensysteme in Betracht kommen.

Sind die Matrizen $ {iberdies aus der quantenmechanischen
Umdeutung klassischer GréBen entstanden, wie in der Feld-
mechanik, so sind sie als hermitesch anzusehen und damit von
selbst vollreduzibel.

1 Ein System von Matrizen heit reduzibel, wenn simtliche Matrizen gleich-
zeitig so transformiert werden konnen, daf3 ein ganzes Kistchen von Ele-
menten unter- oder oberhalb der Diagonale verschwindet. Ein nicht redu-

A 3
('6:0'|"5D_)
zibles System heiBt irreduzibel. Vollreduzibilitit bedeutet, da aus der

Reduzibilitit (€ = o) der vollstindige Zerfall in unabhingige Teilsysteme
(B = o) folgt. Ein irreduzibles System ist trivialerweise vollreduzibel.
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Halbeinfache Algebren garantieren vollreduzible Darstellun-
gen (Anhang II). Andererseits sind alle Algebren halbeinfach,
deren adjungierte Darstellung vollreduzibel ist. In § 3 Ziff. 1 wird
ersichtlich, daB alle Darstellungen einer Algebra dem selben
Formalismus genligen und mit der adjungierten Darstellung voll-
reduzibel sind oder nicht. Man verliert also keine Moglichkeiten,
wenn man sich zwecks Diskussion der vollreduziblen Darstellun-
gen auf halbeinfache Algebren beschrinkt.

2. Bei halbeinfachen Algebren treten die aus der Elementar-
teilertheorie bekannten Komplikationen nicht auf. AnschlieBend
an Anhang II geben wir die fiir halbeinfache Algebren allgemein
giiltigen Gesetze:

Man hat innerhalb der halbeinfachen Lie-Algebra A von der
Dimension p eine Unteralgebra H mit einer Basis

{h} = (hy =2, by, ... &) von v Elementen, die mit dem all-
gemeinen Element ¢ vertauschbar sind.

h = > 2/, ist das allgemeine Element aus H. Der Vektorraum

i

der transzendenten Elemente (Variabeln) A ist fiir den folgenden
Kalkiil (,,Cartan-Kalkiil”, Cartan 1894) grundlegend.

Entsprechend der willkiirlichen Basiswahl von {4;} ist er be-
licbigen affinen Transformationen unterworfen, A transformiert
sich kontragredient zum Raum der Basiselemente #4;. H ist der
maximale Unterraum von A, dessen Elemente vollstindig unter-
einander vertauschbar sind (gleichzeitig diagonalisiert werden
kénnen). Es gilt ndmlich:

@ fh, ] = o (f=1...v)
und:

es existieren p — v nichtverschwindende Eigenwerte o; und Eigen-
elemente €y,

(ii) {h, e,,] = «;e,,.

Die Eigenwerte sind Linearformen in A. Sie sind die nichtver-
schwindenden Wurzeln des Sikularpolynoms (vi) in Anhang II.

Fiir die Wurzeln gilt:

1. Sie sind einfach, d. h. alle voneinander verschieden.
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2. Die Multipla 2, 3¢, . .. einer Wurzel & kommen nicht unter
den Wurzeln vor.

3. Sie treten paarweise auf, zu einer Wurzel « gehort auch « als

Wurzel.

4. Es gibt unter ihnen v hinsichtlich der Variabeln A* linear un-
abhingige.

In der im folgenden oft anzuwendenden geometrischen Auf-
fassung im Raum der A sind die Wurzeln also ein System paar-
weise entgegengesetzter, voneinander verschiedener Strahlen im
Raum der Koordinaten Al

Die Verschiedenheit der Wurzeln gestattet es, sie zur Kenn-
zeichnung des Eigenelements zu verwenden. Sie werden deshalb
als Index angehingt. Man verwendet neben « = @; ' auch die
Schreibweise a = (a;, a5, . . . a,) also z. B.

A -»%und (1,0,—-1,0, ...0).

Damit ergeben sich nun einfache Formeln fiir die Verknlipfung
der Eigenelemente untereinander (vgl. Anhang II, Hilfssatz)

(iii) [e.eg] = ¢,4p falls o -+ [ = o0.
Dabei soll ¢, = o sein, falls « + B nicht Wurzel ist. Die Ver-
knlipfung[e, e_,] ergibt schlieBlich ein Element aus dem Raum H,

das mit /%, bezeichnet werde
(iv) [ex 6o = %,

JederalsWurzelvorkommenden Linearkombination von Variabeln
A' entspricht so eine Linearkombination @' Z; von Elementen #;.

(s) (@ = ;W) <> (b, = a' h).
Der Linearitdt wegen ist eine einheitliche Zuordnung méglich,
©) ad=gta; a4 =g,d.

Merkwiirdigerweise ist also durch (iv) eine Metrik festgelegt
(Weyl 1925).

Mittels dieser ist es moglich, ein Skalarprodukt zweier Wurzeln
o = a;N; B = 6; ! zu definieren

(7) (MB) = q éh g“‘ = bi == ai bi'
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Es gilt noch

5. (xa), oft auch als «, bezeichnet, ist stets von Null verschieden,
die Metrik also nicht ausgeartet.

Die Gesamtheit der Bedingungen 1. bis 5. und die Gesetze
(i) bis (iv) kennzeichnen die Halbeinfachheit.

3. Unsere Fragestellung erfordert, wenigstens im Grundsétz-
lichen, die Kenntnis und Aufzidhlung aller nicht-isomorphen
halbeinfachen Lie-Algebren. Van der Waerden verdankt man
eine anschauliche Ldsung dieses Problems.

Man geht aus von der Bemerkung, daB fiir zwei beliebige Wur-

(=B)
(xa)

zeln o, B stets 2 = 2 eine ganze Zahl ist’.

Dann ist auch

(=PI
(%) (BR)
stets eine ganze Zahl. Durch
(xB)
8 ———t—— =
© Ven @8

ist aber in bekannter Weise eine VmGelmessung im metrischen
Raum definiert. Man hat also

cos* 9 = 0, AL 1.
Die betreffenden Winkel, 30°, 45°, 60° und 9o° sind die einzig
moglichen zwischen zwel benachbarten Wurzeln. Sie stimmen
natiirlich genau mit den euklidischen Winkeln in einer geometri-
schen Darstellung iiberein, wenn g'* durch besondere Wahl der
Basis diagonalisiert, die Metrik also euklidisch ist.

Durch einfache Fallunterscheidungen gelingt es dann zu zei-
gen (Van der Waerden 1933, Witt 1941):

Es gibt sieben Typen von Lie-Algebren, mit denen man alle
einfachen Algebren, das sind die ohne invariante Unteralgebren,
besitzt.

Die halbeinfachen erhidlt man aus ihnen in der Form aller

moglichen direkten Produkte (siche Ziff. 4).

! Zum Beweis vgl. § 3 Ziff. 1, wo 4 eine Anzahl von Schritten ist gem#B
Weyl 1925 p. 360.
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Wir geben nachfolgend in Tabelle 1 eine Ubersicht. Dazu
einige Erklarungen:

Bei der Lie-Algebra ®»SL der speziellen linearen Gruppe der
Transformationen von der Determinante 1 wird gewohnlich die

tiberzihlige Variable A% mitverwendet unter der Nebenbedingung

2'at = 0. Das Wurzelsystem nimmt im v 4 1-dimensionalen

0
Raum (2° ... ") nur einen v-dimensionalen Teilraum ein. Diese
Schreibweise vereinfacht im folgenden gelegentlich die Formeln.
Der Symmetrie wegen schreibt man dann A" anstatt A%,

Die symplektische Gruppe besteht aus denjenigen Transfor-
mationen eines Raumes geradzahliger Dimension 7z = 2v, die
eine schiefsymmetrische Bilinearform

(9) mmYe—T T XY= XYy -+ . X1 Yoy = Fay Yaua

invariant lassen. Sie war den Geometern als Gruppe der Linien-
komplexe bekannt. Eine andere Kennzeichnung als Gruppe v-
dimensionaler linearer Transformationen {iber dem Quaternionen-
ring von gewisser Invarianzeigenschaft (vgl. Chevalley 1946
p-19) wird neuerdings bevorzugt.

Die Gruppe von G (II bezeichnet v = 2) ist nach Engel eine
Gruppe siebendimensionaler linearer Transformationen, die eine
bestimmte Trilinearform invariant lassen (vgl. Racah 1949 a).
Bei den vier umfassenden Typen A, D, B und C gilt zunichst

v22 furA, B, C
v >3 flir D;
sie beginnen also mit den Lie-AIgebren 3SL, ¢0, 50 und Sp,

deren Wurzelsysteme in den folgenden Diagrammen veran-
schaulicht sind.

a) 3SL:
Raumliches Diagramm Achsen: Wurzelsystem Metrik:

cartesisch a = (@ya5a;)  euklidisch

(oo4) :i:( 1 —1 O)
+(o 1-1)

(
(o040} 1o0) :*:(_1 o 1)
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Tabelle 1
g E% " Wurzelna | Metrik el %i Ao |G
EE5 &Y Z,kf1~--v (mo) |3 Sg S| # |zeich-| Identifizie-
2‘5%‘; I 1<k m=mi7\1 | |< a | nung rung
! + =AY | ()| 2 Lie-Algebra
Ani ) v(v+1)|#2~1| BSL |der (inf.)
i =2 14y | 2 linearen uni-
g modularen
0 — _ i
l e 21:)\ : \ Gruppe 1. R,
! I Lie-Algebra
. der (inf.
l + (oj-op) |+ (ni-my) 2 | . erém ) 1
60° |D |2 2v(vs1) H(mmn)] BO | OrTROBORER
g 2 Gruppe i. R
|| (@it op) £ (nitmy)| 2 - e
| n=2v,
| | | \geradzahlig
| Es gibt nur drei einfache ,,Ausnahmegruppen diesen Typs, mit
E | den Parameteranzahlen 78, 133 und 248 und von den Raumdimen-
sionen 27, 56 und 248 bzw. Ohne phy51kallsches Interesse.
i : | |Lie-Algebra
—ok -
| i(wl ") j.:i:(”ll my) | 2 Y | der (inf.)
B [2=H (et wh) l;t(mi+mk), 2| 2vt | X 1): nQ 'o‘rthogon'alen
i f b ) ! Gruppe 1.R,,
+ot S+ | ln=2v+1, un-
a5 | ! l l | geradzahlig
. | I . Lie-Algebra
| [4(ai=ch) d=(rmrj—mip) | 2 : |der (inf.)
(C| = |£(al+oh) 3:1;(mi+mk)| 2 l 2yt Z(n-1)l nSp ‘Symplekt_'
[ 2N i .2 ! |Gruppe 1. R,
|| +20; +(m2;) 2 | | ] n=12v,
! . | | | |geradzahlig
; | Die einzige einfache ,,Ausnahmegruppe‘‘ dieses Typs, mit 52 Para-
| F | metern und von der Raumdimension 26, ist fiir unsere Untersuchun-
: gen unbedeutend.
| | ! '[ ' l |Lie-Algebra
l i i f ider Killing-
l F(y=y?) | L) | 2 | |Engelschen
[ l P i 14-parame-
[ ,i( =) |x7 = trigen Grup-
30° 2 | | 12 14 | UG ;
[ 26+ :§:<7”1+7”z) 2 pelim) Ry s
! } l l gibt nur diese
l ‘i Yi+y°) li(3m -m;—m.) 2 l eine einfache
—P =yl ‘ Lie-Algebra
i ; vom Typ G
N \ | mit 30°.
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(Alle sechs Wurzeln liegen auf Kantenmitten eines Wiirfels in
ein und derselben Ebene senkrecht zu einer Kérperdiagonale.)

Ebenes Diagramm  Achsen: Wurzelsystem Metrik:
cartesisch  « = (a;a,) euklidisch
+ (1 o
A i -
3 \\ I’ Y o9 1 3
e
,’I N .,-"' (40) b
% q (; _1/23,)

Ebenes Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem  Metrik:

s schiefwinklig o« = (2, a,) (a' a?)
< : ) (04) |
\:),(:, | +(z 1) +0a o)

PER L 202 6
g o) + @ -1) + (1 -1)
Ebenes Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem — Metrik:
cartesisch
P ‘VA"\
‘\\ ///’,»' ¥, (01)
ok 7}(\’ / L wie vorstehend
i /’ j,/ (10)

(In den letzten beiden Beispielen ist die Winkelmessung nach
(8) mit der angegebenen Metrik durchzufiihren.)

b)¢0:

Riumliches Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem  Metrik:
cartesisch euklidisch
N +( 1 -1 o0
r\lz%' £(-1 0 1)
AN moy £C 11 0)
2 : \,/ (010) + ( O 1 1)
+( 1 o 1)
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c) °0:

Ebenes Diagramm  Achsen Wurzelsystem Metrik:
T cartesisch o = (a; a5) euklidisch
Rrd £ (1 -1)

T e
| Y
P w  E£G 0
YR N Yo 1
d)*Sp:
Ebenes Diagramm Achsen: Wurzelsystem Metrik:
cartesisch o = (a; a) euklidisch
N
AU - +( o)
_._.3,<__ - + (0 2
\( f (10) +@a 1)
‘l + (1 -1)

Offensichtlich sind die letzten beiden Wurzelsysteme affin ver-
wandt und damit identisch. Dies ist Ausdruck dafir, daB3 die
beiden Algebren isomorph sind.

Von Bedeutung sind noch:
e) *SL: (drei riickwirts liegende Wurzeln nicht eingezeichnet)

Riumliches Diagramm Achsen: Wourzelsystem — Metrik:.
cartesisch o = (aya,a;)  (a'@®a®)

("'\\ +(1-1 0) +(1-1 o)

§<\: = (00q) +(o 1-1) £(o 1-1)
~= - +(t 0o 1) +£(-1 o 1)

AN (100) +(2 1 1) +£(1 o o)

\<\/‘/ . +(1 2 1) £(o 1 0

oG +(1 1 2) +£(o o 1)
Ebenes Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem Metrik:
schiefwinklig  « = (a2, a5) (at a?)

+( 1) +( 1 0

A 5 +( 2 £(o 1)

Ve () (1)

E/ \ T\‘ 4+ (0 1) 4+ (-1 2)

“N el +@G o) +({ 2 ~1)

+ @ 1) +( 1 1)
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Riumliches Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem  Metrik:
cartesisch o = (@a,a;) euklidisch
+(1 o-1)
(o04) +(1 12
+( o 1-1)
(100) + (‘1 2 _1)
(040) :}: (_1 1 O)
+(-2 1 1)

(Alle zwolf Wurzeln liegen in einer Ebene senkrecht zur Korper-
diagonale.)

SchlieBlich erlauben die in Tabelle 1 angefiihrten Bildungs-
gesetze der Wurzelsysteme noch die Ausartung v = 1 fir die
Typen A, B und C sowie v = 2 fiir den Typ D. Es ergeben sich
folgende Wurzelsysteme und Diagramme:

g) ?SL:
ebenes Diagramm Achsen Wurzelsystem
» {o4)
~ + @ -1)
A I—.Ho)
lineares Diagramm Wurzelsystem
+(2)
h) 30:
lineares Diagramm Wurzelsystem
G
£
i) 2Sp:
lineares Diagramm Wurzelsystem
<t
+(2)

Die Wurzelsysteme und Diagramme der drei letztangefithrten Al-
gebren sind identisch (bis auf eine affine Transformation), die Al-
gebren sind also isomorph.

k) 10:
ebenes Diagramm  Achsen: Waurzelsystem Metrik:
e cartesisch cuklidisch
o (o G -)

V SN I___’ + (1 1)

(40)
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Winkel von 60° kommen nicht mehr vor, der kleinste vor kom-
mende Winkel ist go°. Das System der vier Wurzeln zerfillt in
zwei vollstindig zueinander senkrechte Teilsysteme. Beide Teil-
systeme sind von der Art der abstrakten Algebra, die durch g),
h) und i) beschrieben ist.

Die letztmogliche Ausartung v = 1 beim Typ D fiihrt trivialer-
weise auf die Lie-Algebra einer einparametrigen Abelschen
(Dilatations-)Gruppe.

4, Im Vorstehenden lieferte die O ein Beispiel fiir den Zerfall
eines Wurzelsystems in zwei vollstindig zueinander senkrechte.
Dieser ist offenbar gleichbedeutend damit, dal die Verkniipfung
von Elementen aus den beiden Teilrdumen der Teilsysteme stets
verschwindet. Man hat also zwei vollstindig voneinander ge-
trennte Teilalgebren, deren im mengentheoretischen Sinn direk-
tes Produkt die urspriingliche Algebra ist. Eine halbeinfache Lie-
Algebra, deren Wurzelsystem nicht in solcher Weise zerfallt, ist
ohne invariante Unteralgebra und wird einfach genannt. Alle
Algebren der uns weiter berithrenden Typen A, B, C, D (und G)
mit Ausnahme der erwihnten 1O sind einfach (letztere haben wir
aus praktischen Griinden in den Typus D mit eingeschlossen).

Zwei andere Beispiele hatten Isomorphie von Algebren ergeben.
Bei den untersten Dimensionszahlen sind Isomorphien solcher
Art hiufig. Es stellen sich folgende Isomorphien heraus:

(10) 30 =< 2SL =~ %5p

(11) ‘0 = 2SL X2SL =~ 30 X30 = %Spx?2Sp
(12) 50 =~ %Sp

(13) 60 =~ 4SL

Man priift leicht nach, dal3 die Parameteranzahlen jeweils gleich
sind. Man erhilt Ubereinstimmung der Wurzelsysteme, wenn
man z. B. bei Isomorphie 80 = 4SL setzt ‘

! + w? = ;\1_)\4

ol — @2 = 22_33

ol - @3 = Al—)3
(14) (1)1 A (03 — )\2_)\4

©?f 4 @3 = Al—22

w? — o = A3-2t,
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Es geniigt, wenn man sich auf die Ubereinstimmung der Dia-
gramme der Wurzelsysteme stiitzt.!

5. SchlieBlich interessiert besonders noch das Untergruppen-
geflige aller erwihnten Typen. Man hat folgende, auch geome-
trisch leicht einzusehende Relationen:

(15) "SL D "0

(16) BVSL D 2¥Sp

(17) "0 D0

(18) 2155 D 228y % 2Sp D 225
(19) #vO DSL

(20) 2v5p D VSL

Die Beziehung
(21) PSLOP0 (v>2)

wird in § 7 bei der Betrachtung der Cliffordschen hyperkom-
plexen Systeme verstindlich werden.

Die G schlieBlich ist Unteralgebra der 70, sie hat als Unter-
algebren die O und auch die 3SL.

Zusammengefafit sind die Ergebnisse dieses Abschnittes in der
Tafel 1. Darin ist jeder halbeinfachen Algebra ein Kistchen zu-
gewiesen. Die Parameteranzahl ist auf einer Leiter rechts ange-
tragen. Die Linien zwischen den Kistchen verbinden die Alge-
bren mit ihren unmittelbaren Unteralgebren.

Wir kommen zum physikalischen Ausgangspunkt zuriick. Es
sind nunmehr alle Algebren bestimmt, die die Lie-Algebra der
Lorentzgruppe umfassen. Das Untergruppengefiige verzweigt
sich iiber der Lorentzgruppe in vier Wege, die durch die unmittel-

1 Ausgedriickt in v hat

vHIST, y2 42y Parameter
2v0 v.(2v — 1) Parameter
2410 y.(2vy + 1) Parameter.

Die Gleichung v? + 2v = v (2v — 1) hat nur die positive Lésung v = 3, (Formel
(13)). Die Gleichung v2 -+ 2 v = v (2 v 4~ 1) hat nur die positive Lésungv = 1,
(Formel (10)). Zwischen den Algebren 3SL und »'O gibt es also auBer den
angeschriebenen Isomorphien keine weiteren.
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baren Obergruppen 50, *SL, G und ‘O x 20 gekennzeichnet
sind. Welche Obergruppen die geeigneten Darstellungsmatrizen
liefern, die sich wie ein Vierervektor verhalten, kann erst behan-
delt werden, wenn im néchsten Abschnitt die Darstellungen der
uns interessierenden Typen untersucht worden sind.

P - 2
-

—20~

—g—

——-

— -

-

"
I
Iz
M '
leg
¥

%

e

——

—tp—

[ ™ 1 -3

—1—
—1_
Tafel 1

Struktur der halbeinfachen Lie-Algebren.

Vollstandigkeit ist nur in der Umgcbung der Lorentzgruppe angestrebt.
Direkte Produkte mit einer einparametrigen Lie-Algebra sind nicht auf-
gefiihrt.

Miinchen Ak, Sb. 1952 ¢
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§ 3. Darstellungen und ibre Kennzeichnung

1. Im vorigen Abschnitt wurde der Cartan-Kalkil fiir die
Waurzeln der abstrakten Algebra und ihrer adjungierten Darstel-
lung eingefiihrt. Er ist auch zur Behandlung aller beliebigen
Darstellungen das geeignete Werkzeug (Cartan 1894).

Seien §;(? =1 ...v) und €, (x alle Wurzeln) die darstellenden
P-reihigen Matrizen einer halbeinfachen Lie-Algebra mit den
entsprechenden Elementen %; und ¢,. Dann gibt es P gemein-
same Eigenvektoren der Matrizen §;. Das allgemeine Element
H = A1 H; hat P (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte

(22) He® =mil e, (l=1...P).

Die Eigenwerte m® = A'#{" sind Linearformen in A. Die ein-
zelnen Komponenten sind die gemeinsamen Eigenwerte von
H1 .. .. H, zum selben Eigenvektor. m = (m, m, . . . m,) nennen
wir deshalb Eigenwertsatz (frz. poids). Unter ¢, werde ein belie-
biger Eigenvektor von & zum Eigenwertsatz m verstanden.
Entsprechend der willkiirlichen Wahl der Basis {#;} sind auch
die Komponenten {;} eines Eigenwertsatzes nur bis auf eine
affine Transformation bestimmt, sie transformieren sich wiederum
kontragredient zu den Variabeln A, wie die Wurzeln im vorigen
Abschnitt, die ja nunmehr nichts anderes als die Eigenwertsitze
einer speziellen Darstellung, nimlich der adjungierten, sind.

Wihrend § die Eigenvektoren reproduziert, werden sie durch
die Matrizen €, untereinander ausgetauscht.

Aus

Hem =mey
und £€,- €5 =0C,
folgt namlich
DEen=69e, +aC ey
HE e u=mC e +aC e,

(23) H (€ ep) =(m+a) € ey
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d. h. €, e, gehort zum Eigenwertsatz m - «, falls dieser vorhan-
den ist, andernfalls verschwindet es:

(24) Cem= {€m+a falls m - « Eigenwertsatz ist,
a v m —

o sonst.

Die einzelnen Eigenwertsitze bilden also im v-dimensionalen
Raum ein Gitter, die Wurzeln sind in Abstand und Richtung die
Gitterkonstanten.

Die genauere Untersuchung ergibt (vgl. Weyl p. 360): Ist m
ein Eigenwertsatz zum Eigenvektor e, so fithrt die fortgesetzte
Anwendung von €, auf e, auf 2 neue nichtverschwindende Eigen-
vektoren und eine zugehdrige Rethe m, m + o, m + 2«,....
m + 4o von Eigenwertsitzen, wobei

—-2(ma)

(25) &= " (aw)

ist. Durch Anwendung von €_ erhilt man riickwirts die Reihe
m—+ ko,m + (A-1)o,....m 4 o, m.

Beispiel: Lie-Algebra %0. Der Ausgangs-Eigenwertsatz sei
m = (2,1). Die Metrik ist euklidisch.
Es ergibt sich dann fiir

«=(-1 1):4=1 und m'=(1 2)
«a=(0 -1):£=2 und m'=( 2 -1)
o=(~1 —-1):4=3 und m' = (-1 -2)

Ist insbesondere m extremal beziiglich €__, das soll heiBen, daf3
€¢_, ¢, =0 und m — « somit kein Eigenwertsatz ist, so ist in der
obigen Reihe der letzte, m - £« tatsichlich der letztmdgliche,
d. h. er ist extremal beziiglich €,, €, e, ., = 0.

Der Gitterraum zwischen den extremalen Eigenwertsitzen ist
somit vollstindig ausgefiillt.

2. Wir ordnen dem Wurzelpaar 4« noch die Substitution S,
anzuwenden auf alle Eigenwertsitze,

S,:m—m + £«
zu.
9*
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Offensichtlich gehort zu einem Paar ein und dieselbe Substi-
tution, da

Zweimalige Anwendung von S, hebt sich auf:
(26) Sh=1,

alle Substitutionen sind also involutorisch. In den geometrischen
Modellen kénnen deshalb die Substitutionen S, nichts anderes als
Spiegelungen sein.

Die Gesamtheit all dieser Spiegelungen bildet eine Gruppe.
Diese, mit S bezeichnet, ist in abstracto eine endliche Permuta-
tionsgruppe, erzeugt aus den zweigliedrigen Zyklen S,. Zu ver-
schiedenen endlichen Gruppen gehoren offenbar verschiedene
Algebren. (Die Umkehrung gilt nicht, wie die folgenden Bei-
spiele zeigen.)

SIS

7) S S, : { m; — m,
77’lk = 7}Zi .

Geometrisch: Spiegelung an der Ebene « = o. S ist die Gruppe

€,, (symmetrische Gruppe) von der Ordnung n!.

2*;-1-10.
B k R 5
o =0-0 S, Ly — w5 my —
R R . 5
(28) r=o0"+o Sy sy ——my, ;o my ——
— ! .
o= S, tm; ——my

Geometrisch: Spiegelungen an den Ebenen o = o. S ist die
Gruppe O, (,,Oktaedergruppe’’, Weyl 1939 p. 218), die erzeugt
ist aus den Transpositionen zweier Elemente und aus den Vor-
zeichendnderungen an einem Element. Sie hat dementsprechend
die Normalteiler 3, X 3, X .... X 3, und &,. Ihre Ordnung ist
2" -yl X

20
Gegeniiber dem vorhergehenden Fall fehlen die Wurzeln o'
und dementsprechend die Vorzeichenanderungen eines Elemen-
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tes. S besteht aus derjenigen Hilfte der vorstehenden Substitu-
tionen, welche nur an einer geraden Anzahl von Elementen das
Vorzeichen dndern. Die Ordnung ist 2*7 . v/,

®Sp:
Obwohl &' durch 26 ersetzt ist, stimmen die Substitutionen
und auch die ganze Gruppe S mit denjenigen der ?* 7O {iberein.
Die Bedeutung der Gruppe S einer Algebra fiir die Darstel-
lungstheorie wird besonders in § 4 Ziff. 3 und § 5 Ziff. 3 ersicht-
lich werden. .

3. Eigenwertsitze, die durch die Substitutionen von S inein-
ander ibergehen, heiBen S-iquivalent. Insbesondere sind die
vorhin als extremal bezeichneten Eigenwertsitze untereinander
iquivalent. Als Reprisentant greift man denjenigen extremalen
heraus, dessen einzelne Komponenten nichtaufsteigend geordnet
sind. Er ist im Sinne einer lexikographischen Ordnung der
maximale Eigenwertsatz der Darstellung.

Es ist zu zeigen, daB3 der maximale Eigenwertsatz einfach ist
(vgl. Weyl 1925 p. 282), d. h. dal} es nur einen einzigen Eigen-
vektor gibt, zu dem er gehért.!

Der maximale Eigenwertsatz kennzeichnet also die irreduzible
Darstellung. Wir nennen ihn die Bezifferung der Darstellung, er
wird in einer Klammer dem Algebrensymbol beigefigt.

Die einzelnen Komponenten der Eigenwertsitze unterliegen
einer sehr einschneidenden Bedingung. In einer Darstellung von
endlichem Grad der Matrizen (nur solche interessieren hier) muf3
nach (25) £ eine ganze Zahl sein. Die Tabelle 1 lehrt, daB3 dann im
Falle der ®SL, *Sp und "G alle Komponenten #; ganze Zahlen
sein missen, im Falle der "O kénnen in einer irreduziblen Dar-
stellung entweder alle ganzzahlig oder alle halbzahlig sein.

! Nur in den einfachsten Fillen sind alle Eigenwertsitze von der
Multiplizitit Eins. Dann ist das Darstellungsproblem trivial (vgl. die
elementare Losung fiir die 0 bei Born und Jordan). Im allgemeinen
sind die Eigenwertsitze jedoch entartet (z. B. hat bereits die adjungicrte
Darstellung den Eigenwertsatz (0, 0, . . . 0), der zu den Elementen aus H
gehort, 1. a. mehrfach). Die Darstellungstheorie wird hier dadurch betricht-
lich komplizierter, daB die Eigenwertsiitze nicht eindeutig die Eigenvektoren
kennzeichnen.



132 Friedrich L. Bauer

Bei den Darstellungen der "SL behandelt man, wie schon er-
wihnt, gerne A% =" formal als selbstindige Variable (unter

n
der Nebenbedingung > A\ = o). Der Eigenwertsatz hat dann
i=1

» Komponenten; diese Verabredung soll im folgenden gelten.
Es ist

n—1 n—1

me)® + 3 my Nt = 3 (m; — my) N
iz1 i-t

Darstellungen der "SL mit duBerlich verschiedener Bezifferung
sind identisch, wenn sie nur in den (stets ganzzahligen) Differenzen
zwischen den einzelnen Komponenten ibereinstimmen. Man
kann also zur Bezifferung und damit zu allen Eigenwertsitzen
einer Darstellung in allen Komponenten eine beliebige, nicht
notwendig ganze Zahl addieren, ohne eine andere Darstellung
zu erzielen.

Z. B. kann die Darstellung *SL (1110) auch als *SL (000 —1)
bezeichnet werden, oder *SL (1100) als *SL (0o -1 ~1). Zu-
sammen mit der Bedingung der lexikographischen Ordnung
ergibt sich schlieBlich, daB fur die Bezifferung folgende Un-
gleichungen gelten:

(20) "SL:my Z2my Zmg = .. ... =>m,

(30) *Sp:imy Zmy ... .. =m, =20, allem,; ganzzahlig
alle #2; ent-

G PO imyzmy 2. ... 2m, 20 weder ganz-

(32) O:imyZmy ... =, 2 |l |f2abliss oder

halbzahlig.

Da bei der 2*O der Vorzeichenwechsel an einem Element allein
nicht vorkommt, kann hier tatsichlich der kennzeichnende Eigen-
wertsatz eine negative letzte Komponente haben. Zwei Dar-
stellungen, deren Bezifferungen sich nur im Vorzeichen der letz-
ten Komponente (wenn diese nicht verschwindet) unterscheiden,
heiBen zueinander konjugiert (vgl. § 4 Ziff. 2).

4. In § 2 ist ausgefiihrt, wie die dort erwdhnten Isomorphien
der Lie-Algebren verschiedener Typen auf affiner Verwandt-
















































































































































