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Wellen lings homogener Plasmaschichten.

Von W. O. Schumann in Miinchen.
Mit 16 Abbildungen.

Vorgelegt im Juli 1947.

Ein Plasma sei ein elektrisch neutrales Medium mit frei

beweglichen Elektronen, dessen Dielektrizitdtskonstante durch

ep= (1 ———Z:) gegeben sei. (w%: %) Die Diampfung sei

vernachlassigt.

Gegeben sei eine Schicht (2), an die zwei unendliche Halb-
raume (1 und 3) angrenzen.

AY
7
7 i
J
4 Abb. 1

Setzt man die Maxwellschen Gleichungen in der tiblichen Form
fir eine £ Welle (mit longitudinaler £, Komponente an), so
entsteht mit 27 als Zeitfaktor, ¢77** als Ausbreitungsfaktor:

. ’ . m .
Im Medium 1: H,= A4,d™VY, E,= ——A;™Y,
E : wh; 1

E, = —5~A—A elmy,
Im Medium 2: H,= jd,sinmyy, E;= A, - cosmy y,
E,= jA4, —-511177z2y,
mt = EB—a mdl=FE—a k=04l = —;’l, A=
= WAL, =25 A, = 2 LM, = gmepg 107

analog A, und II,.
Miinchen Ak. Sb. 1948
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Das Medium 3 sei dasselbe wie Medium 1. Die Stetigkeits-
bedingungen an den Grenzflichen verlangen

my € . 3
—E .= = 72to 71, —
m; e J gy 2 .
€ w*” €
mE—mi = Bk = o?A 11, (1-;2%) = 5 (1 ———ﬁ)
b yai £ 1 1

und die Amplituden sind bestimmt durch

A, . 3 .
_— —Jlm
= .sinmy—- e 2.
4, 7 22

1. Plasmaschicht zwischen Luftschichten.

. o}
Danniste; = p; =1, v =1¢, gy = ep = g (1——;2‘),[1,22 1

. 772y 1 . 2 2 ? }
und es wird s = Jetgm,—, mS—ms = |1 —ep| = =2
72y & j g 2 2 1 2 c? P ct

Da ¢ reell ist, mul3 »#z; imaginir sein (mit positivem Imaginir-
P g 1
teil). Da w5 < 45, ist dann auch mz, imaginir.
Setzt man 7, = jm; und m, = jmn,, so entsteht
!
my, 1

3
= agmy,
2

7
n; g

was nur fiir negatives ¢, méglich ist, d. h. ® < o

Nennt man

Ep = w? 1,
so hei3t die Gleichung
ny 1 )
2 7
2 '—, —_ zg 7712_
7721 €p
oder
/
3 g 1 r 8\2 r 8\ w5
my — = —— 75 und {my—) —\m; —| = 5~
2 Tgm! 2 e 2 2 4

Die Losung dieser Gleichungen erfolgt graphisch durch den
Schnitt der Hyperbel mit der Kurve fiir 72} -z— in Abb. 2.
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Die Feldverteilung fiir imaginére 72, und #z, werden

in der Luft, Medium 1: H, = A4, ™V, E =7 wA A e miv
E,= Z,‘O‘LA_I Ayemmiv
im Plasma, Medium 2: A, = — 4,8inmyy, E, = 7~ —A Cofrmy y,
E, = —Azﬁ; Sin méy,

wobei A, = Ajep << 0

A, ~ 8 mi—
A1 & LeMs
1, Sin sy S e

Der eine Grenzwert der Frequenz ist durch p = 0, (s. Abb. 2)

¢p = 00, o = 0 gegeben. In diesem Falle ist 77 = 0, m} = %
m'é A
12
e i
T9k = &
/
——
//
=Y e m’ 9
EP ey Vﬂ. 22
w,d
“iC-2

Abb. 2

Aus m; = 0 folgt o = k) = %, d. h. die Phasengeschwindigkeit

ist gleich der Lichtgeschwindigkeit. Der zweite Grenzwert ist
dadurch gegeben, daB tg u << 1 sein muB, d. h. €, > 1, also

w? < (’2)" Strebt & gegen diesen Wert, so gehen 72, und 7, gegen
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unendlich. In diesem Fall geht auch « gegen unendlich, d. h.
die Phasengeschwindigkeit gegen Null.

Die Schichtdicke 8 bestimmt die GréBe des Achsenquadrats

der Hyperbel. Mit wachsendem & wachsen m;—i—und iy % Bei
kleinerem p, d. h. kleineren Frequenzen bleibt m;—z‘— relativ

klein, wihrend mé—z— angenihert proportional mit %’ —ii wichst,
d. h. das Feld in der Luft ist bei o = 0 praktisch unabhingig

von y und bei groflen ¢’ nimmt es nurlangsam ab, wihrend im

Plasma ein mit § wachsender Skineffekt auftritt. Bei gréferem

®» wichst auch ml—s—und schlieBlich werden mlﬁund "y — 2

ungefihr gleich groB, d. h. wir haben sowoh! im Plasma als auch
in der Luft einen starken Skineffekt, so da3 nennenswerte Feld-
stirken nur in der Nahe der Grenzfliche erscheinen. Die Welle

lauft dann fiir o =~ -2° wie eine diinne Haut parallel zur Grenz-
2 p

schicht.
Ist mggso groB3, da3 g mé% annihernd gleich eins ist, was

eine gewisse Mindestdicke § der Plasmaschicht voraussetzt, so
ergibt sich

’ w? 1 ' 1 wi—o?
ml =

—_— e — /44 —_—e
’ 2
¢ Veal-2e? ¢ Veol—2a

und etwa 8 > = “Vf”o_z“’g d. h. furm<<o)o,8>7r— fiir

w”

hoéhere Frequenzen weniger.

Dann wird
w — 2 __ 2
=27/ @@= und vpzc]/"l_.«o o,
¢ 0 —2 ! wy — wf
Die Gruppengeschwindigkeit v, ist dann
v, = ¢ [ wi—w | (@l—za?)?
wi—20 of+ 200 — o)
O)? —_2 (1)2 2
Vg v, = ¢ 4(4027)“ 5y
g 7p of + 2 0! (0 — wd)
vg __ (0f—0o®) (0] —2w?)

vp  of 20 (0 —0d)
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d. h. fiir ® — 0 ist ¥, = v, = ¢ und fiir 20® — ] gehen beide
Geschwindigkeiten gegen Null, aber zugleichZ—‘; — 0, d. h. die

Gruppengeschwindigkeit viel rascher. Abb. 3 zeigt schema-
tisch den Verlauf.

€

g Up

049

£ 05 07 1 W
wD

Abb. 3. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit abhingig.von der Frequenz

Um den Verlauf der Kraftlinien zu iibersehen, bildet man

£ __Jm Eg) . . 7] '
(En)Lurt— - und (E,, p= I Cotg myy
und
3
Ey A, , e—miy . (8 mig ,  e—miy
Ep 4, Sinmiy Sin mag e & Sinm)y
und speziell an der Grenze y = —g—

E’?l) /
0 = —Ep.
(Eﬂz 2 2

Die Normalkomponenten von £ an der Trennfliche sind gegen-
phasig, d. h. haben entgegengesetzte Richtung wegen der nega-

by
|

Abb. 4. Verteilung des elektrischen Feldes in Luft und im Plasma
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tiven Dielektrizititskonstante. Es treten an dieser Trennfliche
freie Ladungen auf, die durch die hin- und herflutenden Elektro-
nen verursacht sind. Da £, an der Trennfliche stetig ist, laufen
dort von beiden Seiten Kraftlinien auf die Grenzfliche zu, dic
sich unter einem spitzen Winkel treffen. Die elektrischen Felder
haben Drehfeldcharakter. Bei geringen Frequenzen ist in Luft
| E. | < | E, | und mit wachsender Frequenz ndhern sich beide
der Gleichheit. Im Plasma hingegen ist bei kleinen Frequenzen
| £ |> | £, | und beide gleichen sich mit wachsender Frequenz
ebenfalls an. In der Mitte der Schicht (¥ = 0) herrscht ein rein
longitudinales elektrisches Feld. Abb. 4 zeigt schematisch
den Feldverlauf bei mittleren Frequenzen. Auch fir stehende
Wellen erhilt man analoge Kraftlinienbilder.

Wegen der verschiedenen Richtung von £, auf beiden Sciten
der Trennfliche hat auch der Strahlungsvektor P, = Z, /.
auf beiden Seiten verschiedene Richtung. In der Luft wird in
der Richtung positiver & gestrahlt, dagegen im Plasma in der
entgegengesetzten Richtung. Es existiert ein Flichenwirbel des
Poynting’schen Vektors und die P-Linien, die orthogonal zu
den G-Linien der Abb. 4 verlaufen, sind in sich geschlossene
Wirbellinien. Die gesamte mittlere Strahlung in x-Richtung je cm
Breite in z-Richtung im oberen Lufthalbraum von y = g bis
y = CO ist

;0
—2m] -

.S

€

xp T “’AL ”m'

Die gesamte mittlere Strahlung im Plasma in der oberen Hailfte

der Schicht von ¥ = 0 bis v = gist

S| 2
Sxp— oAl ;Azl

) 37
4”1, [@m 2my = — 2m, —J

A= —A,=A, :;zAL(E’}f_I)

und hat die negative z-Richtung.
Das Verhiltnis beider ist

. 4

2 | )

Sxyp, 20 T 3 Sin2m}
= T &y 2 g?llg—’,—'

. ) N
Sxp 2 Ginzmy—2mi
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Nahe & — 0, ¢ — 00, mj — 22, ist SxL/SxP» o0, die Strahlung
im Plasma verschwindet gegeniiber jener in der Luft. Nahe

. [0} 7 .
der Grenzfrequenz hingegen, o — 1/02_’ €y — 1 7y — 0O, wird

le/s ——1, d. h. das Plasma strahltgenau soviel in negativer
xp

x-Richtung zuriick als in der in Luft positiver z-Richting ge-
strahlt wird, der totale mittlere Energietransport wird Null.

2. Plasmazylinder in Luft.

Einen véllig analogen Verlauf erhilt man auch fiir den Einzel-
draht kreisformigen Querschnitts, nur dafl dort Besselsche
Funktionen auftreten. Setzt man dort ein fiir das Zylinder-
koordinatensystem im AuBenraum (Luft) (1)

amy g h N . . m,
B, =- P A, Hy(m,7), E;‘ = —jr—c" A H,(n,7),
!
B, = —my A H (m, r)
und im Plasmazylinder (2) .
o 72, 2 .omE 9 .
£, = g Ay [o(my7), E, = —j- og ¢ Ay Jo (a7,

B, = -—my Ay [y (my7).
wo /, die Besselsche Funktion 1. Art und A die entsprechende
Hankelsche Funktion und /, und &, ihre Ableitungen bedeuten.
Wihlen wir die 1. Hankelsche Funktion A}, so muB ,; einen
positiv imaginiren Teil enthalten, damit das Feld mit wachsen-
dem Abstand von der Drahtachse verschwindet.

Die Stetigkeit von £, und B, an der Oberfliche » = & ver-
langt mit

mea = v und mya=E§

jo(")) 1 H () A4, 1 Lo
Sme " LT T, HE

o\\'
S

(n

(’r’
3) .

A M

n
£ 4

Zur Losung dieser Gleichung darf & nicht reell sein, da sonst
das Feld nach auBlen hin zu langsam verschwinde, nimlich nur

m1t17 Es muB also § imaginir sein, £ = 7+ &', & > 0, Da
r
18
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m3 < m?, ist fir § imaginir auch % imaginir, 1 = j%'. Damit
wird

.0 S (]"'0/) E’

GE)
&y

Die Ausdriicke rechts und links sind reell, die Gleichung ist

/%) JSoum) )
VA
bis —x' und jE’ H(') E] E,) fiir £ = 0 bis £/ — co von 0 bis &',
Die Vorzeichen belder Ausdriicke sind entgegengesetzt, es gibt
nur bei negativem gp Losungen. Ein weiterer Zusammenhang

von &' und 7’ ist wieder durch eine Hyperbel gegeben

erfiillbar. Nun gcht j fiir ' = 0 bis %' -~ oo von—2

__gl? _ 000 e

und die zweite Gleichung ist die obige
/_/o(]")) __ (‘—00_ ) g Ho(jﬂ
TGy T e TS mGey

Fiir £ = 0 ist nach der Hyperbel 4’ endlich, d. h. die Stetigkeits-
bedingung nur fir o = 0 erfilllbar. Fir groBe Werte wird

2
o

£ = 7' und die Stetigkeitsbedingung ist nur fir (-‘(:))—;— 1) =1,
d. h. % = 2 erfullt. Damit sind wieder dieselben Frequenzen

bestimmt wie bei der ebenen Platte. Im tbrigen ergeben sich
wieder analoge Verliaufe wie bei der ebenen Platte, nur dafl
beim zylindrischen Problem die Felder nach auflen rascher ab-
sinken als beim ebenen Problem. Speziell in der Nihe der
Grenzfrequenz werden &' und v/, d. h. » und 5 groB und wir
haben wieder einen sehr raschen Feldabfall an der Grenzfliche
ungefihr gleich schnell nach innen und aufBlen. Die Phasen-
geschwindigkeit nimmt wegen des wachsenden o bei Annidhe-
rung an die Grenzfrequenz auch stark ab.

SchlieBlich ist es bemerkenswert, daB dieser Wellentyp
identisch ist mit der Oberflichenwelle A. Sommerfelds,! dic
von einem Dipol ausgestrahlt wird, wenn man dort statt der
leitenden Erde einen Plasmahalbraum sich denkt und das In-

1 Zum Beispiel in Frank-Mises: Differentialgleichungen der Physik,
Bd. II 1935 S. 928.
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tegral um den Pol N = 0 herum ausfithrt. Besitzen beide
Medien keinen Leitwert und positive Dielektrizititskonstanten,
so liegt der Pol, wie Joos und Teltow! gezeigt haben, nicht
im oberen, zu beniitzenden Blatt der Riemannschen Fliche
und es gibt keine ,,Oberflichenwelle’. Besitzt dagegen das
2. Medium eine negative Dielektrizititskonstante, so ist dieser
Pol wiederum auf dem oberen Blatt der Riemannschen Fliche
vorhanden. Damit eine Wellenausbreitung zustande kommt,
mufl der Absolutwert der negativen Dielektrizititskonstante
o}

des Plasmas groBer sein als 1, d. h. o = 2 womit wieder die

Frequenzgrenzen festgelegt sind. Die radiale Phasengeschwindig-

PO . . 2 ___ 2 .
keit in der Fernzone ergibt sich zu v, = ¢ ]/“’0‘—2“’)_ und die
ol — o’

Dimpfungen senkrecht zur Trennfliche sind dort genau die-
selben wie im Fall der ebenen Platte bestimmt (dort mit z; und

g bezeichnet). Der Pol lduft nahe der reellen Achse vom Punkt £,

(bei @ — 0) bis ins Unendliche der reellen Achse (bei ® — -m—")

Va2
Die Welle ist also identisch mit der bei der ebenen Platte be-
handelten, und ist cin Analogon zur Zenneckschen Ober-

flichenwelle.

3. Luftschicht zwischen zwei Plasmahalbriumen.

In diesem Fall ist eine viel gréBere Mannigfaltigkeit von
Wellentypen moglich. Gegentiber dem ersten Fall vertauschen
#; und £, ihre Rollen. Es ist jetzt (1, 3 Plasma, 2 Luft)

W =1, g = e€p = (1——

Die Stetigkeitsbedingung heifit jetzt

27,
L TP
72y

= 7 tg ey —?:—

Wiederum muB} »; = j, positiv imaginir sein, womit

72,

3
—gp = —tg my—
1} p S 72,

wird,

1 PZ. 40, 289 (1939).
18* )
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e 2 w? ] w?
=B—#=S(1—2%) 2

. 2
Ferner ist m} — m}

Ci
. . 1
und mit m; = sz,

r2 2 __ oy
mweyt oy =

e
Es sind drei Arten von Lésungen moglich:

1. my reell, e p positiv, wy < w < co. Es gilt dann

]
7 S 7)12—2
My = —E&p——
2

<

0

0o

5\2 5\e  wp B
p—— - und (m; ;—) 4 (7}12 —2—) =
tg 2y -

Die Lésung crfolgt wicder graphisch, Abb. 5.

)
m, s A
W->o00 [}
]
|
1
]
b
/
Wod /
l c2 A
&p .0——/ %T i
N 11firw>oo
Abb. s

Da » positiv sein muB, ist eine Existenzbedingun
1 ]

Wy

3
—
¢ 2

v A

Vil

, o

VI

Py
>
Ist @0 8

4 2

W o

7, so tritt eine zweite mégliche Welle auf usf. In
der Nihe der unteren Grenzfrequenz o,

. [

= oy istmy =~ - und
%) s .

v =, v, == ¢ po v, = 2 Bei o & oy
D /o Y [4 © g “p

Vo — o}

o4
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ist die Gruppengeschwindigkeit Null, mi = 0. Mit wachsender
Frequenz nimmt 7z, ab und #z; wichst. Die Gruppengeschwindig-
keit wachst, der Feldabfall ins Plasma hinein wird immer

stirker. Wenn 9} -i— sehr grofB3 ist, wird dieser Abfall sehr er-

heblich. In der Luftschicht ist das Feld nach sin- und cos-
Funktionen von ¥ verteilt und umfat um so mehr Wellen-

lingen, je hoher die Frequenz ist und je groBer %% ist. Die

méglichen Werte von Ln;—s— liegen zwischen —:— ~ T, % T~ 2%,
u.s.f.
.
2. mg reell. e negativ,— ep = cp = ¢, - (—3’— 1). Von v =0,
|ep|=cobisw = w,, |ep| = 0 gilltig.

Die Stetigkeitsbedingung heil3t jetzt

é
"y &
m: 6 '

tg 3

1
my = €p

Die graphische Losung zeigt Abb. 6.

g )

Nlo,

¥
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Die méglichen Wellentypen hingen sehr stark vom Kreis-
radius—‘%"—%bzw. von der Dicke & ab, wie aus der Abb. er-

kennbar ist.
In diesem Fall ist zunichst zu beachten, daB3 fiir reelle Aus-

breitung of = 45 — m5 = —%——— my >0 sein muB. Mit Riick-

sicht auf die Ausgangsgleichungen oben folgt

6 2
w, 3 \2 wd\2 9 L By
e ) N E i
tg m,

Fiir den Fall 1), © > o, ist das immer der Fall. Dagegen fiir den
2

Fall 2), o < g mit ¢p = %}——1 folgt

da nur positive Werte der rechten Seite in IFrage kommen. Dic
Grenze liegt dort, wo beide Ausdriicke gleich werden. Mit den
Ausgangsgleichungen kombiniert, ergibt sich fiir diesen Fall
€p=1, = %" Da nach Abb. 6 mit zunehmendem ¢/, der
Wert von « abnimmt, aber der von m, wesentlich stirker,
geniigt ¢p > 1 der Ungleichung, ¢p < 1 dagegen nicht.

0! = %erscheint als obere Grenzfrequenz, Punkt 2 des Bildes.

Der Wert & = w,, der auch der Bedingung geniigt, ist ein sin-

N . s O
guldrer Punkt. Als untere Grenzfrequenz erscheint c;) e ep

mit mz, = 0 als «, = —7-—%, wenn die Kurve 4 die Kurvea
| Vs
in der Ordinatenachse beriihrt. ‘
Der Kreisradius —023} muB grofer als 1 sein,d. h. 8 -)73:’-, wenn
%o die Wellenlinge der Resonanzfrequenz e, ist. Dieses Ver-

halten gilt bis zum Kreisradius —‘;368— = 1/2— = 1,22. Bei gréfieren

m 8
Radien (1,22 bis -2—) ist der Kriimmungsradius der e'P—- 5

2
Kurve im Ursprung (m, = 0) kleiner als der des Kreises mit dem
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Radius —";358— = €’p, d. h. beide schneiden sich. Als Folge wird
in diesem Gebiet die untere Grenzfrequenz kleiner als nach der
obigen Formel, und der Wert von 2, bei der unteren Grenz-
frequenz ist nicht mehr Null, sondern positiv.

Wird der Kreisradius ——2"6— grofer als l;—, so dndert sich das

Bild insofern, als jetzt die oben angegebene untere Grenz-

(] .
frequenz » = —=—"-—-—— nun zur oberen Grenzfrequenz wird

Vil

und alle Frequenzen bis @ — 0 herab moglich wefden, wobeti

mit abnehmender Frequenz 7z, % wichst, und bei & — 0 gegen

3 ki
my =S zustrebt.

|y
U y _
Wy d m’ 2é
2c
Abb. 7
' 2 2 2
Kurve a: (m{ %) — (m; g) = ( 0;":\)
my 2
.
Kurve b: m, LA ep L.
3 Tgmi o

tgp = s'P.
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Wird schlieBlich der Kreisradius groBer als w, so wird mit
wachsendem Radius eine zweite Wellenart méglich (wieder nur

mit € > 1), ® = —% als Hochstfrequenz, die mit einem kleinen
2

Frequenzbereich einsetzt, der sich mit wachsendem Kreisradius
ins Gebiet geringerer Frequenzen immer weiter ausdehnt. Bei

%'rc, %Tr, usw. treten auf diese Weise immer mehr mogliche Wel-

len auf, wobei die Wellenlinge der Verteilung in y-Richtung 2”?
in der Luft immer kleiner wird. -

3. Als letzte Moglichkeit besteht noch der Fall, dafl auch i,
imaginir wird, d. h. daB die Feldverteilung in der Luftschicht

in y-Richtung nach &in- und €of-Funktionen stattfindet. Mit
my = jmy wird jetat

!
7 8 7”'3 7 2 12 8 2 (L)QS 2
Mg = =S5 ) —lmg) =7
% q 7y < =

. ©}

Es muB3 €p << 0 sein. 0 < o << g, ep=—c¢ep=g (03—1)
2

. . . (&) - e .

Da 2 negativ ist, ist o2 = i my immer positiv. Die gra-

phische Lésung zeigt Bild 7.
Die Lage der Wurzeln hingt charakteristisch von der GréBe von

8 . .
0)2”; ab. Ist %"C——> 1, so ist die untere Grenzfrequenz durch
! ©

g
SP—— 5

058 gegeben, Wy = ——und die obere Grenzfrequenz

Vit

) . . . . -
durch ¢ = 1, w,, = —==. Es ist dies das Gebiet mit &}, > 1.
° 1/2
. ©, 0 . . o,
Ist hingegen 205 < 1, so ist die untere Grenzfrequenz ©, = —>-
u 2
. © . .

und die obere ©, = —;L-—.t’:, d. h. hier ist ¢, < 1. In der

Wy

e 2c

o

Nahe der Frequenz werden # und 2, groB, es herrscht
q 1 2 grob,

V2
starker Skineffekt in beiden Medien und man hat Wellentypen
wie im Falle der Plasmaschicht zwischen 2 Luftriumen.
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4. Wellenausbreitung in der Luft zwischen einem unendlich
guten Leiter und einer homogenen Plasmaschicht.

Das Feld wird angesetzt in der Form

H,= Ae™V 4 B imy

z

72 5 —1
E.= —& (A& ™Y — Bem1mY)

o

Ey_—,: O)A

(A ejmx + Be—jmy>

Fir y = 0, Grenze Luft-Metall, ist £, = 0, 4 = B. Also ist die
Verteilung im Medium 1, mit £% = o

&)

o
H = A E. = ;4 sing E, = —2_ A cos
.= Ajcosmyy, £, = Z)—AT] psinwy, £, = oA 1 COS 72 ¥

Y
T, 4, /<2 Plasma

T4k, Luft

T
h
¥

I X

Z Abb. 8

In der Plasmaschicht 2 soll 7z, einen positiv imaginiren Anteil
haben, also B = 0 zu setzen. Im Medium 2 gilt dann

j ma Ay o .
H = A, lmy e D2ETE2 LIV B A, g1V
z 2¢ By w A,y ¢ ’ v wA, 72

An der Grenze Luft~Plasma, v = / gilt die Stetigkeitsbedingung

: 78 . . ” ;
Aycosmyh = Ayel™h —A»I‘—] A, sinm b = —-Azi Ay elmah,
Also
€ . A —jmal
my o= jny tg myh, —A»i— = ¢ ™" cosmy A.
2
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Zur Lésung wird wieder m, = jm, gesetzt, my >0

~

£
my = mytgmik
2

I & il- = ___g—méh
bzw.  (my /) e (my h) - tg my k, A, — cosmy k'

Die zweite Gleichung ist wieder gegeben durch

2 2 __ 42 2
my — my = k{ — k;
.
o
bzw. mE oyt = —g_,‘i

(ny B+ (my h)? = (M)z
1.) Fiir positives ¢, =g, = 51(1——- Z—E), 0y << 0 <<00,0<ep<t

ist myh = ep (m ) tgm, k.

Abb. g zeigt die graphische Losung.

:
mih

.ﬁloe
>

2

~Slw,h

Abb. 9

Die moglichen Werte fiir 72,4 liegen zwischen 0—-275,7c—-g— =

u.s.f.
Mit verschwindendem wy% gehen 7, und my gegen Null.

Fiir groBe % geht (m /) gegen %, % mu.s.f., wihrend e, 4 schr

grofB3 wird.
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3
(O . . o w,
—— mi ist, wird fiir & = oy, m; =~ —>-
c* c

Dao® = A —m = )
o =0, d. h. die Phasengeschwindigkeit »,, unendlich und sinkt
mit wachsendem  auf die Lichtgeschwindigkeit ¢.

In der Nihe der Grenzfrequenz w, gilt wieder v, - v, = 2.

Feldverlauf.

Die £~ und £ -Felder in Luft und im Plasma sind um go° inder
Phase gegeneinander verschoben, sie sind Drehfelder. Die Wellen-

AY

| |

, |

| | |
//7\%'

il N [N A
ho : |

: /E,Hz

| an i S

Abb. 10
lingen in y-Richtung in Luft sind 2% = —h;-, —/l3—u.s.f.
T o) e~ i)
Im;PIasma herrscht ein aperiodischer Feldabfall, der um so
[ AY l
' I
l ) |
‘ |
| |
l -
A sy il | TR RN, { IR,
! |
(N X
Abb. 11

(o2

grofer ist, je grofer —?/i ist. Abb. 10 gibt eine Skizze des Feldes.
In Plasma ist £, > £, solange ¢p > 0.

Natiirlich gibt es fiir geniigend groBes @ % ouch Oberfelder,

c
etwa von der Form der Abb. 11.
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2.) Negatives ep.—ep = ¢p = e:l(%é———l), 0 < o < o,
0 <ep<<oo,d. h. mhh = — &y (m ) tg myh.
Die graphische Loésung ist in Abb. 12 dargestellt.
A m2h

i//,cuzO
- ]
\ 2 |
\
22 !
i \
F\&3 \ |
\ \
\ 1
N7 &
] T 7—- 7 |\ mrz
wWyh
(&
Abb. 12

Damit iiberhaupt Lésungen zustande kommen, muf3 & > 5

2
A > %sein, also eine gewisse Mindesthéhe der Luftschicht

gegeben sein. Aus der Bedingung fiir ungedimpfte Ausbreitung
o = B —mi = (;)—:—mf >0 d.h <-°)Z]z- > omh
folgt, daB3 von den beiden Schnittpunkten des Kreises mit der
Charakteristik (1 und 2) nur die Punkte 2 brauchbar sind,
und dafl eine Mindestfrequenz existiert, die der Beriithrung
einer Charakteristik mit dem Kreis entspricht (Punkt 3). Je

groBer —°=, desto breiter ist das iibertragene Frequenzband.
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. 2 9
Bei der Frequenz o = wyistm; b =~ _’2‘7,’ o2 A _‘;)0__ (_;t_) ?; und
e e o
die Phasengeschwindigkeit ist v, &~ —20—  Je groler
g g p ng/cg _ (TC/2/Z)2 J g

/ ist, desto ndher liegt sie an der Lichtgeschwindigkeit. Die ‘
Frequenz Null ist nicht erreichbar, da schon vorher bei % = m,

die reelle Ausbreitung aufhért, mit der Phasengeschwindigkeit
unendlich. Eine Skizze des Feldes gibt Abb. 13.

AY
l

N\ __Y&

Abb. 13 v

Am Erdboden herrscht noch das Luftfeld der vorhergehenden
Abbildung. An der Grenze Luft-Plasma fiangt eine Grenzschicht-
welle nach Abschnitt 1 an sich zu bilden.

3.) Es ist noch der Fall s, imaginir méglich. 7, = jm;. In
diesem Falle wird

myh = —epmy b X m, hund (my k) — (ny h)* = (—"M)2

c

Die 1. Gleichung ist nur erfiillbar fir negatives ¢p.

—ep=c¢ph = ¢ (%——1),0< o0 < wy, 0 < ep < oo.
Die graphische Lésung zeigt Abb. 14.
Man sieht, daB in diesem Fall nur Losungen moglich sind fiir

aQ 9
7 - . [OF 4
ep>1,d h 2 7%, Fir o* =~ > gehen my und 7, gegen

.
. w” . .
unendlich, und «2 = = 4~ /% auch, d. h. die Phasengeschwin-
) = T 1 )

digkeit gegen Null. Mit abnehmender Frequenz geht #z; schlieB-
lich gegen Null, und die Phasengeschwindigkeit ndhert sich der

Lichtgeschwindigkeit. #z, geht gegen "020"'
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Amyh
a
2 Tgu=¢,
\' m,h
. >
L Woh
¢
Abb. 14

Kurve a: (my £)? — (my £)? = ( o /l)"

c

Kurve b: mgh = pmyh-Tg m) k.
7
tgu = <p.

Fiir geniigend grofe 222 - % kann g w1y /o = 1 gesetzt werden.
Dann wird

I3 /Z (.\)9
my b~ -

= > T,

¢ 1/0,—3_:_20
. . . - h o— 7
d. h. es ist eine Mindesthéhe nétig von TL > ;

ﬁ§%V§_

wo A die © zugehérige Vakuumwellenlidnge ist. Analog folg

1 —_9___ 2 i _92_ 0)0

- Vs o und o? = & -rml =N mo——~2(o . Das ist
genau derselbe Wert, der in Abschnitt 1 auf S. 258 fiir Wellen
lings einer Plasmaschicht festgestellt wurde, und es gelten hier

alle dort gezogenen Folgerungen.

!
1y =

Fir die Feldverteilung gilt jetzt
1.) Im Medium 1 Luft:

H,=4,Cfmy, E, =— m‘ - J A, 8inmyy, E, = m-“A— A, Cof my
1
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2.) Im Medium 2. Plasma:

—ms .y R a - s

H, = Ay, B, = —j 2 gy i, B, = — S gy,
. A, —mih
By = —08,>0, 7* = Gz

Alle Felder in Luft nehmen mit der Héhe y zu. Das Feld sitzt
praktisch mehr oder weniger stark an der Grenze Luft-Plasma
konzentriert. Das Verhiltnis der Vertikal- zu den Horizontal-
feldern wird

Ly
( Ex )Luft =J m,  Tgmiy’

. -
=7 mh”

e 1 ( By )
Ly ) Plasma

|

|
= !
N l

|

\/ |
|

| |

I |

| |

| |
Abb. 15a. Niedrige Frequenz

A

e N
AN LA P

Abb. 15b. Hohe Frequenz

— O~ —>»

Y

Fiir kleine Frequenzen geht z;, gegen —*+und my wird

7;ll~]/ﬁc ’ ]

co,—(o

« geht auch linear mit w gegen Null.
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Es wird also klein.

Plasma

Ex

gx ' groB und

Bei hohen Frequenzen wird nach den Formeln oben dagegen

2 9 9 a 2

die beide fiir w?® ~

E . ..

Y ~~ 1, abgesehen von unmittelbarer Bodennihe, und
Ex Lug
auch =~ 1.

Ex Plasma
Eine Skizze der Kraftlinien zeigen die Abb. 15a und b.
Besonders bei hohen Frequenzen ist die Grenzflichenwelle vor-
herrschend, von der sozusagen nur ein Paar Kraftlinien zur
Erde herabhingen.

5. Plasma zwischen zwei leitenden Schichten.

Die Felder seien angesetzt in der Form

H, = Ad™V 4 Beim

E, = 2 (4™ — Bemimy)

o . L
Ey = A <A &ml i Be J_my>

Firy = &4 % muB £, = 0 sein. Daraus folgt m = ‘%r(g ganze
Zahl). Da

02 = B2 —m? = (

2

sein muB, folgt »® > w 4 ¢°

8

ol + 2 £

bedingt durch die Plasmaeigenschaften (w,) und die Geometrie
der Anordnung, also &® > i d. h.ep > 0.

Die Phasengeschwindigkeit wird
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und ist fiir o — 00, v, — ¢, fir die Grenzfrequenz gleich un-
endlich. Es gilt wieder v, - v, = ¢2

Y

{

g

3 LP/asma —
5 X
V2
7 LSS TS L7
z/

Abb. 16

Fiir dic Berechnung des Feldes muB3 man g, (gerade) und g,
(ungerade) unterscheiden. Es wird dann

. m LuT i £OTC
E, = mAA{cos 5 T/ sin y}

E, = Q%A{jsin-%iy+cosgfg—ny}

H, = A{jsin%y—{—cosg"%y}.

Die Kraftlinienbilder entsprechen vollkommen den Grund-
und Oberwellenverteilungen wie sie bei Hin- und Herreflexion
von Wellen zwischen den beiden leitenden Wanden entstehen,
nur daf3 jetzt zu diesen rdumlich harmonischen Verteilungen
infolge der Dispersion der Diclektrizititskonstanten nicht har-
monisch angeordnete Frequenzen gehéren (). Der Fall g = 0
entspricht rein transversalem homogenem Feld. Bei o = w,,

crgibt sich jetzt keine Energiefortpflanzung, o, = 0, und o =
und £, = 0.

6. Uber Energiedichten im Plasma.

Die frequenzabhingige Diclektrizititskonstante des Plasmas
kommt zustande durch Beriicksichtigung der Elektronen-
bewegungen. Esist A = A,-— A/, wo A, die Dielektrizititskon-
stante des Vakuums ist und A’ den Einflu der bewegten Elek-
tronen berticksichtigt. Fiir freie Elektronen ist

e E N E

v= " j,=Nev="
J wm Jw7e

— — A jeE
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. V e? . L. .
mit A’ == ~:—)2%2~. Die kinetische Energie der bewegten Elektro-
nen ist
2 2
ymeee  NEJER 1 | E.
2 2w'm 2
Es ist also

gleich der Differenz der clektrischen Energiedichte und der
kinetischen Energiedichte. A = 0 bedeutet also, dal3 diese bei-
den Energiedichten gleich sind. Zeitlich sind ihre Pulsationen
um % Periode gegeneinander verschoben, da die eine € und dic
andere [i,(; proportional ist. Dasselbe folgt aus dem komplexen

Poyntingschen Vektor
div[£H,] =
= H,rot E—ErotH, = jzo [: AOI E [2—%A' IE Iz———?IHQ].

Ist div [EH,] = 0, soist -8, | B2 = LA | B+ 272 d b,

die elektrische Energiedichte ist dann nicht mechr gleich der
magnetischen, sondern groQer.

7. Einflul} der Dampfung im Plasma.

Bisher ist die Ddmpfung im Plasmavollkommen vernachlissigt.
Sie kann aber von sehr groflem EinfluB sein. Beriicksichtigt
man nur die Didmpfung durch ZusammenstéBe der Elektronen
mit Atomen, so ist die komplexe relative D.K. des Plasmas

w? 1
3=1—~-—;‘7.. -
o j

] —
wT

(= mittlere Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Sté8en).

. [O) .
Mit o T F und wet = @ wird
0
e =g, Tjg = 1 e
TS T T aa)
o a? . a 1 %
ST e ST T Tk e wh,
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(% ,,Leitwert* des Plasmas). Die D. K. ¢, kann tiberhaupt nur
dann Null bzw. negativ werden, wenn ¢ = w7ty >1 ist. Das
Plasma hat nur solange die Eigenschaften eines Diclektrikums
mit geringem Leitwert als wy7>> 1 und auch w7> 1 ist. Wird
01K 1, so geht ¢,—1—a® und

% — awylyg,
d. h. das Plasma verhilt si¢h wie ein schlechter Leiter. Fihrt
man die komplexe D. K. in die Gleichungen des Abschnitts 1
ein, so erhilt man fiir den Fall Tg m.’zg ~ 1, (Seite 258) mit
der Annahme w71
E TR N SO

w; —20° —

aus der man erkennt, dal mit Anniherung von w? an ‘j—’ die
Dampfung einc schr erhebliche Rolle spielt.

Setzt man—- <<~—voraus so ergibt sich die Fortpflanzungs-
konstante « zu

o [ON o)“ . (n . w” 1 1 [OT m;,
0= -~ 1 = — — . _— ot S - i
e wi—za? el o' ot \eoT Wi —20° 7 wl—2 0

Die Diampfung reduziert wie tblich die Phasengeschwindigkeit
und wichst erheblich mit der Frequenz, in erster Anndherung
proportional dem Quadrat der Frequenz.



