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317
Ein neuer Beweis fiir die formale Entwickelbarkeit
algebraischer Ifunktionen in Potenzreihen.
Von Iritz Lettenmeyer in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn Perron in der Sitzung am 8. Juli 1933.

§ 1. Einleitung.

Dic Tatsache, dal eine algebraische Gleichung der Form

n (oo
a 2| 2a, 2y =0
(@

6=0 \p=0 =

Lésungen der Form

o] ¥
(P) y= X it (vo und £ ganz, v, % 0, £>0)
besitzt, gilt bekanntlich schon im Gebiet der formalen Algebra;
es wird also tiber die «,, lediglich vorausgesetzt, daf3 sie GréBen
irgendeines Kérpers 2 bedeuten, in welchem die iiblichen Re-
chengesetze gelten (d. h. eines Kérpers von der Charakteristik
Null). Demgemil ist der Begriff Losung in dem formalen Sinn

zu verstehen, dafl nach Einsetzung von (P) in die linke Seite von
1
(a) sich durch Umrechnung cine Potenzreihe in at ergeben soll,

deren simtliche Koeffizienten gleich Null sind; dies sei kurz
durch den Ausdruck ,,formale Losung* gekennzeichnet.

Fiir diese Tatsache, welche in der Uberschrift kurz als die
formale Entwickelbarkeit algebraischer Funktionen in Potenz-
reihen bezeichnet ist, gibt es verschiedene Beweise, welche Herr
Ostrowski in ciner kiirzlich erschienenen Arbeitt besprochen
und um cinen weiteren, besonders cleganten Beweis vermehrt
hat. Es ertibrigt sich daher, hier nochmals auf die vorhandenen
Bewecise einzugehen; auch fiir die Literaturangaben sei auf die
genannte Arbeit verwiesen.

I Mathematische Zeitschrift Bd. 37, S. 98—133.
Miinchen Ak. Sb. 1933, 1L
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318 Fritz Lettenmeyer

Zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten ¢, bedient
man sich bekanntlich der Methode der sog. Puiseuxschen Dia-
gramme; diese Methode wurde durch cingehende Analysierung
von Hensel und LLandsberg? sowcit zu cinem Existenzbeweis
ausgebaut, dafl zunichst die Existenz eciner einzigen Losung (P)
gewihrleistet ist; dic iibrigen Losungen werden dann durch
Produktzerlegung erhalten.

Dieser Beweis war bis jetzt der einzige, der wenigstens zum
Teil denjenigen Rechenoperationen nachgebildet ist, welche bei
der praktischen Berechnung der ¢, in der Tat geleistet werden
miissen.

Der im folgenden mitgeteilte Beweis fahrt diesen Gesichts-
punkt konsequent durch; er ist cine vollstindige Diskussion des
Verfahrens, das bei der praktischen Berechnung der ¢, am niich-
sten licgt: mit cinem Ansatz (P) in die Gleichung (a) hincinzu-
gehen und aus den entstchenden Bedingungsgleichungen die ¢,
sukzessive zu berechnen zu versuchen® Er liefert also gegenitiber
den reinen Existenzbeweisen insofern mehr, als in ihm siimtliche
Moglichkeiten verfolgt werden, welche bei der Aufeinanderfolge
der einzelnen Rechenoperationen cintreten kénnen, und dadurch
simtliche Losungen schrittweise konstruiert werden. Man ver-
gleiche in dieser Bezichung etwa, daf} der Satz 1T gegentiber der
allgemeinen Existenzaussage des Satzes I eine Angabe dartiber
enthilt, zu welchen Losungen das Verfahren nach Auswahl cines
bestimmten Anfangsschrittes noch fithrt.

Dabei mull folgende Einschrinkung erwihnt werden: die
Fragestellung wird in dieser Arbeit auf Losungen

k B

o)
(Po) y= 2¢,x (£ —> o und ganz)
=0

2 Hensel und Landsberg, Theorte der algebraischen Funktionen einer
Veranderlichen usw., Leipzig 1902, S. 39-—067.

3 Die bekannte Tatsache, dafB3 der allgemeinere Ansatz einer Potenzreihe
mit aufsteigend geordneten und ins Unendiiche wachsenden recllen Expo-
nenten notwendig auf einen Ansatz der Form (P) fihrt, 120t sich leicht mit
den im folgenden verwendeten Methoden zeigen. Davon sei hier der Kiirze
halber abgeschen.
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beschrinkt. Die Ubertragung der Ergebnisse auf Losungen der
Form (P) bictet dann keine Schwierigkeiten mehr; man braucht

Ty
nur dic Gleichung (a) mittels ¥ = x*z auf dic neue Variable z
zu transformicren. Diese und damit zusammenhingende Dinge
sind in der auf die vorliegende unmittelbar folgenden Arbeit von
cinem allgemeineren Gesichtspunkt aus behandelt.

Bleiben wir also bei der Frage nach allen Lésungen der Form
(Py. Mit der erwihnten Methode der Aufstellung der Bedin-
gungsgleichungen fiir dic unbestimmten Koeffizienten ¢, stoft
man beim Auftreten mehrfacher Wurzeln auf Schwierigkeiten,
da das System der Bedingungsgleichungen sehr kompliziert wird.
Das ist wohl der Grund, dal3 dieser Weg noch nie zu cinem voll-
stindigen Existenzbewels ausgebaut wurde. Diese Schwierig-
keiten werden hier durch einen Induktionsbeweis {iberwunden;
es sei aber bemerkt, dal die Fassung als Induktionsbeweis nicht
dic Tatsache beeintrichtigt, dall der Bewels ein praktisch brauch-
bares Verfahren zur sukzessiven Berechnung der ¢, mit Gewin-
nung aller Losungen (Py) liefert.

DaB der Induktionsbeweis kompliziert ist, liegt in der Natur
der Sache. Er lifit sich nicht vereinfachen, da jeder seiner Schritte
bei der praktischen Berechnung der ¢, wirklich auftritt; dies
merkt man allerdings erst, wenn man einen Fall durchrechnet,
wo es sich um mehr als funffache Vielfachheiten handelt. Man
wird z. B. erst bei solchen Vielfachheiten die Notwendigkeit er-
schen, daf} die Induktionsschritte nach Fareybriichen eingeteilt
werden miissen,

Noch in ecinem zweiten Punkt unterscheidet sich der vorlie-
gende Beweis von allen Ubrigen. Er gilt ndmlich ohne weiteres
auch fir gewisse Gleichungen unendlich hohen Grades in y. Dies
rithrt von folgendem Umstand her: Fir den Beweis wird die
Gleichung (a) in der nach Potenzen von x geordneten Form

. 0o 7117
(b) > (,) a,, v’ ) ¥ =o0

n=0 \6=0 /

itzt werden, wo also alle 2, < 7 sind. I vird aber im
beniitzt werden, Iso alle 72, <7 sind. Nun wird al

ganzen Beweis an keiner Stelle von der Beschrinktheit der 7,
Gebrauch gemacht. Der Existenzbeweis gilt also bereits fiir

22»
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Gleichungen der Form (b) mit nicht beschrinkten #,, die Glei-
chungen unendlich hohen Grades in » sind.

Sachlich mag dies vielleicht nicht weiter als Vorzug gewertet
werden, da sich ja die Behandlung von Gleichungen unendlich
hohen Grades in y mit dem Weierstralschen Vorbereitungs-
satz auf Gleichungen endlichen Grades in y zuriickfithren 14Bt;
methodisch dirfte es aber doch von Interesse sein; denn aus der
Tatsache, dal3 bei Zugrundeclegung einer Gleichung (b) mit nicht
beschrinkten 7, an unserem Beweis durch vorhergehende Re-
duktion auf eine Gleichung endlichen Grades in y kein Wort
gespart wiirde, geht hervor, dafl bel dem vorliegenden verall-
gemeinerten Existenzproblem der Weierstrafsche Vorberei-
tungssatz kein unentbehrliches Hilfsmittel ist.

In einer vorhergehenden Arbeit (S. 103—127 dieses Jahrganges)
habe ich unter Voraussetzung der Loésungsexistenz dic Tatsache
behandelt, daf3 die ¢, einer Lésung (P) einem endlichen al-
gebraischen LErweiterungskérper Gber 9 angchéren, und den
Grad dieses Erweiterungskérpers niher untersucht. Dal bei dem
jetzigen Existenzbeweis die Sitze I und II der fritheren Arbeit
nochmals mitgeliefert werden, ist nicht verwunderlich; es wiirde
aber flr den Existenzbeweis keine Vercinfachung bedeuten, die
fritheren Resultate als bekannt vorauszusetzen. Der Beweis in
§ 2 der fritheren Arbeit ist wesentlich einfacher, 140t sich aber
nicht zu cinem Existenzbeweis ausbauen.

Wir werden also fiir den folgenden Beweis eine Gleichung der
Form

o n,
2‘ xe (I):l (y) - O’ q)g (Jl> - 2" (Ziﬂr‘yﬂ ‘1
0=0 G=0
zugrundelegen, wo die », nicht beschrinkt zu scin brauchen.
Es darf natirlich ®y(y) als nicht identisch Null angenommen
werden. Dann soll ®y(y) als das Anfangspolynom bezeichnet
werden.

4 Its wird nicht @,y * O vorausgesetzt; 2, braucht also nicht der Grad

des Polynoms Dy y) zu sein.,
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Eine Losung heiBt von der Vielfachheit ¢, wenn sie Losung
aller Gleichungen

m -
20 (y)=0 8
0=0
mit A =o0, ..., ¢-—1, aber nicht Loésung der Gleichung mit

o= q ist.

§ 2. Der Existenzsatz.

o0
Satz I (Existenzsatz): Es sei F(x,y) = 2 x°® (y); dic
0=0 N
®,(y) seien Polynome in y mit Koeffizienten aus einem
Korper U; ®y(y) sei nicht identisch Null, hat also einen

Grad #2 > o. Dann hat die Gleichung
(0 Fx,y)=0

genau . formale Losungen der Form

o0
(Py) v= 2 c,x (o und ganz).

Dabei sind mehrfache Lésungen in ihrer Vielfach-
heit zu zihlen.

Fir jede cinzelne dieser Loésungen gilt, dal ihre
simtlichen ¢, cinem endlichen algebraischen Erwei-
terungskorper {ber 9 angehoren (,,Koeffizienten-
korper®).

Geht man mit dem Ansatz (P ) in (I) hinein, so ergibt sich fiir
x == o (d. h. durch Sammlung der von x freien Glieder) ®(¢,) =o.
Die GroBe ¢y mubl also eine Wurzel des Anfangspolynoms @y(y)
sein; dies gilt unabhingig von der Wahl der Zahl 4.

Im Fall 772 = o gibt es also keine Losung der Form (Pg). Von
jetzt ab sei daher 7 = 1. Dann gilt

5 Die oberen Akzente bzw. Indizes bezeichnen stets formale Differentia-
tionen.
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Satz II: Gegeben sei der in Satz I vorausgesetzte
Sachverhalt. ¢; sei eine festgewahlte g-fache Wurzel
von ®y(y). Dann gibt es genau ¢ mit diesem ¢y begin-
nende Lésungen (mechrfache mehrfach gezihlt) der
Form (Py).

Fiir jede einzelne gilt, daB3 ihre sdmtlichen ¢, einem
endlichen algebraischen Erweciterungskorper Gber A
angchoren.

Aus Satz II, angewandt auf die sidmtlichen verschiedenen
Wurzeln von @ (), folgt sofort Satz . Es gentigt also, den Satz 11
zu beweisen. :

Zusatz zu Satz Il: = bezeichne den Grad der algebra-
ischen GrofBle ¢y tber U Dann ist fir jede der in
Satz Il genannten Lésungen der Grad des Koeffi-
zientenkorpers (iber ) < wg, a fortiori = .5

Beweis des Satzes II samt Zusatz far ¢=1.

Im Fall ¢ = 1 gehen wir zunichst mit dem Ansatz

(oo}
(Pv) y=2e¢,a"

v=>0
in (I) hinein, wo also £ == 1 gewihlt ist. Ordnet man auf der
linken Seite nach Potenzen von x, so ist zunichst wegen ®4(c,)
= o der Koeffizient von 2% gleich Null. Der Koeffizient ciner
Potenz 2" (. = 1) wird offenbar bereits dann erhalten, wenn in
dem Ausdruck
A i—o
X atd, ( z},,x")

0=0 y=0

die Glieder mit »* gesammelt werden; es kénnen also keine an-
deren ¢, als ¢, ¢4, - - ., ¢; vorkommen. Suchen wir speziell die
Glieder, welche ¢, enthalten, so mul} p = o sein; es gentigt also,
sie aus dem Ausdruck

6 Uber wq = m vgl. S. 108 —10g.
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A i 7 2

(DO(‘;‘:. c,,x) Oy -0y X ¢, 27+ (D“ (4 ¢, x) 4.7
=0 v=1 r=1

zu sammeln, was ersichtlich @ ¢, liefert. Die unendlich vielen

Bedingungsgleichungen dafiir, dall (p;) eine Losung seci, sind

also von der Form:

, Polynom in ¢g, €1y« -y €5 q|
(Dc-—’—{ . [ orbrrer il — 0 (A=1,2,3,...).
"7t | mit Koeffizienten aus 2 =523
Dieses Gleichungssystem liefert im Fall ¢ = 1, d. h. @) - o,
sukzessive ¢q, ¢y, ¢g, ... cindeutig als GréBen des Kérpers
S (U, ¢y) vom Grad w.
Die so erhaltene Losung (p;) hat die Vielfachheit Eins, da
oo
2 d, (v) wegen @y - o durch (p,y) sicher nicht zu Null
=0 N
gemacht wird.
IZs ist noch zu zeigen, dall im Fall ¢ = 1 keine anderen (mit
demsclben ¢4 beginnenden) Losungen mit 2 >> 1 vorhanden sind.
Angenommen

o0 g
(p2) y=2d,5" (dy=cy)
=0

sci cine Losung. Dann bedeutet dics, v = 2 gesetzt, dal} fir die

Gleichung
o0
2 M0, (=o0
=0 .
oo o0

sowohl X ¢, 7" als auch X' 7, #" Losungen sind.
ye1h r=0

Diese beiden Losungen missen jedoch wegen &, = ¢, identisch
scin, wic die socben fir Lésungen der Form (p,) bewiesene Ein-
deutigkeit, angewandt auf den neuen Sachverhalt in #, y, lehrt.
Es ist also

e .
d, ==o fliir v=£20 (mod £)

Il

4,

¥

=c,.

“ Verabredung (auch fir § 3 und § 4): (I)E_,T) ohne Argumentangabe bedeute
stets (D(L,T) (o).
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Die Potenzreihe (py) ist also nichts anderes als die Potenz-
reihe (pq); wir betrachten natiirlich zwei Potenzreihen nicht als
verschieden, wenn dic eine aus der anderen durch Erweiterung
der als Exponenten stehenden Briiche und Hinzufligung von
Gliedern mit Koeffizienten Null hervorgeht.

Damit sind im Fall ¢ = 1 die Behauptungen bewiesen; aufler-
dem ist £ = 1 festgestellt.

§ 3. Der Induktionsbeweis.

Es sei von jetzt ab ¢ = 2. Wir fihren nun einen Induktions-
beweis, indem wir fiir alle Vielfachheiten < ¢ (anstelle des jetzt
vorgegebenen ¢) die Behauptungen des Satzes 11 samt Zusatz
als bewiesen annehmen. Diese Induktion soll als die ,,iuBcre’
Induktion bezeichnet werden, da in ihren Beweis selbst nochmals
ein Induktionsverfahren eingeschoben wird, welches dann als
die ,,innere’’ Induktion bezeichnet werden soll.

Der bequemeren Rechnung halber werden fir den folgenden
Beweis die gesuchten Potenzreihen (Py) in der Form

®3) y=2Zom

angesetzt, wo (@ das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
Zahlen 2, 3, ..., ¢ bedeute.

Wird noch

gesetzt, so ist also die Aufgabe:

alle Potenzreithen der Form (P§) zu finden, welche die Glei-
chung (I) erfiillen,
aquivalent mit der Aufgabe:

alle Potenzreihen der Form

(Fy) y=¢c"

zu finden, welche die Gleichung
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) Qn(D .
(1) 2 ,(¥)=o
4=0
erfillen.®

Dal3 bei dieser Transformation der Aufgabe die Vielfachheit
ciner Losung erhalten bleibt, ist klar.

Transformationsschema: Angenommen ¢y, ..., ¢, ,
seien alle = o. (Fir » = 1 fillt dies weg.) Die Gleichung (1),
mittels

Yy=cy+2¢ =z

transformiert, liefert die Gleichung

(2) G (¢, 2)=o,
wobei
~ Q0 co KT T
Gltz)= 2t 2, o ¢t ; hierin Qkp - %7 = « gesetzt:
p=0 1=0
0 £ Z
= l‘k X (D“)
a=0 0=>0, r>0 ¢ =l
Dko 4+ vt =a

Es ist also die Aufgabe:

alle Potenzreihen der Form (P,), in welchen die Koeffizienten
€1+« €,y alle = o sind (fiir » = 1 fillt dies weg), zu finden,
welche die Glmchung (1) erfullen

mittels y = ¢4 + ﬂlz dquivalent mit der Aufgabe:
alle Potenzreihen der Form

v

e E

<P2> 2= & Crtw z

p=0
zu finden, welche die Gleichung (2) erfiillen.

Behauptung: Bei jeder derartigen Transformation bleibt die
Vielfachheit einer Losung erhalten.

,,Aqul\ alent“ soll hier und bet den folfrcndcn Transformatlonen besagen:
Jede Losung der ersten Aufgabe entspricht umkehrbar eindeutig ciner Lasung
der zweiten Aufgabe,
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Beweis: A = o sci irgendeine ganze Zahl. Einerseits ist

pa [o's) «@
iF (l‘Q, _’\f) Xy Q2 i) (y) _ \v Z}L ¥ (D(, +7 Z
=0 - =0 0=>0, 'r>0’_'I
Qlcn—r7 T=u

Jv* .
was sich durch dieselbe Umrechnung wic oben fir A == o crgibt.
Andrerseits ist

o

2¥3 - T4
OIG@:Z) _ O\O 2:‘Ic v (D( e
ek T = = (r—)!
. =l 0> 0, v> 4 £ K
{()hn—{ rr=u

(denn in der inneren Summe fallen die Glieder mit = < A beim
»-maligen Differenzieren weg; infolgedessen beginnt die duBlere
Summe frihestens mit o = »4). Nun ¢ —xA = und =—2

= 7 gesctzt:

’

o0 T
i S h - (A <
=7 22 o )~’I
a’ =0 { 6=0,7>0 Lo
(Qho +u1! =of

Durch Vergleich folgt:

0G4, 5) t’;f O F (29, v)

o+ 0 y*
".},F
Je nachdem also (P,) die Gleichung ng = o crfillt oder nicht,

e
wird auch (P,) die Gleichung Cgﬁ/‘. = o crfilllen oder nicht er-

fillen. Dies bedeutet aber die Erhaltung der Vielfachheit. An
dieser Tatsache andert sich natiirlich nichts, wenn in der Glei-
chung (2) cine Potenz von ¢ wegdividiert wird.

Schritt A)) Es sci nun 1 < % < (ImFall g =2, £ =1

Qk
-
fallt dieser Schritt weg.)

Nach Voraussctzung ist ®, = o, (I):, =0, ... ®y= =o,
®[? - o (vgl. Fubnote 7 S. 323). Es tritt also in G (¢, z) zuerst
fir p = 0, 7 == ¢, d. h. fir « = % ¢, cinc von Null verschicdene

21 .
innere Summe auf, nimlich zunichst das Glied ®f”" . Ein
q

o .
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weiteres Glied hat diese innere Summe aber nicht; denn aus

Qkp + »7 = ng folgt wegen g < Q4, dall ¢ = o sein mul.
17} p ®q
G (¢,z) beginnt also mit z4 (ij”);‘; wird noch in (2) 7 weg-
dividiert, so lautet das zu (2) gehérige Anfangspolynom, von
1
welchem das ¢, der Potenzreihe (P,) eine Wurzel sein muf3: @{? o .
Hieraus folgt: ¢, = o.
Fiir » = 1 war fur die Transformation von (1) in (2) nichts
vorausgesetzt. Es folgt also, dal} in jeder Lésung (P;) ¢; = o sein
muf}. Jetzt ist dieselbe Transformation mit » = 2 moglich und

&
es folgt, dall (falls noch 2 <% ist) auch ¢, = 0 sein mull. So

1aBt sich weiter schlieBen und wir erhalten das Ergebnis:
In jeder Lésung (Py) der Gleichung (1) sind notwendig alle ¢,

mit 1 v < Q; gleich Null.
Schritt By) Nun sei » = Qé.

q
Wie beim Schritt A,) erkennt man, dafl auch jetzt (2) mit
% = »g = Qk beginnt; zu diesem =« gehdren aber jetzt zwei Werte-
paare (g, =), nimlich auBer (o, ¢) auch noch (1, 0), was sofort aus

2
Qko - Q; 7 = Qk oder gp - 1 = ¢ folgt.

Die Bedingungsgleichung Q#p + % v =« in & (7, 2) wird jetzt
Ok (g0 -+ =) = «, wo o = QF ist;
7

. & . e
 1st also von der Form o = Qq B, wo B = ¢ ist. (2) 14Bt sich da-
her in der Form schreiben:

Q, .

[ q P ()Z
N X 2 — 0"
2t 2 oy =o;
p=q {g>(), >0 M
GqutT= i

oder, wenn noch #? wegdividiert und § — ¢ = y gesetzt wird:
)

(3) 31 ] ?‘111'0 ()= o,
et )
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)
wobei
; z°
P, , (=2 g |
: [o=0,r>0 %
lgp =gty
und insbesondere
W @ %! ;
Py, 0(2)= Dy 71 + @, 1st.

Es ist also die Aufgabe:

alle Potenzreihen der Form (P;) zu finden, welche die Gleichung
]

(1) erfiillen, mittels y = ¢4 4 #7 2z dquivalent mit der Aufgabe:

alle Potenzreihen der Form

- ”
(o.a]

(PS> o == 25(3/{ ‘ l(h
+v

r=0 7’[

zu finden, welche die Gleichung (3) erfullen.

Schritt C;) Es sei zunidchst @; - o. Dann hat das zu (3) ge-
hérige Anfangspolynom Y, , () genau ¢ verschiedene cinfache
Wurzeln, die allein als Werte fiir ¢, in Betracht kommen. Mit

1
jeder von ithnen 1a0t sich nun auf die Gleichung (3) der in diesem

Fall schon bewiesene Satz 11 anwenden; es gibt also fiir dic Glei-
chung (3) genau ¢ verschiedene, cinfach zihlende Lésungen der
Form (Py).

Fiir die Gleichung (3) 1st & (%, ¢,) der zugrundeliegende Kér-
per, mit welchem (anstelle von %) soeben der Satz IT angewandt
wurde. Jede Wurzel ¢, ist beziiglich §t (4, ¢,) von cinem Grad
< g; ferner gehoren fiir jede einzelne der ¢ erhaltenen Potenz-
rethen alle ¢, bereits dem betreffenden Korper §t (2, ¢g, ¢,;) an
(vgl. den Beweis fur ¢ = 1 in § 2); dieser Kérper ist tber QE vom
Grad < wyg.

Wegen der Aquivalenz der am SchluB des Schrittes By) ge-
nannten Aufgaben sind damit in dem vorlicgenden Fall die
Behauptungen des Satzes II samt Zusatz bewicsen.
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Schritt D)) Nun sei ®; = o. Dann lautet das zu (3) gehérige

g1 .
Anfangspolynom wieder: (D((]")q! - Hieraus folgt: ¢, == o.
4
Das Verfahren LiBt sich zunidchst in analoger Weise fort-
sctzen; es treten jedoch dann immer mehr Zerspaltungen in
Unterfille auf. Iis ist nétig, hier nochmals cin Induktionsver-
fahren einzuschicben, also cine Induktion bei festem ¢; dieses
Induktionsverfahren ist die oben angektndigte ,,innere’’ In-
duktion.
= .a I a, a.
Essei *= -2 %,
by g by by
L . . : .
Briiche bis . cinschlieBlich; d. h. die Folge der aufsteigend ge-

.. die zu ¢ gehorige Farey-Reihe echter

ordneten reduzierten Briiche zwischen o (ausschliellich) und
1 (cinschlicBlich), deren Nenner positiv und < ¢ sind. Dies sind
natiirlich endlich viele Briiche; ihre Anzahl werde mit  bezeich-
net; die Folge endigt also mit

aw—-1__g—1 a, 1

b

bw——l q &(.) I

Induktionsannahme:

1) Fur alle 2 mit 1 < x <y seien folgende GroBen alle gleich
Null: (I)fy'{ﬂ”;'), (D‘(,"“'_‘z"’-), (Dg(i]_':i Pi),...(soweit anzuschreiben,
; aj, Ba,

als dic oberen Indizes > o sind).
@

/].u

Null sein miissen. <6Q ist wegen 4, < ¢ cine ganze Zahl.)
%

2) Es sei erkannt, daB3 in (Py) alle ¢, mit 1 < v <" Q% gleich

Fiir p=1 besteht die Annahme 1) wegen @y = 1, §; = ¢ aus
der einzigen Bedingung: ®; == o. In den Schritten Ay) und Dy

? Beispicl: ¢g=7 gibt: =

1

[eX 7]

5 iy
2

~N
~1 wn
| g

6 1
7

ur W
W
W

Es ist also z. B. a;=2,

Die Abhingigkeit von ¢ ist in den Bezeichnungen «,, &,,, & nicht ausge-
driickt; doch ist keine Verwechslung zu befiirchten, da ¢ im ganzen Bewels
fest 1st.

Von den aus der Zahlentheorie bekannten Eigenschaften der Farey-Reihen
wird hier nichts beniitzt.
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/
wurde bereits erkannt, dal dann in (Py) alle ¢, mit 1 <v < Q

7
gleich Null sein miissen.

Fir p = 1 ist also der Inhalt der Induktionsannahme bereits
gesichert.

[<ITE S
by

Wir behaupten, daB jetzt G (¢, 2) wicder mit o = »q beginnt
und daB die innere Summe fir « = »¢ wieder nur aus dem durch

Schritt A ) mmarng“Qé<gw< Ok

z1
o = 0, = = ¢ gelieferten Glied @ /! besteht. s ist also zu
zeigen, daf3 alle @ mit

90,720, Qhptrrng

auBer @ gleich Null sind. Fiir p = o folgt = < ¢; dies gibt nur
fiir = = ¢ ein von Null verschiedenes Glied, und zwar das ehen
genannte. Es bleibt also zu zeigen, daf alle (D(L,' mit

p 1,70, Qkp+nrt g

gleich Null sind.
Aus Qkp < u(
mithin:

7) folgt wegen ¢ = 1, dall ¢ — v > o ist;

v

P — P - [Z‘u 1

qg—= = Q’é ) é,u%—l.

. o . . . .
Es ist also — ©  gleich cinem Bruch unserer Farey-Reihe:
g—r

o] a;, ai, @1
- =" mit A L wegen | ==
- b 0 b b
q_— . ‘g [2o%S 41
® praucht aber nicht reduziert zu sein; es sel
g—r

p=ra,  §T=Db
wo p =1 einen ganzzahligen Proportionalititsfaktor bedeutet.

qa—pb
Mithin: (I)(r) (DI(W ) = 0 nach Induktionsannahme (wegen
0 =)

Nun folgt genau wice in dem Schritt Ay), dal3 ¢, gleich Null
sein mub, falls alle ¢, mit 1 << v <7 % gleich Null sind. Auf Grund
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der Induktionsannahme ist diese SchluBweise zunichst fiir

{Zn’[ e .
Ok + 1 durchfithrbar; es folgt dann ebenso sukzessive

1"

das Ergebnis:
In jeder Losung (P,) der Gleichung (1) sind notwendig alle ¢

@t Ok gleich Null.
/)‘//»}-1

A =

v

mit1§\1<

Schritt B,) Nun sei % = Z‘"H Qk; dies zur Abklirzung =%,
E 1

gesetzt.
Wir behaupten, dal3 auch jetzt & (4, 2) mit @ = »%y¢ beginnt.
Es ist also zu zeigen, daf} alle (I)ff) mit

p =0, 720, Qkp +%7 < %q
gleich Null sind. Fiir p = o folgt = << ¢; diese ®{ sind gleich o.
Es bleibt also zu zeigen, daB alle @Y mit

=1, T =20, Qho+ #gT < %q
gleich o sind.

Aus Qkp < 7y (g — =) folgt, dall ¢ — = >> o ist; mithin

o} - “o [LITES]

g—7 Qk b,
Da hierin einmal das <7 -Zeichen vorkommt, geht der Bewels
wortlich wie im Schritt A) zu Ende.
Nun sollen die fir o = »y¢ in der inneren Summe von G (%, z
auftretenden @ bestimmt werden. Es sind dies die ®{? mit

0 =20, 7220, Qkp + g7 = %49
also cinmal @ und ferner die @ mit
o2 1, 2 0, Qkp + %07 = g
Aus Qkhp == %4(g — =) folgt wegen p > 1, daBl ¢ — = >> 0 ist;
mithin

2 . o . @41

7——7—.Q/6_~é‘,,,:1
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Also
P = .p[z‘u-*—l‘l

q—’::pé!t(l

Fritz Lettenmeyer

(=1

Die fraghchcn (Di” cinschlieBlich ®@ haben also die Form

B mit p = o

, 2, .

(DQ') (p=o0,1

.; soweit anzuschreiben,

Umgekehrt kommen alle derartigen

als die oberen In-

dizes > o sind) in der genannten inneren Summe von G (4, 2)
wirklich vor; denn es ist fiir dieselben

Qo+ »y=

0.0
b/l +1

3 O ra)
POy

p=0

WO

[péu-l-l

] die groBite ganze Zahl <

= Qépa/c-i—l _{—}"0 (g —Pé.u—{—]) - 7-07~

Die innere Summe fiir o

%o ¢ lautet also:
ZQ_P b‘u—i—l
(g—2bur1)!

7. bedeutet.
b/t%‘l

Die Bedingungsgleichung Q4p + %7 = « in G4, z) wird im

jetzigen Schritt

Q

A
é (011 lp+au—’—1 ")

« ist also von der Form «

chung (2) 1Bt sich daher i

8]

7\:

7 u—}—l

2

/":a./l+1 4

f
oder, wenn noch #"+!
setzt wird:

all—’]
Mg = '&”

it

o WO C/

Qrkqg ist.

?

()Q B,wofl Za,. ., ¢ist. Die Glei-
1--1

der Form schreiben :

ZT
o o

¢ 7l '

1 = 7 8¢

9
(4) > (5) =o,
s=0
wobei
¥, ()= )7,
' 0> 0,t>0 T

I
lb‘,,+1 9+a‘/1+1 T=0y 41 q+r
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und insbesondere

Z'I_b.n—i—l 2'1_2”/:~~1

q g
. — o0 Lty 2T gun,y #
P“”'O(z) v ‘+ Qg1 ( —bu--L ! 2”/'-{-1 ( ——Zé,H.l !
q ! q 1 % .

(soweit anzuschreiben, als dic oberen Indizes = o sind).

Es ist also die Aufgabe:

alle Potenzreihen der Form (P,) zu finden, welche die Glei-
chung (1) erfiillen,
a Gpet1
mittels ¥ = ¢y~ 2" z=1¢y+ ¢ bus1 2 Hquivalent mit der Auf-
gabe:

alle Potenzreihen der Form

2

o] m
=]

X i

(Pd) &= PRy

5}

p

zu finden, welche die Gleichung (4) erfillen.

Schritt C,) Es sci zunichst das zu (4) gehérige Anfangs-

a . Zq
polynom W', ; (2) nicht von der Form ®{ ,; d.h. von den
1 g!

. . . qa—pnb, 4
in ihm vorkommenden Kocffizienten CDEM '1'”“)
[

mit p >1 sei
mindestens einer von Null verschieden.

Wir nehmen nun an, dal noch p <o -—2 sei; der Fall
1= o-—1 wird spiter besonders erwihnt werden.

Dann ist p +- 1 <w —1; also 4, > 1 (es ist ja von den
samtlichen Nennern der Farey-Reihé nur der letzte = 1). Hier-
aus folgt aber, dal3 das Polynom ¥,  (2) keine g-fache Wurzel
hat; denn der FFall der g-fachen Wurzel o ist nach der Annahme
des Schrittes C,) gerade ausgeschlossen, und eine g-fache Wurzel
z9 -~ o ist offenbar unmoglich, da sonst das Polynom von der
Form @ (z — z,)? sein miiBte, also, nach Potenzen von z ent-
wickelt, keine Liicken haben kénnte, was doch wegen &, , > 1
der Fall ist. ‘

Bei der Annahme des Schrittes C) mit ¢ <w-—2 hat also das
zu (4) gehorige Anfangspolynom, dessen Wurzeln allein als Werte
fiir ¢, in Betracht kommen, lauter Wurzeln mit einer Vielfach-

heit <Z¢. Mit jeder von ihnen 148t sich also auf (4) nach Annahme
23
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der duBleren Induktion der Satz Il samt Zusatz und damit ins-
gesamt der Satz I anwenden; wir erhalten die Aussage:

Es gibt genau ¢ Potenzreihen der Form (Py) (mehrfache mehr-
fach gezihlt), welche dic Gleichung (4) erfullen.

Fur die Gleichung (1) ist & (¥, ¢g) der zugrundelicgende Kor-
per, mit welchem (anstelle von 2) socben der Satz IT (bzw. 1)
angewandt wurde. Fir jede einzelne der so erhaltenen Potenz-
reihen (Py) ist der Koeffizientenkérper cin endlicher algebraischer
Korper tber 8 (9, ¢g), dessen Grad nach dem Zusatz zu Satz 11
Z g ist (g ist jetzt das dortige m2). Beziiglich 9 ist also jeder dieser
Koeffizientenkorper vom Grad <wyg.

Wegen der Aquivalenz der am SchluB3 des Schrittes B,) ge-
nannten Aufgaben sind damit in dem vorlicgenden Fall dic Be-
hauptungen des Satzes Il samt Zusatz bewiesen.

Schritt D,) Nun scien in dem zu (4) gehérigen Anfangs-

(1[— D b/’ 1‘1)

N ur = .
polynom ¥, , (2) alle (DM” L

mit p =1 gleich Null; das
~(

Polynom lautet also wicder: ®{? - Hicraus folgt:¢, =o. Damit
a5 ]

sind aber unter Hinzunahme des Ergebnisses des Schrittes A )
gerade die Induktionsannahmen 1) und 2) der inneren Induktion
flir p - 1 anstelle von . erfiillt,

ol [

Die hiemit abgeschlossene innere Induktion liefert also fol-
gende Weiterfithrung des mit den Schritten Ay) und By) direkt
begonnenen Verfahrens:

Im Fall Cy) sind die Behauptungen bewiesen.

Im Fall Dy) schlieBen sich A;) und B;) an.

Im Fall C,) sind die Behauptungen hewiesen.

Im Fall Dy) schlieBen sich A,) und B,) an.
Usw.

Wenn bei der Weiterfithrung kein Fall auftritt, welcher mit
dem Beweis der Behauptung endigt, so gelangt man schlielich
zu dem Schritt 4, _ ), welcher das Ergebnis liefert, dal alle ¢,
mit 1 <v<C Q% notwendig gleich Null sind. In dem nun folgen-
den Schritt B, _,) ist xy= Q#£; dic in den ersten Zeilen von B,)
gemachte Feststellung lautet daher jetzt:

Alle (DE,’) mit p 20, =0, p-l-v<¢sind =o.
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Das dortige ', ., () ist jetzt:

Fid G+ ( T
O T 2 14
Yoor,@=2 o =30f), 7.
{9> 0, 7>0 . =0 L
uh =gty

Hiedurch ist der Index g weggefallen; wir ersetzen nun v durch
den Buchstaben p und 9 wieder durch x. Ferner werde anstelle
von W, _, , (¢) dic neue Bezeichnung @, (z) cingefiithrt. Dann
lautet das F:rgcbnis des Schrittes B, _):

Die Aufgabe:
alle Potenzreihen der Form (P¥) zu finden, welche die Glei-
chung (I) erfiillen,

ist mittels y = ¢, -+ vz dquivalent mit der Aufgabe:
alle Potenzreihen der Form

P
[ev)

/DS Y Qk
(Ps) = g X
r=0
zu finden, welche die Gleichung
(s) F(x,z)y=o0
erflillen, wobei
[e'e} q+o ~T
- R 1 () <
F(x,z) =2 x2 0, (2), Dy(z) == (DEH:,,_,:
0=0 =0 <
und insbesondere
v L ga—n
) — ! -
(I)l)<"'/'—(Dl)l IT(DL & [—JI_'.'-%_q)q‘
q! (¢—n!

Die ®, (¢) sind also Polynome in z mit Koeffizienten aus
St (¥, ¢q); Dy(2) ist nicht identisch Null und vom Grad ¢ (wegen
O o).

Betrachten wir zunichst den Fall, daB3 das Anfangspolynom
®y(z) keine g-fache Wurzel hat. Seine Wurzeln, die allein als
Werte fiir ¢, in Betracht kommen, sind also alle von einer Viel-
fachheit <g¢.

Nun gehen die Uberlegungen wértlich wie im Schritt C,)
(4. Absatz) weiter, und cs folgen in dem vorliegenden Fall die
Behauptungen des Satzes 11 samt Zusatz.

23+
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Es bleibt also der Fall dbrig, dall das Polynom g-ten Grades
@, (2) cine g-fache Wurzel hat, die dann allein als Wert fiir ¢4,
in Betracht kommt. Bekanntlich gehért dann diese Wurzel dem
Kérper der Koeffizienten des Polynoms, also dem Koérper
8 (9, ¢p) an.

Gegentiber den vorhergehenden Umformungen der Aufgabe
liegt aber jetzt eine besonders cinfache Situation vor: Die neue
Aufgabe, alle Potenzreihen der Form (Pj) zu finden, welche die
Gleichung (3) erftllen, 1st in ihrer Formulierung véllig analog
zu der alten Aufgabe, alle Potenzrethen der Form (P¥) zu finden,
welche die Gleichung (I) erfitllen; es treten lediglich anstelle der

D, (v) die Polynome @ (2), anstclle von A der Kérper (9, ¢p),
anstclle der ¢, die ¢gy ;. ine Besonderheit der neuen Aufgabe
ist, dal} das Polynom ®,(z) vom Grad ¢ ist, wiahrend bei der alten
Aufgabe ®y{y) von irgendeinem Grad =z >¢ sein konnte, und
daf3 @,(2) eine g-fache Wurzel hat, so dal ¢, cindeutig be-
stimmt ist und schon dem der neuen Aufgabe zugrundeliegenden
Korper & (U, ¢,) angehort; d. h. die Zahl w der alten Aufgabe
ist in der neuen Aufgabe = 1.

Wir formulieren das bisher Erreichte nochmals folgender-
malen:

Entweder gibt es genau ¢ mit dem vorg(‘ﬁcl)cncn ¢y begin-
nende Potenzreihen der Form (P¥), welche die Gleichung (1)
erfiillen, und es ist fiir jede einzelne von ithnen der Koeffizienten-
korper ein endlicher algebraischer Koérper tber 2 vom Grad
<wg.

Oder cs sind in (P¥) notwendig alle ¢, mit 1 <v<_ Q% gleich
Null, und die alte Aufgabe ist dquivalent mit der soeben an-
gegebenen neuen Aufgabe, wo @,(z) cine g-fache Wurzel hat.

Wenden wir dieses Ergebnis auf die neue Aufgabe selbst an,
so folgt:

Entweder gibt es genau ¢ Potenzreihen der Form (P;), welche
die Gleichung (5) erfiillen (andere als mit dem bestimmten ¢,
beginnende kann es nicht geben), und es ist fir jede einzelne von
ihnen der Koeffizientenkorper ein endlicher algebraischer Kérper
Uber & (2, ¢5) vom Grad <1-.4.

Wegen der Aquivalenz der Aufgaben folgt dann, daf3 es genau
¢ mit dem vorgegebenen ¢, beginnende Potenzreithen der IForm
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(P¥) gibt, welche die Gleichung (I) erfiillen, und daB fir jede
einzelne von ihnen der Koeffizientenkérper ein endlicher al-
gebraischer Korper tiber o vom Grad = wy ist.

Oder es sind in (P;) notwendig alle ¢, mit Q£< v<_2 Q£ gleich
Null, und die neue Aufgabe ist mittels z=c¢g;, + x « dquivalent
mit folgender ,,zweiten neuen Aufgabe’:

alle Potenzreihen der Form

W
oo

N R
(Pe) = 2lyqupiv¥
r=10

zu finden, welche die Gleichung

(6) F (on)=lo
erfiillen, wobei
- OO‘ q- “_ ) 27
Flr,uy= 2@, (), Oy()= 2 0, eR
0=0 =0 v

Die (I?Q () sind Polynome in #z mit Koeffizienten aus
S8 (U, gy )= (U, c4); ®g(2) ist nicht identisch Null und
vom Grad ¢ und hat eine g-fache Wurzel.

Diese zweite ncue Aufgabe ist von genau derselben Struktur
wic dic erste neue Aufgabe; es gibt also entweder genau ¢ Potenz-
reihen der Form (Pg), welche die Gleichung (6) erfiillen usw.,
woraus in diesem Fall die Richtigkeit der Behauptungen des
Satzes Il samt Zusatz folgt; oder es sind in (Pg) notwendig alle
¢, mit 20-<v<30#% gleich Null, und man gelangt zu einer
dquivalenten, analog gebauten dritten neuen Aufgabe.

Es ist nun ganz klar, daB3 sich dieses Verfahren in véllig ana-
loger Weise fortsetzen 148t, und hier gewil3 entbehrlich, dies durch
einen Induktionsbeweis ausfiithrlich darzutun.

Nun bestehen zwei Méglickkeiten: Einmal, dafl bei einer der
neuen Aufgaben der Fall des ,,Entweder'* eintritt; dann folgt,
wie in der ersten neuen Aufgabe ausfiihrlich dargestellt, die

10 Verabredung: (D(T) ohne Argumentangabe bedeute (D(T) (cqn); speziell ist
(D((l) (I)(’l) L Q.



338 Fritz Lettenmeyer

Richtigkeit der Behauptungen des Satzes 1 samt Zusatz. Sodann
aber, dal} stets der Fall des ,,Oder’’ eintritt, sodall das Verfahren
nic abbricht.

In diesem Fall werden sukzessive die Koeffizienten ¢y, ¢, g,
Cyqn - - - cindeutig als g-fache Wurzeln der Polynome @ (2),
Oy (), ®y(2), ... geliefert, mithin als GroBen des Kérpers
K (U, ¢), wihrend alle Gbrigen ¢, (v2> 1) notwendig gleich Null
sind.

Es gibt also eine cinzige die Gleichung (1) erfiillende, mit
dem vorgegebenen ¢, beginnende Potenzreihe der Form (P¥):

. 2 3
(P V=gt e Xt agr¥ ez A

deren Koeffizientenkdrper der Korper & (9, ¢y) vom Grad w tiber
9 ist. Der Beweis des Satzes I samt Zusatz wird also endgiiltig
fertig sein, wenn noch gezeigt wird, dal3 die Potenzreihe (Py) eine
genau ¢g-fach zihlende ist.

Zunichst ergibt sich, wenn man in

01 (1, v oo
,-\( ’_ ) =i Avxyq)f‘/[)<y)
041 0=0 -
P.) einsetzt, fir x=o0 das Glied ®{’(¢c,), welches | o ist. Die
7/ j] 0

Potenzreihe (P;) ist also eine hochstens g-fache Losung.
Es bleibt also zu zeigen, dafl die Potenzreithe (P;) die ¢g—1
Gleichungen

819-”;0 h=1,...,9—1)
erfullt.

Es war der Ausdruck # (x, z) die linke Seite der Gleichung (4)
fiir p=o0-—1, also »y== Q#%; diese linke Seite der Gleichung (4)
war aus der linken Seite der vor (4) stehenden Gleichung durch

Q
Wegdividieren des Faktors g entstanden, der fir
p=w—1I gleich 27 ist. Die linke Seite der vor (4) stechenden
Gleichung ist aber gerade der Ausdruck, der frither (S.325) mit
G (¢, ) bezeichnet wurde. Es ist also

21 F (x,2)=G(,2) (mit v=0QF%).



Formale Entwickelbarkeit algcbraischer Funktionen in Potenzrethen 339

Also ist nach S. 326:

ol G’G It : ?/’F
G = =
G aZ/' ay/
oder:
o Ny
==
o - e

(Dies 146t sich auch leicht ohne Bentitzung der fritheren Formeln
direkt ausrechnen, wobei zu beachten ist, daf} alle (I)f_f) mit
¢ +=<C¢ gleich Null sind, wie S. 334 bemerkt war.)

Genau cbenso gilt:

GEF O F
=S =X e USW.
C o C”

DieVariabeln hingen dabei mittels v = ¢y +-x2, z=¢; +x1,
usw. zusammen.

Sctzt man nun in diese Identitdten fur ¥ die Potenzreihe (P;),
fir 2, #, . .. dic entsprechenden Potenzreihen cin, so erhilt man

CHF . . e .
fir . - (wobei (P;) fiir ¥ eingesetzt ist) bei Verwendung hin-
R » b
reichend vieler Identititen einen Ausdruck, der ecine beliebig

hohe Potenz von %™, wo g-—2>>0 ist, als Faktor hat. Daher

)

rF . . . . .
mul} - . fiir die Potenzreihe (P;) identisch verschwinden.
A

Anhang.

§ 4. Uber den Exponentenhauptnenner.

Liegt cine Potenzreihe

y
oo

s : > R
X, x" (vyund £ ganz, v, 0 £>0)

V=10
vor, so kann es sein, daf} es cine ganze Zahl #>>1 derart gibt, da3
alle ¢, mit v = o (mod f) gleich Null sind und zugleich f ein
Teiler von £ ist. Dann 4Bt sich die Potenzreihe in der Form
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3
5.
3 ;h
et C‘ufﬁ’
1=ty
oder, - = #' gesctzt, in der Form

/

1t

d, " (o0& k)

be?

1=t

schreiben. Wenn es keine solche Zahl f gibt, soll £ der ,,Expo-
nentenhauptnenner' heilen; die Potenzreihe ist also dann
mit dem kleinstmoglichen Exponentennenner geschrieben.

Satz III: Fir jede der in Satz Il genannten Potenz-
reihenistder Exponentenhauptnenner =< g.

Beweis:

Fiir g=1 wurde die Behauptung bereits in § 2 bewiesen. Es
sei also ¢ 2 2. Wir gehen zum Beweis des Satzes 11 zuriick; es
sind an den Stellen, wo sich daselbst die Existenz von Potenz-
reihen ergab, erginzende Untersuchungen tber deren Expo-
nentenhauptnenner einzuschicben. Zur Annahme der dulleren
Induktion ist jetzt hinzuzufiigen, dal} fur alle Vielfachheiten <g
(anstelle des jetzt vorgegebenen ¢) die Behauptung des Satzes 111
bewiesen sein soll.

Zunachst gab es im Fall des Schrittes C) ¢ Potenzreihen der
Form (P,), welche die Gleichung (3) erfillten und je mit einer
einfachen Wurzel ¢, des zugehorigen Anfangspolynoms be-

q

gannen. Sie enthalten also nach § 2 nur ganze Potenzen der un-
0

abhingigen Variabeln. Nun kann aber in (3) die Potenz #7 selbst
als unabhingige Variable genommen werden; die Potenzreihen
(Pg) sind also von der Form

oo O\ v oo z

g= 2 d,,(ifl) == X d, x".
) =10

0

Mittels y=¢y+ 21 z=c,-}- 2%z folgt, daBl auch die ¢ entspre-

chenden, dic Gleichung (1) erfiillenden Potenzreihen nach ganzen

-
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1
Potenzen von x? fortschreiten; fiir jede ist also der Exponenten-
hauptnenner entweder ¢ selbst oder ein Teiler von ¢. Im Fall Cy)
ist damit die Behauptung des Satzes 111 als richtig erkannt.

Nun betrachten wir irgendeine der Potenzreihen (Py), welche
sich im Fall des Schrittes C,), wo 1 Sp So—2, also 4, ;> 1
war, als Lésungen der Gleichung (4) ergeben haben.

Diese Potenzreihe beginnt mit ciner Wurzel ¢, des zu (4) ge-
hérigen Anfangspolynoms; die Vielfachheit dieser Wurzel ¢, sei
mit s bezeichnet; es ist s<(g, wie frither in C,) festgestellt wurde.

Wegen s< g darf nach Annahme der dulleren Induktion der
zu beweisende Satz auf die Gleichung (4) mit der vorgelegten
Potenzreihe als Ldsung angewandt werden; dabei werde

Q 1
gl = gl

als unabhingige Variable betrachtet. Dies liefert die Aussage,
dal} die Potenzreihe notwendig die Form hat:

oo 1 v
<P8) g = h\" du(xb‘ud 1) . ) I S_ $1 é § < 7, a,O = ‘.):0‘

v=0

Hierin kann der Exponentenhauptnenner > ¢ sein.!!

1 Beispiel: 98 -k 238 - 2% = 0. Hierin ist Dy(y) = 35, O (y) = 33,
Dy(y) =—1; alle tibrigen ®,( ¥) sind identisch Null. Esist ¢y = 0 mit ¢g=3. Man
a
b
von der Form Jxz. Mittels y = )/ z ergibt sich, daf} die Gleichung (4) lautet:

= yistal
== YIS <
; v ist also

5 2

verifiziert leicht, daB hier der Fall p = 4 vorliegt. Es ist hier
28 4-23— |/ xr =o. Das zugehorige Anfangspolynom ist z%--z% Wihlen wir

die Wurzel ¢,, =0, wo also s = 3 ist, so ergibt sich, wenn }/rals unabhingige
Variable betrachtet wird, der Ansatz:

-

Geht man nun mit z=2x2%# in die vorhergehende Gleichung hinein, so
erhilt man fiir 5; =1 und 2 nach Wegdividicren der {iberschiissigen Potenzen
von x die Gleichungen in #:

2P 42 wd—1=0
3 1
und  wiab 4t el 1 = o0,
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Mittels

a,”+1Q A1
Y=, -1 Z["'LTl = ¢y 4z ”_H

ergibt sich fir die entsprechende, die Gleichung (I) erfiillende
Potenzreihe die Form

. gy 84V
(Py) y=coF X d,x turt, dy=c,,

=0

und hiervon ist zu beweisen, dafl der Exponentenhauptnenner

<gq ist.
Es sei zunichst ¢, -~ o. Dann folgt aus der Tatsache, daf in

dem zu (4) gehormcn Anfangspolynom V', (2) (5. 333) nur Glie-
der mit den Exponenten

g’ g—b‘u+1! 7\"_2‘)/1-' 1 q_ +1y c

welche durch keine Potenzreihe mit nichtnegativen Exponenten erfiillt werden.
Es mub also s = 3 sein; hiefiir erhiilt man die Gleichung:

|

20 ud -t 1 =0,
1
. . . 3 v .
Das zugehorige Anfangspolynom ist 2% — 1; es gibt also (2" als unabhiingige
=3 2 ’ o \ =]
Variable betrachtet) drei Losungen der Form
y—1
N 6
u= dyx mit 7, = 0.
v=1
1 1

Dic entsprechenden Potenzreihen z= 2%z beginnen also mit &; +, haben also
den Exponentenhauptnenner 6.

Nun schreiten aber, da #®——1 einfache Wurzeln hat, die Potenzreihen
1

nach ganzen Potenzen von 2% fort; es enthalten daher die Potenzreihen #
1
nur gerade, also die Potenzreihen 2z nur ungerade Exponenten von x":

Qe+l

> R

= 2 e¢,x "
n=0

was zur Folge hat, dab die drei entsprechenden Potenzreihen fiir y:

2

in der Tat cinen Exponentenhauptnenner < 3, niamlich 3, haben.
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auftreten, mittels eines cinfachen algebraischen Hilfssatzes!?
daB fiir die Vielfachheit s von ¢, die Abschitzung

12 Hilfssatz aus der Algebra: Es sei ¢ cine von Null verschiedene Wurzel
cines (nicht identisch verschwindenden) Polynoms der Form
Aga T Ay x0TV gy pt=20poif pa— b
; : ©oqe . g
(g und & positive ganze Zahlen; & << ¢; » sei die grobte ganze Zahl = 2)

. A . . . q
Dann ist die Wurzel ¢ von einer Vielfachheit < 2

Beweis:

Is sel g == nb+r gesetzt, wo also o < 7 < 4 ist. Wegen ¢ == o ist ¢ auch
Wurzel des Polynoms
n n
fly= 2 A xa—vb—r— N g pb—n),
p =10 =0
und zwar von derselben Vielfachheit wie beziiglich des gegebenen Polynoms.
Wird 2P = y gesetzt, so ist ¢? cine Wurzel des Polynoms

-

g)= 2 A,yn—",
=10

I be

Die Vielfachheit s von ¢l als Wurzel von g (y) ist natiirlich < 7 = g - Die

o
Behauptung wird also bewiesen sein, wenn noch gezeigt wird, daB ¢ als Wurzel
von f (x) dieselbe Vielfachheit s hat wie P als Wurzel von g ().
Nun folgt aus f (x) = ¢ (¥):

=g (bxb—t
Sl =g (@t g (N (p—1) 22

allgemein gilt, wie sich durch Induktion sofort zeigen IiBt:
FN) =g () (b2 4 gD () Py () -+ &7 () Pyt (2),

wo die 22,; (x) Polynome in x sind. Setzt man hierin x = ¢, also v = ¢?, so ist
nach Definition der Zahl s

g =0,..., TN =0, g () +0;
hieraus folgt sofort:
Fa=0 ..., je=D)=0, fS)=*0,

womit die Behauptung bewiesen ist.
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gilt. Daher ist erst recht 5,4, <¢, womit fiir die Potenzreihe
(Pgy) die Behauptung bewiesen ist.

q

ist.
b‘u-l—i

Diese Folgerung gilt auch noch fir ¢, =o, falls s <

7 sein (vgl. das in der
b/l—+l

FuBnote 11 angefithrte Beispiel). Wir werden jedoch nach ciner
Transformation eine analoge Schlulweise wie soeben anwenden

Es kann aber im Fall ¢, =0 auch s>

kénnen.

Es sei also jetzt ¢, =o0. Diese Annahme bedcutet, daf3 in dem

. . . (4— Do by, .
Polynom W,  (2) cin bestimmter Koeffizient (Dngl,,:)_])l S mit

Po=>>0 als von Null verschieden vorausgesetzt wird, wihrend alle

Koeffizienten ®§f1a:flb-"“) mit p > p, gleich Null sein sollen.
Die Bedingung p,> o rithrt von der Voraussetzung des Schrittes
C,) her. Die bisher mit s bezeichnete Vielfachheit ist also

= g—p00,+1, Was natiirlich > o sein soll.

Sehen wir von dem trivialen Fall ab, daf3 die Potenzreihe (Pg)
identisch Null ist, so beginnt sic wegen &y=¢, =0 mit cinem
Index vy =1, 4,, < 0; die Potenzreihe (Py) 1aB3t sich also jetzt in
der Form schreiben:

a‘ll+1sl+),0 o~ vl
b

y=rco-bx i1t X gty
V==
Q4151 T

Nllttels Y=<, + x b‘u+l S 7%

transformiert sich die Gleichung (I) auf folgende Form:

- ~ (1“_3_151-1.—:'07 2
St XOWx bens T —o,
=0 =0 N

P

Setzt man hierin 4,5, 0+ (2,.15,+v,) %= « und bezeich-
net mit 4 die kleinste der Zahlen o =0, zu welcher es ein (D(a') =0
gibt, so nimmt diese Gleichung, wenn noch der gemeinsame

tty

Faktor x "« +1 1 wegdividiert wird, dic Form an:
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o) a—up wr
) 3 aten ¥ WL =0 (a2 oM.
a=ay [p>0, r>0 A

U,u+1 s, 0+ (au-’rl s v )T'—‘(l

Diese Gleichung (7) wird also von der Potenzreihe

—

oo "o
<P10> u= 22 du xb/H'l °1 v Vo é I, dl’n ;:: o,
y=pr
0
erfiillt. :
b, 1) . .
Wegen (I)(q iy Yo st sicher

%y b1 Sy Do @ (@1 51 FV0) (P66, 1)
=g (@181 Y) =Y L0 b1

Nun mul} das Anfangspolynom von (7), d. h. die zu ¢ =, ge-
horige innere Summe, aus mindestens zwei von Null verschiede-
nen Gliedern bestehen; denn dieses Polynom hat ja eine von Null
verschiedene Wurzel, nimlich 4, .

Es gibt also mindestens zwei verschiedene Wertepaare (pq, 7y),
(p2, 7o) mit

O 0, @D - o,

Oy

(8) {é‘“:l 5161 (@, 1 51 H90) 7y = 2,

b1 5102 (@ oy $yF V) =t

Wir setzen fest, daB von allen derartigen Wertepaaren das
Wertepaar (g4, 1) dasjenige mit dem kleinsten g, also mit dem
grobten =, sein soll (also ist speziell p;<p,y, 71> 7a); mit anderen

Worten: Das Anfangspolynom von (7) soll mit (D(") als,,hoch-

stem*’ Glied beginnen. s ist also vom Grad =;.
Aus p; =0 folgt

- % - . Voo b1
= = |
@151V Qu+1S11+Y

Der Grad des Anfangspolynoms von (7) ist also <.
Aus (8) folgt

>

*

&

AR
|

RO

13 Es Ist 2, > 0 wegen @, = o; doch wird dies nicht beniitzt.
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Wegen o<(t;—71, <7, besagt dies, dal der linksstehende
Bruch sich jedenfalls soweit kiirzen 1a3t, daB der Nenner <+, <(¢
wird.

Es bezeichne nun & den groBten gemeinsamen Teiler von
a,.y s1-Fvound b, 4 sy; wir setzen

i

Quit Sy +Vvg=da

©) buirs, =db,

wo also @ und & teilerfremde positive ganze Zahlen sind und
b <~q ist. Dann sind bekanntlich

p1tra
Ti——pb
alle Lgsungen der diophantischen Gleichung

é,m‘ 11+ (4/,»:-1 $1+ Vo) T= %o

mit p =2 ¢,. Das Anfangspolyhom von (7) hat also die Form

ll

E (p=0,1,2,...)

24T 2h

Ch

wo auller dem ersten noch mindestens cin Koeffizient von Null
verschieden ist. Daraus folgt nach dem algebraischen Hilfssatz
in FuBnote 12, da3 die Viclfachheit der Wurzel #, - o sicher

<r1> un (1) n—zb) un
4 + q 5)! + (I

2a ( _,)é)|—i—

ng 2 g ist.

In der Gleichung (7) treten wegen (9) nur Zahlen « der Form
w=d [ auf; sei auch «y=df gesetzt, so laBt sich (7) in folgender
Form schreiben:

i? b (n 2
(10) = X 2 (DQ e —
: b=/ 6>0,7>0 v
{bb Far=

Die linke Seite von (10) hat nattrlich dasselbe Anfangspolynom
wie die von (7). Da dessen Grad <Zg¢ ist, darf nach Annahme der
dullerenInduktion der zu beweisende Satz auf dieGleichung (10) mit

der Potenzreihe (Pyy) als Losung angewandt werden ; dabei werde
1

in (10) 2" als unabhingige Variable betrachtet. Dies liefert die
Aussage, daf3 die Potenzreihe (Py,) notwendig die Form hat:
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3

oo AR ~
P RN T e T e 19, —d
( 11) 7% = 2,5,,:(}" mi1 52__-0 \ére()_ ’e®
y=10

&
Mittels y = ¢4 2" ergibt sich fiir die Potenzreihe (Py) die
Form

a8,y
oo bs.

y=cot e, x T

pe==()

womit wegen bs,< g die Behauptung bewiesen ist. Damit ist
der Fall C,) mit p Zw—2 erledigt.

Die nichste Stelle des Beweises von Satz II, an welcher die
Existenz von Losungen ausgesprochen wurde, befindetsich S. 333,
wo auf die Gleichung (5) in dem Fall, daBl ithr Anfangspolynom
keine g-fache Wurzel hat, die Annahme der duleren Induktion
angewandt wurde. Infolge der jetzigen Zusatzannahme zur
dulleren Induktion (s. am Anfang des Beweises) folgt fiir die da-
maligen Losungen (P5) von (5) sofort die jetzige Behauptung.

Hatte dagegen das Anfangspolynom von (5) ecine g¢-fache
Wurzel, so wurde das Problem auf die Losung der Gleichung (6)
transformiert, fur welche wortlich dassclbe gilt, was soeben ber
(5) gesagt wurde.

Is bleibt also nur noch der Fall zu betrachten, dal3 das Ver-
fahren der sukzessiven Transformationen im Beweis des Satzes I
niemals abbricht; in diesem Fall hat sich als cinzige, g-fach zidh-
lende Losung die Potenzreihe (P;) ergeben, in welcher der Expo-
ncntcnhauptn'cnn(fr = 1 ist.

Daimnit ist Satz IIT vollstiindig bewiesen.



